Exercices de maths spé

Suites de fonctions

Exercice 1 : Puissances de x sur [0,1]

Pour n € N et x € [0,1], on pose fnl:ﬂf«‘:l =z

1. Déterminer la limite simple f de lasuite (f,) sur [0,1].
2. En déduire, sans calcul de norme, que la convergence n'est pas uniforme sur [D,l] .
3. Retrouver ce résultat a I'aide de la suite de points Ty = g_lfﬂ .

4. Soit @ € [0,1] . Montrer que la convergence est uniforme sur  [J,a] .

o

. La convergence est-elle uniforme sur  [0,1] ?

Exercice 2 : Une bosse qui s'écrase

Pour n > 1 et x € [0,+co[ ,onpose £, (z) = 1_’_1‘;—%1,2 . La figure ci-dessous représente
quelques-unes de ces fonctions.
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1. Etudier la convergence simple de (fn:l sur [O,4oo] .
2. Calculer fnl:l,/ﬂ:l . La convergence est-elle uniforme sur [0,4oo[ ?
3. Etudier les variations de fﬂ . Montrer que la convergence est uniforme sur [a,—I—r::o[ pour tout

a =0,

1
4. Calculer ff (;p} dx etsa limite. Commenter.
)
0

Exercice 3 : Calculs de normes infinies

Pour chacune des suites suivantes, déterminer la limite simple, puis calculer |fﬂ - f|m ou justifier
qu'elle est infinie. Conclure sur la convergence uniforme.

1. fn{:t?:l = ze "F sur [0,4co],pour m =1,



2. gﬂ{;[;‘:l — lr'r:_—"’rngér sur [0,4co[,pour n > 1.

3. hﬂ{:t::l = % sur [, pour n = 1 .Etudier aussila convergence sur tout segment de [K.

Exercice 4 : Une bosse de hauteur presque constante

Pour n > 1 et = € [0l] onpose f (z)=nsz (1-z)".

1. Montrer que {fﬂ) converge simplement vers la fonction nulle sur [D,l] .

2. Etudier les variations de fn et calculer |fﬂ|oo . Déterminer sa limite. Conclure.

1
3. Calculer f fﬂ(x} dx etsalimite. Que peut-on en déduire sur le lien entre convergence

0
uniforme et interversion limite-intégrale ?

4. Soit @ € ]0,1]. Montrer que la convergence est uniforme sur [a,1] .

Exercice 5 : Sinus oscillants et dérivées

sin(n)
—

Pour n =1 et = € R, onpose f {3;}:
n

=

. Montrer que {fﬂ) converge uniformément vers 0 sur [£.

N

. Calculer f; . Etudier la suite {f;(a:}} pour z = 0 puispour & = .

w

. On suppose que (COS{HSF}:'H converge vers un réel # . En utilisant
cos(2nz) = 2cos?(nz) — 1, montrerque £ € {1, —1/2} . En utilisant
cos{{n+1)z) + cos{(n—1)z) = 2 cos(nz) cos =, montrerque cosz = 1.

4. En déduire I'ensemble des réels x pour lesquels {f;{a:}} converge. Quelle hypothése du
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théoreme de dérivation manque-t-il ici ?

Pour n>1 et z €01 onpose f (z)=nse ™"

=

. Montrer que {fﬂ) converge simplement vers la fonction nulle sur [D,l] .

N

1
. Calculer 1, = ffﬂ(;p} dx etsa limite.
0

3. En déduire que la convergence n'est pas uniforme sur [U, ] . Retrouver ce fait a I'aide de

fp/m).

4. Soit @ € ]0,1]. Montrer que la convergence est uniforme sur [a,1] .

Exercice 7 : Convergence vers |l'exponentielle

mn
Pour n =1 et x = 0,onpose fﬂ(gg}:(1+%) .

1. Montrer que {fﬂ:‘ converge simplement vers 1 — T sur [D,—I—r::o[.

2. Montrer que, pourtout £ = 0, ¢ _§ < ln(l + t} <t

rd el

3. Endéduire que, pourtout = = 0 ettout n =1, 0 < e — fﬂ{g;} < o

4. Montrer que la convergence est uniforme sur tout segment [D,a] .

5. La convergence est-elle uniforme sur  [0,4-o0[ ? On pourra calculer fn{ﬂ:l :



1

. . . T n

6. Déterminer limn (1 + ﬁ) dr de deux fagons.
n — oo 5

Exercice 8 : Le logarithme comme limite

Pour m = 1 et x>, onpose fﬂ{ﬁ}:n(x‘lfﬂ_l).

1. Montrer que {fﬂ} converge simplement vers In sur ]0,4oo].
2
2. Montrer que, pour tout réel ¢, et —1 — ¢ < % oIt

3. Soit [a,b] C ]0,4co[ et M = max(|ln al, |In &[). Montrer que

M2 eM
sup |fn —In| < 7n . Conclure.

[,0]
4. Montrer que la convergence n'est pas uniforme sur ]D,l] ,alaidede =z, = e—n?,

€

5. Calculer lim f n(a:l*'fn — 1) dr .

n — +oo
1

Exercice 9 : Utiliser le théoreme de la double limite

a:-ﬂ-

14+ om-

Pour n =1 et x > 0,onpose fﬂl:;t?:l = Comme le suggeére la figure ci-dessous, toutes

les courbes passent par le point  (1,1/2) .
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1. Déterminer la limite simple f de (f,) sur [0,+co[ . La convergence est-elle uniforme sur

[0,400] ?

2. Larestrictionde f a [0,1] est continue. A I'aide du théoréme de la double limite en 1, montrer
que la convergence n'est pourtant pas uniforme sur  [0,1] .

3. Retrouver ce résultat avec la suite de points Ty = 1— % .

4. Soit 0 < a <1< b .Montrer que la convergence est uniforme sur [0,a] etsur [b,4oo].

Exercice 10 : Réqularisation de la valeur absolue

Pour m =1 et z € R,onpose fﬂiﬂﬁ}:\/ﬂ

1. Montrerque 0 < fﬂ{,:n} — |z < % pour tout réel . En déduire la convergence uniforme de

(fﬂ:l sur [B.



2. Justifier que chaque fﬂ est de classe (1. La limite I'est-elle ? Que retenir ?
3. Etudier la convergence simple de l:f;:l sur [R. Est-elle uniforme sur [R ?

4. Soit @& > 0. Montrer que {f;:l converge uniformément sur [a@,~+0o[ . Quel théoréme
retrouve-t-on ?

Exercice 11 : Régularisation de la partie positive

figure ci-dessous compare ces fonctions a leur limite.

504 — x* =max(0, x)
| — A =dn(1+e)
— f3(X)=1In(1+e*)
L5351 — fo(x) = &in(1 + e
1.0~
0.5 1
0.0 1

—20 -15 —=1.0 -05 0.0 05 1.0 15 2.0
X

In 2
1. Montrer que |fn —$+| = “5%. 0n distinguera = < 0 et £ > 0.
jacal]

2. Calculer f; et étudier la convergence simple de {f;:l sur [R. Est-elle uniforme sur [ ?
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3. Montrer que {f;:l converge uniformément sur [@,+oo[ etsur |—oo,—a] pourtout a > 0.

4. Que donne le théoréme de dérivation sur  ]0,4co[ etsur |—oo,0[ ? Peut-il s'appliquer sur R ?

Exercice 12 : Dérivées successives d'une limite

n
Onreprend f (z) = (1 + %:l sur [0,a],avec @ > 0, etl'on admet le résultat de I'exercice 7 :

l:fn:l converge uniformément vers €XP sur [0,a].

1. Soit (wugn) et (wy) deux suites de fonctions convergeant uniformément sur  [0,a] vers des
fonctions bornées 1 et . Montrer que (% Uy) converge uniformément vers uv .

. n—k
2. Soit j & N . Montrer que, pour n > k, fgfj{:t?:l = Cpk (1 + %) avec

k—1 4
Cﬂ,k = H (1 _ﬁ)-

3=0
3. Montrer que {fgfj} converge uniformément vers €%P sur [0,a].

4. Quelle conclusion le théoréme de dérivation de classe ¢k permet-il d'obtenir ?

Exercice 13 : Composition et convergence uniforme

Soit (fﬂ:l une suite de fonctions de I dans R qui converge uniformément vers f sur I .

1. Soit g:[R — R uniformément continue. Montrer que {g ° fﬂ:l converge uniformément vers
gof sur T.

2. Onprend I =R, f (z) == tLlet g{x) = x? . Etudier la convergence uniforme de
(go fﬂ) sur [, puis sur tout segment.

3. Montrer que x — siny/x2 +1/n? converge uniformément sur R vers & — sin|z.



4. Onsupposeici I = [a,b] ,les [, et f continues et g seulement continuesur R.

Montrer que (g © fﬂ:l converge encore uniformément vers g o f .

. 3 P .
1. Montrer que |sin u — u| < % pour u > 0.Endéduire que x — n sin{z/n) converge

)
. ‘ . ‘ . : : £ e
uniformement vers & — T sur [D,ﬂ'] , puis déterminer lim f T Slﬂ(ﬁ) dx . Vérifier par un

0
calcul direct.

2. Montrerque = — - iT’_ — converge uniformément vers 1 sur [D, ] . En déduire

1
. net
lim f ntzdT
0
1
3. Onpose J, = f 1 id;n . La suite de fonctions intégrées converge-t-elle uniformément sur
0 1
[0,1] ? Montrer néanmoins que |J,, — 1| < -+ et conclure.

2
1. Soit n > 1.0ndéfinit ¥, sur [0,1] par @, (@) = (%) si ¢ e [%,u[ pour

0<k<n-1,et f;ﬂnlil] = 1 . Montrerque 0 < £2 _Gﬂn'@:‘ < % pour tout
z € [0]].
1 1
2. Calculer f@n et retrouver la valeur de fg;;? gdx par passage a la limite.
0 0

3. Montrer que la fonction en escalier . _, Lﬂn‘TJ converge uniformément vers & — I sur [R.

4. Soit L >0 et f unefonction I -lipschitzienne sur [a, ] . Construire explicitement une

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

L{b—
fonction en escalier ﬂbﬂ telle que |f — ¢n| < [ﬂ a) :
o0

Exercice 16 : Polynomes de Bernstein

Pour f continuesur [0,1] et n > 1,onpose bn k(z) = (1) ok (1—5)" % et

Ba(N@ =S £E) bnp(@.
E=10

i) i)
1. Montrer que Z bn,k(ﬂ?} =1, Z k& bn,k(ﬁ} = NI et
E=0 k=0

i k(k=1) bpk(r) = nn—1z?
k=10

2. Endéduire By (f) pour flz) =1, flz) =z et flz) = 2. Calculer

| Bn(f) _f|m pour flr) = 2.

R 2 r{l—mr
3. Montrer que E (% - :F) 5?1,&{1?:' = (n ) .
E=0

4. Soit & = 0. Montrer que la somme des bn k(z) étendue aux k tels que |% — a;l > § est

. 1
majorée par -3

5. Soit f continue sur [E],l] et &> 0. En utilisant la continuité uniforme de f, montrer que

|1

oo . Lo .
|Bn':f:' — f|m <e4 Y pour un {& convenable. En déduire le théoréme de Weierstrass

sur [0,1] .

Exercice 17 : Moments nuls et théoreme de Weierstrass

Soit f une fonction continue sur [0,1] .



1
1. On suppose que ff{;p} ok dr = 0 pourtout k £ IN.Montrer que J estnulle.
0

1
2. On suppose seulement que ff{;p} % dr = 0 pourtout % > 2. Montrerque J est
0

encore nulle.
1 1
3. Vérifierque g(x) = 6x2 — 6z + 1 vérifie fg — f;]_? g(x) do = 0.Que montre cet
0 0
exemple ?

Exercice 18 : Approximation simultanée d'une fonction et de sa dérivée

Soit f une fonction de classe (71 sur [a,b].

1. Montrer qu'il existe une suite de polynémes {Pﬂ} telle que (Pﬂ} converge uniformément vers
f et (PL) converge uniformément vers ' sur [a,b], avecdeplus Pyla) = f(a) .

2. Généraliser a une fonction de classe (72 : approcher simultanément f, f” et f” .

3. Soit f(z) = |=| sur [-L1] et {P,) une suite de polyndmes convergeant uniformément
vers f.Montrerque (P]) ne peut pas converger uniformément sur [—1,1].

Exercice 19 : Limites uniformes de polynémes sur R

1. Montrer qu'une fonction polynomiale bornée sur [ est constante.
2. Soit {Pﬂ} une suite de polynémes qui converge uniformément sur R vers une fonction f .
Montrer qu'il existe IV tel que P, — P}y soit constant pour 7 = IN .Endéduire que |

est polynomiale.

3. En déduire que EXP n'est pas limite uniforme de polynémes sur [F .
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L k aﬂ-‘l‘l aa
4. soit a>0 et Tylz) = i_: Montrer que [SUP g% = Tp(z)] < (nt+1) et
E=D —da,d
conclure.

Soit @ > 0. On définit une suite de fonctions sur [0,a] par fg =1 et, pourtout 7,

Fap@ =1+ [ £, at
0

n
k
1. Montrer par récurrence que fn{i?:' = Z % :
k=0

2. Justifier que l:fn:l converge simplement sur [D,a] vers une fonction F', puis que

+oo
k
|F — fﬂ|m < Z i.—!. En déduire la convergence uniforme.
k=n+1
€
3. Montrer que F' est continue et que F(x) = l—l—fF(t:l dt pourtout = € [0,a].
0

4, En déduire que F' estdeclasse (1 ,que F/ — F et F{D} = 1, puis identifier F'.

5. Retrouver la dérivabilité de &' directement a l'aide du théoréme de dérivation des suites de
fonctions.

On définit une suite de polynémes sur  [0,1] par Py = 0 et
Ppr1@ = p, (@ + %(:t: — pﬂ{xjg) .Onfixe = € [0,1]],onnote s = VT et

€n = 5 _Pn{“ﬂ:}-



1. Calculer P et DPq.

s+ p,(z)

5 ) . En déduire par récurrence que

2. Montrer que €nil = En (1 —
0<p, (@< p, @ <vE.

k)
3. Montrerque 0 < e, < 5(1 — é) .

4. Etudier ¢ _(s) = 5(1 — %)n sur [0,I] eten déduire que |~ — Pl < % sur [0,1] .

5. En déduire que Qﬂ(@l = pn(i‘:g} définit une suite de polyndmes convergeant uniformément
vers £ — || sur [-1,1].

6. Soit ¢ € [—1,1]. Montrer que x — |& —¢| est limite uniforme de polynémes sur [—1,1].

7. On admet que toute fonction continue affine par morceaux ¢ sur [—1,1] s'écrit

™
glz) =az+ 5+ Z Ag |z — Cﬁ-| avec C. € [—1,1] . soit f continue sur [—1,1].En
=1
approchant f par une fonction affine par morceaux, démontrer le théoréme de Weierstrass sur

[—1,1].

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : suites de fonctions, cours de maths spé
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A maitriser avant : Normes, espaces vectoriels normés et suites
Chapitre précédent : Séries numérigues et vectorielles

Chapitre suivant : Séries de fonctions

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup


https://mathovore.fr/normes-espaces-vectoriels-normes-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/series-de-fonctions-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/qcm-maths-spe
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
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