Cours de maths spé

Suites de fonctions

. Convergence simple des suites de fonctions

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de [R et les fonctions sont a valeurs réelles ou complexes.
Les résultats restent vrais pour des fonctions définies sur une partie .4 d'un espace normé et a valeurs
dans un espace de dimension finie. Une suite de fonctions est une suite {fﬂ}ﬂ e N de fonctions
définies sur le méme ensemble.

1. Définition

Le premier mode de convergence consiste a fixer . On obtient alors une suite de nombres {fﬂ(d?:l:l ,
dont on étudie la limite comme au lycée.

Définition :

La suite {fﬂ} converge simplement sur I vers la fonction J si, pourtout = £ I, lasuite
numérique (f,.(Z)) converge vers f(z) . Autrement dit :

Vel
,V ¢ >0,
AN €N,
v n >N,

|f, (z) = f(z)] < e
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I La fonction f s'appelle la limite simple de la suite l:fﬂ:l .

Dans cette définition, I'entier ¥ dépendde £ etde . C'est précisément ce point quirend la
convergence simple trop faible pour transmettre les propriétés des fﬂ .

2. Un exemple fondamental

Posons fn{:l::l = z™ sur [0,]] .Pour 0 < & <1, lasuite géométrique (x™) tend vers 0.
En revanche, fﬂ(l} = 1 pourtout 7.Ainsi, {fn:l converge simplement vers la fonction [
nulle sur [0,1] etégalea len 1.

Chaque fﬂ est continue, et pourtant la limite simple ne I'est pas. Comme le montre la figure ci-dessous,
les courbes se redressent de plus en plus pres de 1 : pour I proche de 1, il faut attendre tres longtemps
avant que x£™ devienne petit.



10] — Ax=x! l)=1
| — B =X
| — fro(x) = x'°
0.8 — fao(x) =x1°
limite simple f
0.6 -
0.4 -
0.2 A
0.0 A O
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

La convergence simple ne conserve ni la continuité, ni les valeurs des intégrales, ni la dérivabilité. Il
faut donc un mode de convergence plus exigeant.

ll. Convergence uniforme d'une suite de fonctions

1. Définition et norme infinie

L'idée est d'exiger un méme rang 1N pour tous les points de . On contrdle alors I'écart entre fn et
f globalement.
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Définition :

La suite l:fn:l converge uniformément sur I vers [ si:

Vex>0,
,d N €N,
Vn >N,
Vel

Géométriquement, a partir du rang IV, le graphe de fﬂ reste dans une bande de demi-largeur &
centrée sur le graphe de [ . La figure ci-dessous illustre cette image de la « bande » : la courbe rouge ne
sort jamais de la zone bleutée.

bande |y —f(x)| <& /
2.0 — limite f /

- 7

f, pour S N

1.5

1.0 ]

=

0.5 1

0.0 /




Propriété :

Notons 9leq = ESLépI l9(=)] pour g bornéesur I .Lla suite l:fn:l converge uniformément

vers f sur I sietseulement si fn — { estbornée 3 partir d'un certain rang et
[fn=fl, 0
sl

Démonstration :

Vel
La condition « ,|fﬂ':ﬂ?:' —}{xﬂ <e » équivaut a « fﬂ — [ est bornée et |fn B jlE|O,O e,

Par conséquent, la définition se réécrit : pour tout £ == 0, il existe [V tel que |fﬂ - f|m <€

pour 1 2 IN . C'est exactement la convergence vers 0 de la suite réelle |fn - f|m :

Ainsi, la convergence uniforme sur I estla convergence pour la norme ‘oo dans l'espace des
fonctions bornées sur f . Tout ce que vous avez vu sur les espaces normés s'applique donc directement.

2. Lien avec la convergence simple

Proposition :

Si (fn} converge uniformément vers f sur T, alors {fﬂ} converge simplement vers § sur

Démonstration :

| H

Pourtout x € I ettout 7 assezgrand, |fn'($:' - fl@)| < |fn - f|oo Le majorant tend
vers 0, donc fn(aﬁjl — f{d?:l
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La réciproque est fausse, comme I'exemple de ™ le montrera. En pratique, cette proposition fournit
une méthode : la seule limite uniforme possible est la limite simple. On commence donc toujours par elle.

Méthode :

Etudier la convergence d'une suite de fonctions.

1. Fixer T et calculer la limite simple  f(z) .

2. Etudier g, = |fn — f| sur I.Soitoncalcule SYP &, par une étude de variations, soit on
majore gﬂ(ﬁ) parunréel @n indépendantde I quitend vers 0.

3. Si la convergence n'est pas uniforme sur I, chercher les intervalles plus petits (souvent des
segments) sur lesquels elle I'est.

Soit f,,(x) = £ e sur [0, +oo . La limite simple est nulle. De plus,

f;{;:::l = (1 —nzx)e ™%  donc fﬂ atteint son maximum en 1/n . Par conséquent,

1 = s — 0 etha convergence est uniforme sur  [0,4oo] .
oo

3. Prouver une non-convergence uniforme

Pour montrer qu'il n'y a pas convergence uniforme, il est rarement utile de calculer exactement la norme
infinie. Il suffit de la minorer.

Méthode :



Utiliser une suite de points. Si I'on trouve =, € I tel que |fﬂ($n:‘ - f{ﬁnﬂ ne tende pas
vers 0, alors la convergence n'est pas uniforme, car |fn - f|m 2 |fn(33n:' — f(®x)]. on

choisit en général Tn la ou la « bosse » de fn — [ estla plus haute.

Posons [, () = n £ e ™ sur [0,4o00[.Lalimitesimple estnulle : eneffet, f,(0) =0
et, pour x =0, la croissance comparée donne 7n e~ "% — (). Cependant, avec T, = ljn ,
on obtient fn(:r:n} = e~L. Donc la convergence n'est pas uniforme sur  [0,+cof .

Comme le montre la figure ci-dessous, la bosse garde la hauteur 1/8 et glisse vers 0. Chaque point finit
par étre « libéré », mais jamais tous en méme temps.

0.4 hauteur 1/e
?lé 0.3 1 )
) — n=
s —_— n=2
0.2 n=>
x 15
WS

0.1 1

0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Pour I'exemple ™, lasuite 1, = 5~1/7 donne de méme fﬂ(i’«‘n} —flzy) =1/2 La
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convergence n'est donc pas uniforme sur  [0,1] .

4. Convergence uniforme sur tout segment

Souvent, la convergence est uniforme loin d'un point génant, mais pas sur tout I'intervalle. On introduit
donc une version locale.

La suite {fn:l converge uniformément sur tout segment de I si, pour tout segment

[@,b] C T, la suite des restrictions & [a,b] converge uniformément. On parle aussi de
convergence uniforme locale lorsque chaque point de I posseéde un voisinage relatif dans I sur
lequel la convergence est uniforme.

— n
Pour fﬂ{a:} =z™ ot 0<a<l,ona F'l;lr:% |fn| = e = D.Ainsi, la convergence est
uniforme sur tout segment de  [0,1] . Pourtant, elle n'est pas uniforme sur  [0,1[ , puisque

sup £ =1

[0,1]

l1l. Continuité et théoreme de la double limite

1. Continuité d'une limite uniforme

Théoreme :

Si chaque fn est continueen a £ I etsi l:fn:l converge uniformément vers f sur T,



alors f estcontinue en . En particulier, une limite uniforme de fonctions continues sur I est
continue sur 1.

Démonstration :

Soit &£ >0 .D'abord, on fixe 7 tel que |fﬂ - f|m <€ Ensuite, par continuité de fn en
a,ilexiste 7 >>0 tel que |fn{:t?:l —fn{ﬂﬂ <epour z €T et |z—al<n.Pources

L, I'inégalité triangulaire donne :

[F(e) = fla)l < [f () = f () +1f (2) = F (@) +|f (a) — fla)] < 3e.

Donc [ estcontinueen a.

La continuité est une propriété locale. Par conséquent, il suffit d'avoir la convergence uniforme au
voisinage de chaque point.

Corollaire :

Si les fn sont continues sur [ etsi {fﬂ} converge uniformément sur tout segment de I,
alors la limite f est continue sur T .

La contraposée est tres utile : si les fn sont continues et la limite simple ne I'est pas, alors la
convergence n'est pas uniforme. C'est I'argument le plus rapide pour £™ sur [D,l] .

2. Théoreme de la double limite
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La question est de savoir si I'on peut échanger « limite en 7 » et « limite en I ». Le théoréeme suivant
donne une réponse positive sous convergence uniforme.

Théoreme :

Soit @ un point adhérenta I, éventuellement g = oo . On suppose que (fﬂ:l converge
uniformément vers f sur I et que, pour tout 7, fn{i?:l tend vers une limite finie £, quand

x — a . Alorslasuite (£,) convergeversunréel #,et f(x) = £ quand = — a.
Autrement dit :

lim lim f (z)= , gn}_m Alm [ (z).

Remarque :

La démonstration de ce théoreme n'est pas exigible. Son principe est le suivant : pour P, @ grands,
[€p — £q] < |fp - fg|rCDO ,cequirend (£,) de Cauchy, donc convergente. Ensuite, on
reprend lI'argument des « trois epsilons » de la continuité.

Posons fnl::ﬂ:l = arctan(nz) sur ]0,4co[ . Lalimite simple vaut /2 partout. Or
3:113}1 fﬂ':i?:' = 0 pourtout . Sila convergence était uniforme sur ]0,+co[, le théoreme
donnerait J:HE}] 0 W/'KE =0 , Ce qui est absurde. Donc la convergence n'est pas uniforme sur

]0,4c0[ , bien que la limite soit continue.

Cet exemple montre l'intérét du théoreme : il détecte une non-convergence uniforme que l'argument de
continuité ne voit pas.



IV. Intégration et dérivation des suites de fonctions

1. Intégration sur un segment

Théoreme :

Soit {fﬂ:l une suite de fonctions continues sur le segment [r:t, ] , qui converge uniformément
vers f sur [a,b]. Alors:

La fonction [ est continue en tant que limite uniforme de fonctions continues, donc intégrable sur
[a, ] . Ensuite, par inégalité triangulaire :

b b b

ffn_ff 5f|fn—f|5(b—a)\fn—f\m%0.

a a a

Le résultat reste vrai pour des fonctions continues par morceaux, a condition que la limite le soit aussi. En
revanche, la convergence simple ne suffit pas.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Soit fﬂ la fonction affine par morceaux nulle en 0, égalea 7+ en lfn , hulle en E/H et nulle
sur [2/n,1] , pour m > 2 .Pourtout ©,ona f () =0 desque 2/n <z et

fﬂl:[]:l = 0 :la limite simple est nulle. Cependant, chaque triangle a une aire égale &

%x%x:n:l.

Comme le montre la figure ci-dessous, les triangles deviennent de plus en plus fins et hauts, mais leur aire
reste égale a 1. La limite des intégrales vaut donc 1, alors que I'intégrale de la limite vaut 0.

8 1 —_— n=2:airel
—_— n=4:airel
—_— n=8:airel

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Le théoreme concerne un segment. Sur un intervalle non borné, la convergence uniforme ne suffit
pas: f = L I[0,n] tend uniformément vers 0 sur [0,4-00[ , alors que son intégrale vaut 1. Ces
3

situations relevent du théoreme de convergence dominée.




Corollaire :

Soit {fﬂ:‘ une suite de fonctions continues convergeant uniformément sur tout segment de 1

I

vers f,et Tg € I Alorsles primitives F',(r) = ffn convergent uniformément sur tout
I
0

x
segmentde I vers F(z) = ff
!

2. Dérivation d'une limite

La dérivabilité ne passe pas a la limite uniforme. Par exemple, /x2 + 1/*1#:,2 tend uniformément vers
|| sur R, quin'est pas dérivable en 0. De méme, sin{nz)/n tend uniformément vers 0, alors que la
suite des dérivées cos{na:} diverge en = = 1. L'hypothése doit donc porter sur les dérivées.

Théoreme :

Soit {fﬂ:‘ une suite de fonctions de classe ¢l sur I .On suppose que :

(i) l:fn:l converge simplement sur I vers une fonction f ;

(i) {f;:l converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction 9.

Alors f estdeclasse (1 sur T et f'; = g . Deplus, (fn} converge uniformément vers
f surtout segmentde T .

Démonstration :
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Fixons Ty € I . Pourtout x € I, le théoréme fondamental de I'analyse donne

fo@=Ff (zg)+ ff;{ﬁ) dt.Dunepart, f (2} = fl@) et f (zq) — flzg).

D'autre part, T est continue et l'intégrale converge vers g d'apres le corollaire précédent. Par

St

unicité de la limite :

Ainsi, f estla primitive de la fonction continue g valant f{a:[j} en Tp.Donc [ estde classe
ol et f” = g . Enfin, la convergence uniforme sur tout segment découle de la majoration

F @) = f@| £ |f () = flmp)l + |5 —5g| sup |f7, 4l

*Tl:ls ‘T]

Théoreme :

Extension a la classe (k.Soit & > 1 et l:fn:l une suite de fonctions de classe ¢k sur
I.Si,pour 0< 7 <k—1,lasuite {fgli‘:':l converge simplement sur I, et si {fglk:':l
converge uniformément sur tout segment de I, alors la limite { est de classe (% et

(7)) — | ' '
F9) = lim 0 pour 0 < 7 < k.

Ce résultat se démontre par récurrence sur jk a partirducas (1. Il sert surtout pour les séries de
fonctions, dans le chapitre suivant.



Posons fn{g;} = %111(1 +en%) sur ]0,+co.Ona f;{g;} = l-l-ﬁ , et pour

r>za>0, 01— f:l{a:} < e~ ™% La convergence des dérivées vers 1 est donc uniforme
sur tout segment de  |0,+oo] . De plus, fﬂ{@l =4 %111{1 +e~"E) 4 1 . Le théoréme
confirme que la limite & — £ est ¢l de dérivée 1.

V. Approximation uniforme des fonctions continues

1. Approximation par des fonctions en escalier

Théoréme :

Soit f une fonction continue par morceaux sur le segment [a, ] . Pourtout & > 0, il existe une
fonction en escalier ¥ sur [a,b] telle que | — | = €. Ainsi, f est limite uniforme d'une
suite de fonctions en escalier.

Démonstration :

Traitons le cas ol | est continue. D'aprés le théoréme de Heine, f est uniformément continue sur
le segment [a,b] . Il existe donc 7 == 0 telque |z —y| < 7 entraine |f(z) — flv)| < €.
On choisit ensuite une subdivision & = Ty < Ty <...<Tp = b de pas inférieur & 7. Enfin,
onpose ©(z) = flxy) sur [Tg, Ty 1l et @(b) = f(B).Pour = € [z, T3 4[,0na

|z — x| < 71, donc |f(z) — (x)| < €. Le cas continu par morceaux s'en déduit en travaillant
sur chaque morceau.

La figure ci-dessous montre une telle approximation. La fonction en escalier prend la valeur de f au
début de chaque sous-intervalle, et |'écart est d'autant plus faible que le pas est petit.
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- fonction en escalier ¢
2.5 1 —— fonction continue f

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
X

Ce théoreme justifie la construction de I'intégrale et les sommes de Riemann. En effet, il permet d'établir
une propriété pour les fonctions en escalier, puis de I'étendre par passage a la limite uniforme.

2. Théoreme de Weierstrass

Théoreme :

Théoréme de Weierstrass. Toute fonction continue sur un segment [a,b] , a valeurs réelles ou
complexes, est limite uniforme sur [a, ] d'une suite de fonctions polynomiales.

La démonstration n'est pas exigible. Une preuve classique utilise les polyndmes de Bernstein, définis
sur [0,1] par:



Ba(N)(w) = 3 1(B) (1) =+ (1= F

On montre que |Bn(f:' - f|m — U grace a la continuité uniforme de f etalidentité

2 —

k _ x(l—x)

E (ﬁ — :r:) (ﬂé) rk I:l—:r::l” k= T . Le cas d'un segment quelconque s'obtient par le
k

changement de variable affine © = a + (b — a)t.

La figure ci-dessous montre les polynémes de Bernstein de la fonction = — |z —1/2| .l se
rapprochent uniformément de la fonction, y compris pres du point anguleux, mais lentement.

0.6 1

—_— f(X) =|x—1/2|

—— polyndme By(f)
—— polyndme Bi5(f)
—— polyndme Bg4(1)

0.5 1

I Le segment est indispensable. Par exemple, une limite uniforme de polynémes sur [ est ‘
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nécessairement un polynéme. Ainsi, & — g% n'est pas limite uniforme de polynémes sur [,
alors qu'elle I'est sur tout segment.

Méthode :

Utiliser le théoréme de Weierstrass. Pour établir une propriété d'une fonction continue [ :

1. vérifier la propriété pour les polyndmes, souvent par linéarité a partir des monémes ¢k ;

2. choisir une suite {Pn:l de polyndmes convergeant uniformément vers f ;

3. passer a la limite, en général dans une intégrale sur un segment.

Soit f continue sur [0,1] telle que ff{;t:) ok dr = 0 pourtout % € N . Parlinéarité,

ff P = ( pour tout polynéme P .Onprend F, — f uniformément. Alors
fP — f2 unlformement car |fP f2| |f| | Py — | . Par conséquent,
ffg = lim f f P, =0. La fonction fg étant continue et positive, on conclut que

0

Ff=0.

Ce qu'il faut retenir




¢ La convergence simple se teste point par point ; la convergence uniforme équivaut a

[Fn= Tl = 0.

 La convergence uniforme entraine la convergence simple : la limite uniforme éventuelle est toujours
la limite simple.

e Pour prouver une non-convergence uniforme, on exhibe une suite de points I::En:l avec
£ ,,(£n) — f(#n)| netendant pas vers 0.

¢ Une limite uniforme, méme seulement sur tout segment, de fonctions continues est continue.

e Le théoreme de la double limite permet d'échanger limite en 7% et limite en un point adhérent,
sous convergence uniforme.

e Sur un segment, la convergence uniforme permet d'intervertir limite et intégrale ; ce n'est plus vrai
sur un intervalle non borné.

e Pour dériver une limite, il faut la convergence simple de l:fﬂ:l et la convergence uniforme sur
/ s \
tout segment de  (f, ) ; celas'étend alaclasse Ck.

¢ Toute fonction continue sur un segment est limite uniforme de fonctions en escalier et de fonctions
polynomiales (théoréme de Weierstrass).

Questions fréquentes sur suites de fonctions

Comment montrer qu'une suite de fonctions ne converge pas uniformément ?

Le plus rapide est souvent de trouver une suite de points {:J:ﬂ:l telle que |fnl:ﬂ?n:l - f{ﬂiﬂﬂ ne
tende pas vers 0, car cette quantité minore |fﬂ - f|m . Un autre argument consiste a remarquer que
les fﬂ sont continues alors que la limite simple ne I'est pas. On peut enfin utiliser le théoreme de la
double limite ou constater que les intégrales ne passent pas a la limite.

Quelle différence entre convergence uniforme sur un intervalle et sur tout segment ?

La convergence uniforme sur I demande ;Lépf |fn'i$:' —f@ =0 |, convergence uniforme sur

tout segment demande seulement cela sur chaque [G, ] inclus dans I .Parexemple, » — ™
converge uniformément sur tout segment de  [0,1[ , mais pas sur  [0,1] . Cette version locale suffit pour
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transmettre la continuité.

Quelles hypotheses vérifier pour dériver la limite d'une suite de fonctions ?

Il faut des fonctions fn de classe ¢l surlintervalle I, la convergence simple de l:fﬂ:l sur I
et la convergence uniforme de l:f;:l sur tout segment de I . Lalimite jf estalors de classe 1 et

' =lim f;l . La seule convergence uniforme de  (f,.) ne suffitpas: sin(nz)/n tend
uniformément vers 0 alors que cos(nz) diverge.

A quoi sert le théoréme de Weierstrass en pratique ?

[l affirme que toute fonction continue sur un segment est limite uniforme de fonctions polynomiales. On
I'utilise pour démontrer une propriété sur les polynémes, puis I'étendre aux fonctions continues par

1
passage a la limite. L'exemple typique : si f f{g;} ok dx = 0 pourtout k,alors f estnulle.
0

Pour aller plus loin en maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur suites de fonctions

A maitriser avant : Normes, espaces vectoriels normés et suites

Chapitre précédent : Séries numériques et vectorielles

Chapitre suivant : Séries de fonctions

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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