Corrigés des exercices de maths spé

Suites de fonctions

Corrigé de I'exercice 1 : Puissances de x sur [0,1]

1. Pour 0 < & <1, lasuite géométrique (z™) tendvers0.Pour z = 1,ona [ () =1.
La limite simple est f, nulle sur [0,1] ettelle que f(1) =1.

2. Chaque f,, estcontinue sur [0,1] . Sila convergence était uniforme, le théoréme de continuité
d'une limite uniforme rendrait f continue. Or [ est discontinue en 1. Donc la convergence
n'est pas uniforme sur [0,1] .

n
3.0na g, = z_ls'r"”' c [[jjl[,donc f{a:ﬂ:l = 0. De plus, fﬂ(ﬁﬂ} — (Q_U’-”«) — %
Ainsi, |f,, — f|oo 2 |f, (2n) = flzn)| = % . La norme infinie ne tend pas vers 0 : pas

de convergence uniforme.

4. sur [0,a], lafonction = — ™ est croissante et positive. Par conséquent,

_ — T
S[;lga |fn ﬂ =4 quitendvers0car 0 < @ < 1.La convergence est uniforme sur
[0,a] .

n —
5. Sur [0,1[ ,ona [SSI:IL:'[ = 1,car £™ — 1 quand 1 — ] .La convergence n'est

donc pas uniforme sur [0,1] , bien qu'elle le soit sur tout segment de  [0,1] .

Corrigé de I'exercice 2 : Une bosse qui s'écrase

1. Ona fﬂ([]:l = 0.Pour £>0, fﬂl:,ﬂ:‘:l r % = ﬂl—ﬁ , qui tend vers 0. La limite simple

est la fonction nulle.
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. On calcule 1 L = l. Donc |f > L pour tout 71. La convergence n'est
n 1+1 2 oy — 2
cof .

pas uniforme sur [

. La dérivée vaut :

§ (g) = PMLEn%e?) —ne2n2c _ n(l=n?s?)
&l = — .

n (1 4+ n2z2)? (1 + n2 z2)?

Ainsi, f,, croltsur [0,1/n] etdécroitsur [1/n, +oo[.Soit a>0.Pour n > 1/a,ona

1/n < a,donc [, estdécroissante sur [a,foco| . Par conséquent :

1
sup |f =7, (a) =17"22 < 2,2 = na
a}—l—oo

La convergence est uniforme sur [a,+0co[ pourtout a > 0.

2
. Une primitive de  f,, est = — ﬁlﬂ':l + n2z2) . Donc ffn = % . Par

1

croissance comparée, cette intégrale tend vers (J = f f . Ici, l'interversion est vraie alors

0
que la convergence n'est pas uniforme sur  [0,1] (puisque 1/n € [0,1]). La convergence
uniforme est une condition suffisante, pas nécessaire.

Corrigé de I'exercice 3 : Calculs de normes infinies

1. La limite simple est nulle : fﬂ(ﬂ} = 0 et,pour £ >0, e ™% — (. Ensuite,
f;{:t?:l = (1 — nz)e™ ™% :lafonction positive [, croitsur [0,1/n] puis décroit. Donc

|fﬂ| = fﬂ'il/{ﬂ} = % . La convergence est uniforme sur [D,—i—r:o[ .
[

2. Pour £ =10, gn(ﬂ) =0 .Pour £ >0, Q’n{i?:' = #M — I | La limite simple est

donc x — x .Deplus:

z(l + nx) — nx? z
r—=9,(8)="T1ns  =T%nz




1
Cette fonction est croissante en &, puisque sa dérivée vaut —ﬂg >0, etelle tend vers %

(1+n
en +co.Ainsi, |g, —id| =7 etla convergence est uniforme sur [0,+cof .
Lee]

3. La limite simple est nulle. Cependant, SEF‘ [Pon| = 400 . 13 fonction h., n'est pas bornée. La

convergence n'est pas uniforme sur [ . En revanche, sur un segment [a,b] ,
"~ max(lal o] _
sup |Ay| = n — 0. La convergence est donc uniforme sur tout segment.

[a1,B]

Point de méthode : une majoration du type |fﬂ(~f:' - f'@ﬂ < &y ,avec &yq indépendantde
et de limite nulle, suffit a conclure ; le calcul exact du supremum n'est pas obligatoire.

Corrigé de I'exercice 4 : Une bosse de hauteur presque
constante

1.ona f,000=f (1) =0 pPour z € ]0,[,posons g =1—xz € 0,1 . Par croissance
comparée, n g™ — 0, donc fn{ﬂ::l — 0. La limite simple est nulle.

2. On dérive :

f;l(sc) = n(l—x)n —n?cg (1—$)n_1 = n(l—x)n_l(l — (n+1)z).

Donc [, croitsur [0, z,] etdécroitsur [Ty, 1], avec z, = %H.Ainsi:
ful = flen) = sa(zh)" = (1= )"
‘ ”‘oo (AL n+1\n+1 n+1 '
Or {n—i—l}ln(l — HL_H) — —1.Donc |fﬂ|ﬂJO — el ?é 0 :la convergence n'est pas

uniforme sur [0,1] .

3. Avec w = 1 — x, on obtient:

1 1
/fn = n/ (1 —u)u™ du = ”(n—lkl — n—ll—Q) = (n+l)nfn+2)‘
0 0
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1
Cette intégrale tend vers [J = f f « L'interversion est donc vraie sans convergence uniforme

0
: la convergence uniforme est suffisante, mais pas nécessaire.

4, Soit a € |0,]].Pour n+1>1/a,ona =, < a,donc [, estdécroissante sur [a,l].

mn
mn
Par conséquent, EUE |f-;r1| = fn@ = na(l-a) ,quitend vers O (ilestnulsi g = 1).La

convergence est uniforme sur [a,1] .

Corrigé de I'exercice 5 : Sinus oscillants et dérivées

] Ly

1. Pour tout réel =, |fn(a:}| < }—l,avecégalitéen r = ;T—n.Donc |fﬂ| =5 —0:

Lol
convergence uniforme vers 0 sur [£.

2. Ona f;(a:} = cos(nz).En £ = 0, la suite vaut constamment 1, donc elle converge. En
£ = T, elle vaut {—1}ﬂ : elle diverge.

3. Supposons cos(nxz) — £.lasuite (cos(2nz)) est extraite, donc elle tend aussi vers £ . Par
ailleurs, elle vaut Ecosg{nx‘] —1,quitend vers 9¢£2 _ 1. Par unicité de la limite,
202 _p_1=o0.soit 2+ 1€ —1) = 0.Ansi, £ € {l,—1/2} ;en particulier
£ & 0. Ensuite, en passant 2 la limite dans  cos((n+1)x) + cos{(n—1)x) = 2cos(nz)cos =,
onobtient 2# = 2£ cos ¢ .Comme £ ?é 0, on conclutque cosz = 1.

4. D'aprés la question précédente, la convergence de (cos{nz)) impose = € 27Z .
Réciproquement, si x = 2k, la suite est constante égale a 1. L'ensemble cherché est
2ar& . Le théoreme de dérivation demande la convergence uniforme sur tout segment de la suite
des dérivées. Ici, cette suite ne converge méme pas simplement. La convergence uniforme de
l:fn:l ne dit donc rien sur les dérivées.

Corrigé de I'exercice 6 : Echec de l'interversion limite-intégrale

1. Ona fn([]:l = 0.pPour x € ]0,1], la croissance comparée donne 5,2 e—mT _ [, donc



f @) — 0. La limite simple est nulle.

2. Le changement de variable ¥ = nz donne:

'
T
I, = /t et dt = [—(t+1)e—t]0 —1— (ntl)e ™.
0

Donc f, — 1.

3. Si la convergence était uniforme sur le segment  [0,1] , le théoréme d'intégration donnerait
1

I, — f[j — 0.0r I, — 1.Laconvergence n'est donc pas uniforme sur [0]1] .

0
Directement, f (1/n) =n e=1 3+ 4o donc |fﬂ|®D — 400

4. Ona f;{a:} = n2(1 — nx)e™ ™% .Soit a € |0,1].Pour n >1/a, [, estdécroissante

—— —na
sur [a, ] , donc E;‘IE |fn| —ntae . Ce majorant tend vers 0 : la convergence est
3

uniforme sur [a,1].

La figure ci-dessous montre que I'aire sous la courbe se rapproche de 1 tandis que la masse se concentre
pres de 0. C'est ce « pic » qui empéche l'interversion.
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— n=2:aire =0,594
3.0 - —— n=4:aire =0,908

—_— n =28 :aire =0,997

Corrigé de I'exercice 7 : Convergence vers |'exponentielle

1. Pour z =0, fn([]:l =1=2¢e% pour £>0, In f (z) = nln(l—l—%) N = T
Par continuité de I'exponentielle, fnliﬂijl — e,

2. Posons u(t) = t —In{14+1%) et u(t) = In(142) — ¢ _|_§ sur [0,4co].0Ona
2
uwl(t) = ﬁ >0et of(t) = ﬁ—l-pt — ﬁ > (0.Comme u(0) =wv(0)=0,
les deux fonctions sont positives, d'ou I'encadrement.

3. Posons w = nln(l + %).Avec T = 3:/n , la question 2 donne x — %21 < w < x . Ainsi,

3
0 <z —w < Z . Ensuite, en utilisant 1 —e™= < s pour s > 0

2m
=)o

x? et
Donc 0 < e¥ —fﬂ(;[‘;:l < 5L



ad ad
4. sur [0,a], on en déduit SUP |le* — fﬂ'@ﬂ < n U La convergence est uniforme

sur tout segment [0,a].

5.0na f, () = 2™, donc lexp—f,| =€ —-2" = E”(l — I:Z/E‘:Iﬂ) — 40 . La
Leos]
convergence n'est pas uniforme sur [0,4oo] .

6. Premiere méthode : la convergence est uniforme sur le segment [D, ] , donc l'intégrale tend vers
1

f ef dr = g — 1 . Deuxieme méthode : un calcul direct donne

)n+1

Comme (1 + % _ o lalimitevaut e —1.

Corrigé de I'exercice 8 : Le logarithme comme limite

1. Onécrit ol/m _ ok avec hzlnTﬂ:_,[j.Si r=1, f,(1)=0=Inl sinon,

eh —1 eh —1
fﬂ(:l?jl:ln;r- 5 et 7 — 1.Donc fﬂ{ﬂ:}—?ln:ﬁ,
t
2. La formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 1 donne et —1 — ¢ = f {t — 5} g% ds.Sur
0
lintervalle d'intégration, 5 < ¢ltl et (£ — s) garde un signe constant. Par conséquent :

t
el —1 —1¢ <e|t| t —s)ds =£e|t|,
| | < 5

L'inégalité est démontrée.

3. St © € [ab]et ¢ =2 Aors |lnz| <M et f (r)-Ins=nle-1-1).
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D'apres la question 2 :

: 2
F (@) —Inz| < n- LD lnsl/n o MM

La convergence est uniforme sur tout segment de ]0,4+-c0] .

4.0ona f (zn)=n(e™™ -1 et Inz, = —n2. Donc
flzn)—Inzy =ne™™—n+ n? > n? —n  quitend vers +co . La convergence
n'est pas uniforme sur |0,1] .

5. Le segment [1,e] estinclus dans ]0,4-0o[, donc la convergence y est uniforme et les fonctions
sont continues. Par le théoreme d'intégration sur un segment :

e

(2 e
lim/fn=/ln$d$=[$ln$—$] —0—(=1)=1.
1
1 1

La limite vaut 1.

Corrigé de I'exercice 9 : Utiliser le théoreme de la double limite

1.Si 0€<z<1, £7 — 0 donc fﬂ(ﬁ)%D.Pour r=1, J1'fﬂ{l}:%.Enﬁn,pour

r>1, fn{a::l = ﬁ — 1. La limite simple vaut 0 sur [0,1],

J1,++oo[ . Elle est discontinue en 1, alors que les f
donc pas uniforme sur [0,+co] .

enletlsur

o8] [l

n Sontcontinues. La convergence n'est

, ] . 1 —
2. Le point 1 est adhérenta [0,1] . Pour tout 7, fﬂ(;r} — £, = squand £ — 1 .
Supposons la convergence uniforme sur [D,l[ . Le théoreme de la double limite donne alors
: . 1
hml_ fl@) =lim £, =5 or f estnullesur [0,1] . Cette contradiction prouve que
I —*

la convergence n'est pas uniforme sur [0,1] .

h
3. Pour n > 2, x, € [0l et on = (1 _l) _ e—1.Donc

mn
fo(zn) = 1_7__31_1 = eil Ainsi, |f,— f|m’[011[ > f,{Zn) ne tend pas vers o.

4, sur [Oa], 0 < fn(ﬂi‘:l < ™ < a™, quitend vers 0. Sur [b,4oo[,



0<1- fn{a:} = 1_‘_1&_“ < 1_:&” , qui tend vers 0. La convergence est uniforme sur

[0,a] etsur [b4oco].

Point de méthode : le théoréme de la double limite est I'outil adapté quand la limite est continue sur
I'intervalle étudié, mais que les fn ont un comportement différent au bord.

Corrigé de I'exercice 10 : Régularisation de la valeur absolue

1. ona f (=) 2 V2 = |x|. Ensuite, par la quantité conjuguée :

22 + =5 — 22 1/n2 1/n?
fol@) =lol = 5 @l = 7, 116 < 1/n

_ 1

car r) = L .Donc |f _~— || < % : la convergence est uniforme sur [£.
xfﬂ{ }-— n | n o0

2. Lafonction £ — x2 4 # est de classe (71 et strictement positive, et la racine carrée est

¢l sur ]0,+oo[.Donc chaque f,, estdeclasse (1.Cependant, lalimite || n'est
pas dérivable en 0. A retenir : la convergence uniforme ne conserve pas la dérivabilité.

Uy N ! f z .
3. 0Ona fn':ﬂ?:' = m.mnsh fﬂl:[:]:l = 0, et pour a:?‘é 0, fﬂ(ﬂ?} — |$|.La limite
simple est la fonction signe (nulle en 0). Elle est discontinue en 0, alors que les f; sont
continues : la convergence n'est pas uniforme sur [£.

1/n2
(x2 4+ 1/n
0<1- f;{i::' <1- ﬁ , et ce majorant tend vers 0. La convergence de {f;:l
vers 1 est uniforme sur [a,+oo[ . On retrouve le théoréme de dérivation : sur  |0,~+ool, la
limite = — & est (1 de dérivée 1.

. / : W
4. La fonction fﬂ est croissante, car fﬂ (J?} = j3f9 >0 .Pour x > a,onadonc

La figure ci-dessous illustre les deux phénomeénes. A gauche, les fn se collent uniformément a |:J:| A
droite, les dérivées convergent vers une fonction discontinue.
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1.5

m— |imite simple
1.0{ —f
— f
0.5{ Mo
0.0 1
0.5 1 —05-
0.0 1 —1.01
-1 0 1 -1 0 1
X X

Corrigé de I'exercice 11 : Régularisation de la partie positive

1.Si x < 0,alors 0<e™ <1, donc D:::f (a:}—a:"‘ ln{l—l— ”E}i@ avec

égalité en 0.Si x = 0, on factorise "% :

fn($) = grl—z,ln(e”x(l + e_nm)) = r + ?,1—1111(1 + e_”w)‘

In 2
Donc 0 < fﬂ{gg} —zt < % . Finalement, |f1r1 — a:+|oo = &, et la convergence est
uniforme sur [.
! gn* 1 , . 1 .
2. 0Ona fﬂ(x} = { gnz = 1_|_E_M.Cette suitetend vers0si = < 0, vers 5 S T = 0

etvers1lsi x > 0. La limite simple est discontinue en 0, donc la convergence n'est pas
uniforme sur [.

3.Pour z>a, 0<1—F (a:}—lj_emm
1

0< f;{:::} = [ e=aF < [ gma < ¢ "¢.Dans les deux cas, la convergence est

< e M Pour T < —a,

uniforme, avec un majorant "¢ 4 (.,

4. Sur ]D,—|—DD|:, les fn sont ¢*1, convergent simplement, et leurs dérivées convergent
uniformément sur tout segment. Le théoréme de dérivation montre que 1 est (71 de dérivée
lsur ]0,4oo[, et de dérivée 0 sur |—oo,0[ . Sur R, le théoréme ne s'applique pas : la
convergence uniforme des dérivées sur [—1,1] rendrait leur limite continue, ce qui est faux.



D'ailleurs, 1 n'est pas dérivable en 0.

Corrigé de I'exercice 12 : Dérivées successives d'une limite

. Soit *q tel que |Um — U, <1 pour T = Ty . Alors  [Ynl| < gy + 1, Pour
n 2z nget € [0a]:

|un Up — uvl g |un| |Un - Ul + |U| |un - ul S (”‘“oo + 1)\”71 - U‘oo + Wiag [Up — U]

o
Le majorant tend vers 0: (u, U,) converge uniformément vers uv .
. Pour tout entier ., la dérivée de (1 + %)m est %(1 + %)m_l . Par récurrence sur
E<n.:
fglk)(ﬂ?) _ n(n—l).;l:;(gn—k—i—l)(l n %)n—k _ Cn}k(l n %)n—k

La formule est établie.

Jo _ _k 1
. On écrit fgfj = Cpk f - Wn avec wp(r) = (1 + %) .D'abord, Cp g —* 1 car
c'est un produit de % facteurs qui tendent vers 1. Ensuite, Wxn est décroissante, donc
0<1—wy(r) <1- (1 + %)_k sur [0,a], quitend vers0: wy — 1 uniformément.
Enfin, f,, —* €XPp uniformément sur [0,a] . En appliquant deux fois la question 1, {fgfjjl
converge uniformément vers €XP sur [0,a].

. Les [, sontdeclasse (°°.Pourtout , les suites (fglj‘)) 7 = k, convergent
(uniformément) vers  €XP sur [0,a] . Le théoréme de dérivation de classe (7% montre que la
limite =XP estdeclasse (% sur [D,a] avec e};p':k:' = exp . pour tout k ettout a.

Corrigé de I'exercice 13 : Composition et convergence uniforme

1. Soit £ > 0. Par uniforme continuité de ¢, ilexiste 7 >0 telque |y — 2| < 5 entraine
lg(t) — g(z)| < € . Ensuite, il existe IV telque |fp — f|oo <7 pour n > N . Pour
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ces M ettout & € I, |§”:fﬂ':£}:'_g{f'(f}:'|EE.Donc g':'fn_”ﬁof

uniformément sur f.

2. Ona {:J: + %}2 —ri = Qﬁ‘ﬂ: + ﬁ , qui n'est pas bornée sur [ .La convergence n'est pas
uniforme sur [k, alors que f — 1d  uniformément. Sur [f;& b] , I'écart est majoré par
2max(|al,[b])

7 _|_ . La convergence est donc uniforme sur tout segment. Ici, 9 n'est pas
'.r?,

uniformément continue sur [F.

3. La fonction sinus est 1-lipschitzienne, donc uniformément continue. De plus, I'exercice 10 montre
que /xrZ 4 1/n2 — |:t‘:| uniformément sur [E . La question 1 donne la convergence

uniforme de siny/z2 4 1/n? vers sin|z].

4. Lafonction [ est continue sur un segment, donc bornée par un réel AL . Soit "*q tel que
|f - f| pour n z g . Alors toutes les valeurs de  f et des fn

dans K = [ M —1, M+1] . D'aprés le théoréme de Heine, § est uniformément continue sur
K . On reprend alors I'argument de la question 1 avec I restreintea K .

n 2 Ty, sont

Corrigé de I'exercice 14 : Limites d'intégrales sur un segment

1. Posons k() = a—u—I—smu Ona R:l:u:l —1—|—-::osu}[] car

cosu > 1— Eg Comme k{(0) = 0, onobtient  — sin u <

u —ginu > 0 pour u = 0. Avec u:a:/n:

6 . De plus,

nsing —z| < n - 6n3 < 67? 5 sur [0,7].

il

2
La convergence est uniforme sur le segment [D,*rr] , donc l'intégrale tend vers f rdr = % .

0

i

. . 2
Directement, fnsm% dr = ng(l — cos%) = Ind smg% ~ 2n2 -%.Les deux

0
méthodes donnent %2
n T 1 .
2.sur [01], 0<1-;25 =735 < - Laconvergence vers 1 est uniforme. Par

= n
1 1

conséquent, f ﬂf; dr — f e dr| < Z.Llalimitevaut ¢ —1.
0 0



en 1. Comme cette limite est

3. Lafonction z — tend vers 1sur [0,1] etvaut

1 1
1+ zm 2
0,1] . Néanmoins,

discontinue, la convergence n'est pas uniforme sur [
1 " .y 1
[]111—1+ il e = < £ . Enintégrant, Dgl—Jﬂgn—+1.Donc Jo =1,

Corrigé de I'exercice 15 : Approximation par des fonctions en

escalier

1. Soit 4 ¢ [%, #[ Par croissance du carré sur  [0,1] :

k+1)% — k2 B
0 <02 o B g Gk gk n

ol

) 2
En 1 = 1, I'écart est nul. Donc |515«‘2 - fPﬂ| <a.
[oce)

n—1
1 E (n—Dn(@n-1) (-=1(En-1) " 1
Ona f @, iy n3 = nd . Cette quantité tend vers 3

0

3. Par définition de la partie entiere, | nx | < nx <| nz |+ 1.Endivisant par 7,

0< ¢— L ”n‘T J < % . La convergence est uniforme sur [, et chaque fonction est en escalier

sur tout segment.

4. Posons } — b—a et Tp =4a ~+ kh . On définit T.fJ l:ﬂ?:l {:Ek) sur [i?k, ﬂ:‘k_,_l[,pour
0< k< n— 1 et T.fJ (8) = f(b) . Pour $E[$k,$k+1[,ona

£@) = 4, @) = £&) = f(z)| € Lo = 3] < Dhvonc |£ 9, | <

L{b—a)

Corrigé de l'exercice 16 : Polynomes de Bernstein
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n
. La formule du bindme donne Z baklz) =z +1—-2) = 1 Ensuite, on utilise

F
k() = nl\er?)(Z) [\rightt?]) pour &k > 1

n n—=1 , ,
Z bnk(z Z Neft?](™ jl—)-)):nj(l—a:)n_l_j' = no.

De méme, k{k—l}(l) = n{n—l}[‘.ﬂlet?]{Eigg[ﬂrighht?]} pour k > 2,d'ou

Z k(k—1) bn k(x) = n{n—l};t:g _
k

. On obtient directement B, (1) =1 et B,(©) = 5-nz = z . Ensuite,
Z k2 b,k = ﬂl:ﬂ—l:l,fg + 0T oy
k
—1z?2 + nx z(l—zx)
oy _ n(n _ 9, z(l-z)
Bp(z2) = 2 =Z“+ @
Le maximum de z{1—z) sur [0,1] vaut %,atteint en %.Donc

1
|Bp(x?) — £3|m = 4o -

. On développe le carré et on utilise la question 2 :

Z (% - ‘T)Q bnk = ($2 + $(17;£)) — 2z v+ 52 = £(17;£)‘
k

L'identité est établie.

2
. Notons A I'ensemble des k tels que |% — ﬂgl > §.Pour k€ A,ona 1< ﬁ(% — $) .
Les bxn k(x) étant positifs :

e _%i@ o) bni(e) = 2052 < 1

7 = 2
e nd 4nd

La majoration est démontrée.

. D'aprés le théoréme de Heine, il existe & > 0 telque |y — 2| <& entraine

|f(v) — f(z)] £ &.Comme Xk:b”:k =1 ona
By(f)=) - flz) = Z};: (f{%:' - f'ij?:') br,k(x)  Pour k ;?_f A, chaque terme est majoré

par & bn k(x). Pour k € A, il est majoré par 2|f|m b, k(%) . Donc :



| f
Bu(£)(@) = f@) Se+2lfl - m=c+5%

Pour 7. assez grand, le second terme est inférieur a £ . Ainsi, |Bn{f} - f|m — 0 : c'est
le théoréme de Weierstrass sur [01] .

La figure ci-dessous représente 12 et ses polyndmes de Bernstein. L'écart a’"':lﬂ_”::' est maximal au

milieu de l'intervalle et décroit comme % .

1.0 2

0.8 1

0.6 1

0.4 1

0.2 1

écart maximal ;- en x=1 (icin=1)

0.0 1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Corrigé de l'exercice 17 : Moments nuls et théoreme de

Weierstrass

1
1. Par linéarité de l'intégrale, ffP — [ pour tout polynébme P . D'apres le théoréme de
0

Weierstrass, il existe des polynémes F',, convergeant uniformément vers f sur [EI, ] . Alors
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Py fg { f — f|. — 0. Parle théoréme d'intégration sur un segment,
Lacs]
ffg = lim f fPﬂ — [ . La fonction fﬁ est continue, positive et d'intégrale nulle. Donc
]
f=0.
2. Posons h(x) = 2 f(z), continue sur [0,1] .Pourtout &k € N,
1 1
fh($}$k dr = ‘/f{;[;‘:];]_?k'i'g dr — 0.Dapréslaquestionl, h = 0,donc f(zr) =0

0
pour x € ]0,1]. Par continuité en 0, f{0) = 0. Ainsi, f est nulle.

3. On calcule fg:2—3-|-1:[jet f:]_‘:‘glzj[::]d,f:%—g+]§:D.Laf0nCti0nn0n

nulle 7 a ses deux premiers moments nuls : un nombre fini de moments nuls ne suffit pas, et
c'est bien I'infinité des conditions qui permet d'utiliser Weierstrass.

Corrigé de I'exercice 18 : Approximation simultanée d'une
fonction et de sa dérivée

1. Lafonction f' estcontinue sur [a,b] . D'aprés le théoréme de Weierstrass, il existe des

polynémes Qn tels que

Q= £, = O.onpese Po) = 10+ [ @) at. v
)

I
est un polyndme. Alors Pl = Q@ et Pyla) = fla) Deplus, f(x) = fla) + f f.
e

donc:

xT

Pute) = sl = | [ @, - 1| < b - a)a, -

‘ (6. 8)

Ainsi, P, — f et P! — f' uniformémentsur [ab].

2. On approche f” par des polynémes i, . On pose
I

Pul@) = @+ '@ -+ | (&) Ryt) dt Hors P = Ry o



P;lli;r;:] = f';{a} + f R., - La formule de Taylor avec reste intégral donne les mémes

¢}
expressions pour f et f’ avec f//.on obtient Pl - j'”’|m1 < (b—a)|R,, - f”|m e
(b—a)?
2

Pr— fl, < By = £7]_

3. Supposons que (P!} converge uniformément sur [—1,1].Les Py sont (1 et convergent
simplement vers |z|. Le théoréme de dérivation rendrait alors |z| de classe 1 sur [-1,1].
C'est faux en 0, donc (Pil} ne converge pas uniformément.

Corrigé de I'exercice 19 : Limites uniformes de polynémes sur R

1. Si P estdedegré d > 1, de coefficient dominant Qg ?é 0, alors
|P(z)| |ad||;t‘:|d — 4oo en —+co. Un polyndme borné sur R est donc constant.

2. Soit IV telque |P, f| pour n > IN .Pour n 2 IN,linégalité triangulaire
donne |[Fn — PN|OO < 1 . Le polynome P, — P estdonc borné, donc constant, égal a
cp = Pp(0) — Pp(0). Comme P,(0) — f(0),lasuite {cy) converge vers
¢ = f{0) — P y(0). En passant a la limite simple dans P, = Py + ¢4, , on obtient
f = Py + ¢, qui est polynomiale.

3. Lafonction €XP n'est pas polynomiale : sinon, ses dérivées successives s'annuleraient a partir
d'un certain rang, alors que exp(kj' = exp he s'annule pas. D'apres la question 2, £XpD
n'est pas limite uniforme de polynémes sur [.

4. L'inégalité de Taylor-Lagrange a I'ordre 7%, appliqguée entre 0 et = & [—a,a] , donne

51:‘”'+1 n+lea am
le* — T ,(z)| < o _|_1].[sup] eXP < ) - Ce majorant tend vers 0, car iy — 0. Sur

tout segment, =*[ est limite uniforme de polynémes, en accord avec le théoreme de
Weierstrass. C'est donc bien le caractere non borné de [ qui empéche la convergence uniforme.

Corrigé de l'exercice 20 : Méthode de Picard pour
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1. La formule est vraie pour 1. = (. Sielle I'est aurang 7%, alors

T 5];--!3'+1 'Tl+1 ,ﬂ:"i:
fﬂ_i_l{a:} =14 Z 11 = Z 1 - La récurrence est établie.
k=0 k=0

2. Pour z € [0,a], la série Z %ﬁf converge d'aprés la régle de d'Alembert. On note F'(z) sa

somme. Ensuite, pour tout = € [0,a] :

0< Fz)—f (z)= o < 4
1 1

Ce majorant est le reste d'une série convergente, donc il tend vers 0. La convergence est
uniforme sur [0,a] .

3. Les fﬂ sont continues, donc F' est continue comme limite uniforme. Pour * [D,r;;], ona
I I

f fn— f F| < a|fﬂ — F| — (0. En passant a la limite dans la relation de récurrence,
Lee]
0 0

I
on obtient F(r) =1+ f F(t) dt.
0
I
4. Lafonction JF' étant continue, = — fF est de classe (71 de dérivée F' .Donc F est

0
cl, pl = Fpet FO)=1. Aors (F g—ﬂf = (F/ -~ Fle=% = 0,donc Fe~=
est constante, égale & 1. Ainsi, F' = exp sur [0,a].

5. Pour n>1, f, est ¢l et f; = f,_1- Lasuite {fn:l converge simplement vers
F et {f;:l = (f,_1) converge uniformément vers F' sur [0,a].Le théoreme de
dérivation donne directement F' declasse ¢l et F/ — F.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : approximation




! le de | : .

1. Ona pl{a:) =0+7; {:J: —0) = 5 . Ensuite, pylx) = % + %( ‘2—2) . Donc

2
plliﬂi‘jl = 2 et pg(x} = T —% .
i s+ p
2. Comme 5 = g2,0na Cppl = 5P, _E(SE _P%:‘ = (s —Pn}(l — ”),en
notant P, = pn(ﬂi‘].Montrons par récurrence que U = L, < 5. Cestvraipour n = 0.Si
+p

=
c'lestvraiaurang 7, alors 0 = s+ p_ < 25 <2 donclefacteur 1 _ 2 est dans

[0,1] . Par conséquent, 0 = €,11 = €n, cest-d-dire P, = Ppi1 = S. Ainsi,
0<p,@ < p,.1 < VT pourtout 7.

s+ p, =
5 {1_ . Donc D‘ie+1€_ien(l—3).

H
Avec €p = 3, unerécurrence immédiate donne 0 < g,, < 5(1 — é) .

3. Comme P, = 0, le facteur vérifie | _

Questions 4 a 6

4, Pour 7 = 1,on dérive:

o' (s) = (1-8)" (15 —38) = (1-§)" (1 - (e}

. , 2
Le maximum sur  [0,1] estatteinten s, = 25 € ]0,1]. Il vaut
©,(5n) = n—i—l(nil) < % Pour n = 0, l'inégalité €y = 5 = 2 est aussi vraie.

Donc SUUF |‘“T - Pn@?ﬂ < n+1 : la convergence est uniforme.

5. Pour z € [-11], z2 € [0,1]] et V£2 = |z|. Donc ||:E| {:E}l _|_1 Comme

P, estun polyndme,

[-1,1].

6. Pour z,¢ € [-1]],ona y == f e [-1]] et |z —¢| = 2Jy|. Les polynémes
|

Qﬂ aussi. Les &, convergent uniformément vers |z| sur

r — 2Q ( ) vérifient donc [z — ¢| — EQH(EE_C)| < nj—l . La fonction |z — |

est limite uniforme de polynémes sur [—1/1].
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Question 7

7. Soit &= 0 .D'aprés le théoréme de Heine, [ est uniformément continue. On choisit une
subdivision de pas A assez petit pour que |f(y) — f(2)| < € déesque |y —z| < A .Soit &
la fonction affine par morceaux qui interpole f aux points de la subdivision. Sur chaque morceau

[ 251 1], g(x) est entgﬁ1 flzy) et f(zg11), donc |f(x) — g(z)| < e. Ensuite, on
écrit 5’(1?:' =ar+ ,3 + Z }tq.j|~’l? - Cé| et on remplace chaque |1’«‘ - Cﬁ-| par un polynéme
=1
S - S
amoinsde 1+ E || prés. On obtient un polynéme P avec |F — P|m <€,

i
Finalement, |/ —P| _ < 2¢ : c'est le théoréme de Weierstrass sur [—11].

La figure ci-dessous montre la montée des polynémes F., vers T . La convergence est lente prés de
0, la ol la racine carrée a une tangente verticale ; c'est la que se situe le maximum de I'écart, en
— 52
T = s55.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Point de méthode : ce probleme fournit une démonstration compléte et constructive du théoreme de
Weierstrass. On passe par trois étapes : la racine carrée, puis la valeur absolue, puis les fonctions affines
par morceaux.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : suites de fonctions, cours de maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur suites de fonctions

A maitriser avant : Normes, espaces vectoriels normés et suites

Chapitre précédent : Séries numériques et vectorielles

Chapitre suivant : Séries de fonctions

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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