Optional

Suite numeériques

Exercice 1 :
1. Soit la suite arithmétique {U/,) de raison r=-2 et telle que U'1p=25 .

a. Calculer Ugg=U1p4+40x r=,

100 (U +17
b. Calculer §yy =T/ +Uq+.4U1p= ( é-l- 10)

or Upp=U1+43%r=2U1=.

10 (LF4LF 105 (423425
S10= ( §+ 10]: (24— ):340

2. Soit la suite géométrique (V') deraison §= ettelleque Vg=.

a. Calculer Vog=Vgxgli= —:>< (5 }12 = 32?68 .
b. Calculer Sg=.

Vg 3x37
or Vi=g7="g =48

(3)

—48
Donc 59:32 1 :1?33
g

Exercice 2 :

Calculer les limites des suites suivantes :

7]
n s ™
T

b. SR ”
c. n—y}ﬁ— =1 11m£n{1—|—n) 0
d ImU,=1 cos(%):l

n—a4oo" m oo

— I il

e n—linigﬂa_li“ﬁé“(”ﬂ) sans limite
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Exercice 3 :
Calculer les limites des suites suivantes :

) 11 U liml Emn—
a n— lm n—}-i- tm

; ~+cos(4m)
. lim O, = lim e ?
 pAngn in, e
Exercice 4 :

Calculer les limites des suites suivantes en utilisant le théoréme des croissances comparées.

ml,=lim ————=+4c

e Lt —|—oof'-’1':'-’12+1) +
Exercice 5 :

Etudier le sens de variation des suites suivantes :

a. Uy n—l—l

. +1)2—n(n+2
Soit n €N, Upaq—U, ="t 7 (n+1)"—n(n+3) L

nt+2 n+lT  (r+L(r+2) :(ﬂ‘i‘l)':ﬂ*‘zjé

donc (U} est strictement croissante sur N
b, U, =

neN, Uny1-U,=n+l-inln+2)—n+inln+1)

soit
= 14+in(EE) = 14+in(1--35)

La suite définie par ¥ ,, = est croissante et tend vers 0
donc il existe Ty &N, 1+¥n =0

Apartirde 7tg €N, la suite étudiée est croissante.
c Up=

Pour neN¥ U, >0

Nous pouvons donc calculer le rapport :

Pour



s 3x . (2(n41)-1)
Lr D dx x X 2a+l)  Ied2—1  Zndtl
|3 n+l . .
nENT, Uy, 7 Ix3x..x(2n-1) 7 2(n4+1) ~ 2n+2) <1

Donc la suite (L7, est décroissante sur N .
Exercice 6 :
Vérifions que la proposition est vraieaurang m=0.0na Ug = 2 <2, donc c'est vrai.

Supposons maintenant que la proposition est vraie pour un certain entier n =0, c'est-a-dire U, <2 .
Montrons qu'elle est vraie aussi au rang 7+1, c'est-a-dire U/p41<2.0na:

[Unt1 = JU,F2 <242 = 2]
Ainsi, on a prouvé par récurrence que ¥ €N, I , <2 .

Exercice 7 :

Vérifions que la proposition est vraieaurang n=0.0na Upg=2 et 3920 —-3_1—=29, donc c'est
vrai.

Supposons maintenant que la proposition est vraie pour un certain entier 7 = 0 , c'est-a-dire
Up= 3—2™ . Montrons qu'elle est vraie aussi au rang n-+1, c'est-a-dire Uny1= 3—2n+l ona

%5C[U {n+1}=2U n-3=2(3-2"n)-3=6-2"{n+1} -3 =3-2"{n+1}.%5C]
Ainsi, on a prouvé par récurrence que ¥n eN,U,, = 3-2" .

Exercice 8 :

a.Ona S1=1, §,=12422=5, §3=12422432=14 et §4=12422432442=30.

b.Ona:
Sp+1=12422 4. 402 4 (n41)?
=S5+ ':”"'1}2
_ n(n-l—ljés(gn—l] n l:ﬂ—|—1:l2

_ (n+1)(2n2 4+ Tn 4+ &)

_ [n-l—l)[(n—i—l)-l—l)[g(n—i-l)—l)_
- 6

_ (1) (n+2)(2n+3) .

Ainsi, on a la formule de récurrence Spt+1= 3

c. On vérifie que Sy = 1%_3 =1 . Supposons que S,

7. =1, Alors :

_ nr+1)(2n-1)
- &

pour un certain entier naturel
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[ tD42)(2n+3)  (n+1)(2n24-Tn+6)

Sn41 = = &
. (n+1}|(n+1+1](2{n+1]—1]]
- &
ce qui prouve que la formule est vraie au rang n—+1 .

D'apres le principe de récurrence, cela prouve que la formule est vraie pour tout 7. = 1.

Exercice 9 :
m an=>5; lim b,=0; lim ¢c,=1
T—F 0D T—F D T—F D
Exercice 10 :

la.Ona V,=U,+6, donc
1 1 1
Viatt = Ung1+6 =30, 346 = J(U+6) = 3v,]
Ainsi, la suite (¥ ) est une suite géométrique de raison % et de terme initial Vo=Up+06=15.

1.b.Ona:
T Fil n
1 1
Sn= Y Vi= 15-(5)F = 15-3 (5)F
E=0 kzllil ) E=10
1_(§)n+ 1 1
=15 -3 30-(1-(5)" )

l.c. Comme |V ,|= |%|R|V0| ona _lilfil_;gn =0, Ainsi, d'aprés la formule pour la somme d'une

suite géométrique, on a :
' Y 1 iyl
[n lim S, = _lim 30-(1-(3)"*) = 30.]

oo n—+oo

R . P an_ gl _ _ _
De méme, ﬂ_liljﬂ_ogn—ﬂ] ?1_1%111'1_0@{1@—}1}_ 00 car ﬂ_lwﬂ_m(n—'_l} +oo

2.0na Wyu=InV,=In(U,+6) .0ncalcule::

1
Wat1 -W, =InVpt1 —In ¥V, = Infs)

= 1n(22"%) = I (U 46) = In(tv,).

Ainsi, la suite (T¥,,) est une suite arithmétique de raison ln(%} :

Ona:



Sh= 3 W= 3 (m(Ust6)
= kim (In(V'g)—In(2)) = In{Vg)—nln(2) + ki:ﬂ In(Vg)

= In(15) - nIn(@) + (Vo) || V&
k=0

n—+oo

Tl
Ona n ,donc —lmil-ookﬂﬂvk 0,

Ainsi, on a:

[ lim S% = In(15)—co = —o:::u.]

n—+oo
10,1 1.m 1 1142
3.0na Pﬂ:VD-Vl-...-Vﬂ:15-{§)0{§)1...{§} :15.(§)n(n+ W2
En utilisant que (%)n(n+1)f2£{%}n2 pourtout n.=>0 ,ona:

lim Pp=_lim 15x (5"t = [:l.]

n— +0o n—4

Exercice 11 :
1. Soit {ty) une suite convergente de limite L .

Par définition, cela signifie que pour tout &>=0 , il existe un entier naturel IV tel que pour tout
n>N, |up,—L|<e.

En particulier, pour € =1, il existe un entier naturel I\ tel que pour tout 7 =V , |uﬂ—L|-=:il.
Cela signifie que L—1<u,<L+1 désque n=> N .

Donc la suite {uy, ) est bornée.
2. Soit {uy) une suite croissante et non majorée.

On montre que (uy) diverge vers oo . En effet, pour tout A >0, comme () n'est pas
majorée, il existe un indice 7 tel que Uy, |

De plus, comme (g, ) est croissante, pour tout 7/ >m ,ona Uy = up>M

Donc la suite {un} est M -supérieure a partir d'un certain rang indépendant de [, ce qui signifie
que {uy) tend vers oo .

3. Supposons qu'une suite {un} converge vers deux limites distinctes I et f/.
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Alors, pour tout €0, il existe IV tel que pourtout n> N1, onait |u,—L|<e/2 etil existe
Ny tel que pourtout >Ny, onait |u,—L'|<e/2. Soit IN =max{N{,Nq}.

Alors, pour tout 1 = IV , on a a la fois :
|uﬂ—L|=:‘:%
et
up— L |<5
En ajoutant ces deux inégalités, on obtient :
|L—L'|<e.
Mais ce n'est possible que si 7, = F,*, ce qui contredit notre hypothése de départ. Ainsi, la limite d'une
suite est unique.

4. lasuite 4, = (_1)nﬂ n'a pas de limite.

En effet, si elle avait une limite I, alors pour tout «>=0 , il existerait un entier IV tel que pour tout
= IN |, on aurait |un—L|{E .

Mais la suite (%, ) n'est pas convergente par oscillation : si 7. est pair, tn =" et pour 7 impair,
Uy =—1

Ainsi, pour tout IV, on peut trouver [x] et "9 pairs tels que [x] et Un; =710 et 12 IV et
Up,=—"q<0 et donc |uﬂ1—un2| =nq+ng 22N >2e ( e<IV ) ce qui contredit la
convergence de ().

5. Soit {ty,) une suite bornée et (v, ) une suite convergeant vers 0 .

Il existe donc une constante A telle que |u,,|< M pourtout n €N . Parailleurs, puisque { )
converge vers (1, pour tout e>0 , il existe un entier IV tel que pourtout n = IV |, on ait
|| <e/M .

En combinant ces deux inégalités, on en déduit que :
|upvp| S M|u,|< Me/M =¢
pour 1> IV . Cela signifie que (unuy) converge également vers 0 .

6. Soit () une suite d'entiers relatifs convergeant vers un réel L.

Soit &>=0 . Puisque {uﬂ} converge vers L, il existe un entier V tel que pourtout 7 = IV , on ait
|wn—L|<e/2. Mais ceci implique que pour tout 7. >IN
[t —| | <[ — L+ L—|L]|<¢,

puisque |L|< L<|L|+1.

Donc, a partir de I'indice IV , tous les termes de la suite sont a une distance strictement inférieure a €
d'un entier. Puisque seuls un nombre fini d'entiers se trouvent dans un intervalle d'amplitude 1 , cela
signifie que la suite {uﬂ) est stationnaire a partir de l'indice [N et donc converge vers I'entier relatif



k= égal a cette valeur commune.
7. Soit (ty) une suite divergente vers oo .
Pourtout 7 ,ona Up= Up, donc la suite est minorée par “p. En effet, si elle ne I'était pas, il

existerait un entier " tel que Umy <, ce qui serait en contradiction avec I'hypothése de divergence.
Ainsi, la suite l:uﬂ} est minorée par .

g

£ r I Comment, & partir o rang M,
d tous les terme da la sujte
' . I pourratent-fle ee eituer dane ces
- 2
! deux “hoyaux" 7
a HUY N, n
Exercice 12 :

1. Pour tout entier =0 ,ona:
ey + b
s bt = E 4 fanby
_apt+ba+ 2anby
- 2
@5 + /By
u‘fi 0

Or, puisque a=>b>>0 ,ona (x| pourtout n =0,
Ainsi, on en déduit que (G&n+bn:l/2€iﬂn+1+bn+l"Cfln-l-bﬂ pour tout n.=0 .

Donc (@n+by,)/2 estune suite croissante majorée par & +bg , et donc elle converge vers une

limite £ . Par ailleurs, la suite {@,,) est décroissante, minorée par by et converge donc vers une

limite €4 .De méme, lasuite (b, estdécroissante, minorée par O, et converge donc vers une limite
£ . Nous allons montrer que £, =¥#p,=£ .

Pour tout entier 1.0 ,ona:
b . ':aﬂ._bnjg < (aﬂ_bﬂjg_
Gpp1"n+l="4" =771
Ainsi, (anbn} est une suite bornée et converge vers une limite £, . Mais on a aussi, pour tout
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n=0,

(ﬂn+b }2 (an_bnj
4
Donc, en passant a Ia limite quand n —+ o, 0na £2_ ¢ ab = 62/’4 Cela montre que £,5 =0, donc

1 1 = 1M Gy = llm bn=1£
ona ﬂli}mooﬂnnh_}mmbn 0 donc ﬂli}moo n =, L On

Ainsi, les deux suites convergent vers la méme limite.

2. La suite I:Siﬂﬂ:l ne converge pas car elle prend des valeurs aussi proches que I'on veutde —1 et 1
en alternance. Plus précisément, pour tout & €N ,ona sin(kw/2)=21.lasuite (cosn) ne
converge pas non plus, car sinon on aurait par la formule trigonométrique singn—I—cosgn — 1, cequi
est impossible sous I'hypothese de convergence infinie de {sinn} .

Exercice 13 :
1. Nous allons procéder par récurrence sur 7% .
Pour n=0,o0na I:1—|-:LT:ID =1>140x .

Supposons maintenant que l'inégalité est vraie pour un certain entier naturel 7, c'est-a-dire
{1-|-;p:|ﬂ > 1+na . En multipliant par 1+x des deux cotés de I'inégalité, on obtient

{1—|—:t?:l”+1 >(14nz)(l1+z)= l—|—{ﬂ—|—1:l:t?—|—ﬂa:3 :

Puisque Z est positif, ona nzZ >0, donc (1-|-:1:j”+1 > 14(n+1)x, ce quiachéve la
démonstration par récurrence.

2.Si a>1,alors () estune suite strictement croissante de réels positifs, donc elle diverge vers
+00 .Si a=1,alors {uy) estconstante et converge vers 1. Si —l<a<1,alors O<a<1 (puisque
a>>—1)etdonc a™ — 0 lorsque 7 — 0O,

Enfin, si a<—1,alors (wuy) n'a pas de limite car lorsque 7 est pair, a™ est positif et lorsque 7. est
impair, @™ est négatif. Donc la suite ({4 ) ne peut pas converger vers une limite.

Exercice 14 :

1. Nous allons procéder par récurrence forte. Pour n=1,ona 5;= 13=1=2-1%-12  doncIa
propriété est vraie pour # =1 . Supposons maintenant que la propriété est vraie pour 7. =1, c'est-a-
dire
Sp=2n%—n2,
Nous allons montrer que la propriété est alors vraie pour 71 . Pour cela, on a
Spt+1l = Sp + (2n+1)°
= 2n% —n2 4 {Eﬂ—l—l}g
= 2n% 4+ 6n3 4+ Tnd 4+ 3n +1
= 2(n+1)% - (n+1)?,



ce qui montre la propriété pour n—1 .

Par récurrence forte, la propriété est donc vraie pour tout 7. =1,

2. On cherche donc le plus petit entier 7 tel que S, =913 276 . On sait que
Sp=2n%—n2=n2(2n2-1).

Il suffit donc de chercher le plus petit entier 1 tel que ng(ﬁng—l} > 913 276 . On remarque que
252(2-252-1)=937 500, donc n >25 .

On calcule ensuite les valeurs de Sk et S5 :
Sos = 2.25% _ 952 — 937375
Sog = 2+ 26% — 262 = 970984

On voit donc que 913 275 est bien entre ces deux valeurs, donc la solution cherchée est n =25 .

Exercice 15 :
Soient (U/,,) une suite croissante et majorée

et (V) une suite décroissante et minorée.
Les suites (U7,,) et (V') ont-elles nécessairement la méme limite ?
[I'y a aucune raison pour qu'elles aient la méme limite.

Si elles avaient la méme limite ce serait des suites adjacentes .

V= nL_H—FB la suite est décroissante et minorée par 3 .
U, = _% la suite et croissante et majorée par 0 .

or imUp=¢et limV,= .

Exercice 16 :
Indication : utiliser le théoréme de comparaison.

On suppose connu le résultat suivant :

Lasuite (U,,) tendvers +oo lorsque ntend vers +oo sitout
intervalle de la forme ]A;+oo[ contient toutes les valeurs de U
a partir d'un certain rang.

Soient (U,) et (V) deux suites telles que :
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* U, estinférieur ou égala ¥, a partird'un certain rang ;
* U, tendvers —+oo lorsque ntend vers oo .
Démontrer que la suite (V) tend vers —+co lorsque ntend vers —+co .

Exercice 17 :

Soit (U/y,) telleque Urg=0 et pour tout entier naturel n, U p41= "—l—l-_—‘[:lf .
i

Soit (V) telle que, pour tout entier natureln, ¥, = ﬁ .
n

1. Démontrer que la suite (V') est arithmétique de raison % .
Indication : calculer ¥V 11—V, et montrer que cette différence ne dépend pas de n.

2. Exprimer ¥, en fonction de n et en déduire que pour tout entier naturel n,

2
UﬂZﬂ—_H—E :

3. Calculer la limite de la suite (U} et celle de la suite (V') .

Exercice 18 :
Soit {Un:l la suite définie par son premier terme Ug=10

et pour tout entier naturel n, Upy1= 'i-l-_—ér :
mn

1. Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, —2<U7,, <0.
2. Etudier le sens de variation de la suite (U, ).

3. Etudier la convergence de la suite (U ;).

Exercice 19 :

1. On calcule les six premiers termes de la suite :
uD:D
Uy = u0+2-0—11 = —11
Uy = u1—|—2-1—11 = —8
Uq = ug—l—ﬁ-ﬁ—ll = -3
Uy = u3—|—2-3—11 =1
Ug = u_i—I—E--’-l—ll =7

2. La courbe semble étre une parabole.



On peut conjecturer que la fonction représentée par cette courbe est une fonction quadratique de la forme

flo)=azi+bz+tc.

Par ailleurs, on pourrait conjecturer que la suite [uﬂ) a pour terme général u,, = aﬂ3+bﬂ+c , ol
@4, b et ¢ sontdes constantes a déterminer.

3. Pour démontrer cette conjecture, on va utiliser la méthode des différences finies. On calcule d'abord la
premiere différence :
Upiq — Un = (Up +2n —11) —up
=2n —11

On calcule ensuite la deuxieme différence :

(un+1 —Up) — (Uy — un_l} = (2n —11) - 2(n-1) —_11;

On remarque que la deuxieme différence est constante et égalea 2 .

Cela nous indique que la fonction représentée par la courbe est bien une fonction quadratique. On peut
donc écrire f(x)=ax2+br+c.

Par ailleurs, on sait que uy= f{0)=c, donc ¢=0.0naégalement ;= f{1)=a-+b, donc

b= —a. Enfin, on sait que ty= f(2)=4a+2b, donc ¢ — m :

On peut maintenant exprimer le terme général de la suite l:uﬂ:l :
Uy = an + bn
= an< + {ul —ajn
Uy — 2uy + up Uq — 2uy + ug

On a donc bien vérifié la conjecture annoncée a la question précédente.
Exercice 20 :

1. On calcule les six premiers termes de la suite :
uD:D
Uy = uD—I—E-D—ll = -1l
Uy = u1—|—2-1—11 = —8
Ug = uE—I—Z-E—ll = —3
Uy = u3—|—2-3—11 =1
Uy = u%—kﬁ--’-l—ll =T

2. La courbe semble étre une parabole. On peut conjecturer que la fonction représentée par cette courbe
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est une fonction quadratique de la forme fl:a:} = G$2+b$—|—c .

Par ailleurs, on pourrait conjecturer que la suite [uﬂ) a pour terme général u,, = aﬂ3+bﬂ+c , ol
@, b et ¢ sontdes constantes a déterminer.

3. Pour démontrer cette conjecture, on va utiliser la méthode des différences finies. On calcule d'abord la
premiere différence :
Upiq — Un = (Up +2n —11) —up
=2n —11

On calcule ensuite la deuxieme différence :
(typ1 = Un) = (g —u, ) = @2n -11) - 2(n-1) - 11)
=2
On remarque que la deuxieme différence est constante et égalea 2 .

Cela nous indique que la fonction représentée par la courbe est bien une fonction quadratique. On peut
donc écrire f(x)=ax2+br+c.

Par ailleurs, on sait que uy= f{0)=c, donc ¢=0.0naégalement ;= f{1)=a-+b, donc

b=1u;—a_Enfin, on sait que ty= f(2)=4a+2b, donc g m :

On peut maintenant exprimer le terme général de la suite l:uﬂ:l :
Uy = an + bn
= an? + (u, —a)n
1
Uq — 2uy + ug
= 3 n? + (u; - 3 n

On a donc bien vérifié la conjecture annoncée a la question précédente.

Exercice 21 :
/ m .
Nous allons prouver par récurrence que 1, =2 pour tout entier 1 =0,

Pour n=0 et m =1, on arespectivement umzlzﬁo et uy =2 = 21 donc la propriété est
vraiepour n=0 et n=1.

Supposons maintenant que la propriété est vraie pour 7 et -1, c'est-a-dire que Uy = 2™ et



—an+l
Ypt1™ anTe,

On va montrer que la propriété est alors vraie pour 7n-+2, c'est-a-dire que Upyn= ant2
En utilisant la relation de récurrence, on a

— _ —Ek.an+l_g.0" — on+2
un+2_5un+1 Ou, =52 62" =2 .

ce qui montre la propriété pour n-+2.

Par récurrence, la propriété est donc vraie pour tout entier 7. > [ , c'est-a-dire que pour tout entier
n>0,0na u,=2"

Exercice 22 :

1. On calcule les quatre premiers termes de la suite :

(1% (=1t 4

] 11 12
S1="73 :1: Sp="7 t3 =73 53 —( lj +( 2) +( 3) :%’
1! 1)2 1)3
54:( l) (2)+(3)+(%)
1

i_

Lt N

2. D'apreés leur définition, ona Uy =59, et Uy, =59n+1.

On veut montrer que (ty ) est croissante, (g ) est décroissante et que ¥n—Un tend vers 0
quand 7 tend vers l'infini.

Pour montrer que (i, ) est croissante, on considére 7.>1,ona
Uptl — Un = Sn+2 — Son

_lEI 11 12n—1 12n 1III 11 12141
) KEJ_I_ +(I:q (njl (() (2)_|_ _I_(I' )
(ljﬁn

— ntl

_ 1

- 1

Ainsi, (ty) est une suite croissante.

De méme, pour montrer que (v, ) est décroissante, on considere m.>1,ona
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Upy1 — Yn = S2n+3 — S2nt+1

(- (=Dt ) N o VR G L GO b o (=12t
=71 t 3 tetgrt g Ot et e )
(_1j2n+1

= T at2

_ 1.

- T n42

Ainsi, (g} est une suite décroissante.

Enfin, pour montrer que Um—Ux tend vers [0 quand 7t tend vers l'infini, on a

(-
Up—Up =S9n+1—5 3 = An+1

et donc
1

|[Up—tp| = 41
La suite {|v,—uy|) tend donc vers 0 quand 7 tend vers I'infini, ce qui montre que (uy) et (vy)
sont adjacentes.

En conclusion, les suites {1y ) et (g ) sont adjacentes et convergent vers une méme limite, qui est
n2.



