Cours de maths sup

Sommes, produits et inégalités

. Sommes et produits : les symboles 2 et I

Les calculs de prépa font sans cesse intervenir des sommes de termes indexés par un entier. Le symbole

E permet de les écrire sans points de suspension. Ainsi, les manipulations deviennent slres et
rapides. Ce premier paragraphe fixe les notations, puis les deux techniques de base : le changement
d'indice et le télescopage.

1. Notations

Définition :

Soient m < m deux entiers et Dy - - -3 & des nombres réels ou complexes. On note
n n
Zakzam+am+l+...+anet Hakzamxam+lx...xan.
k=m k=m

La somme comporte 7 — 1 + 1 termes. Si . > 1, on convient que la somme vaut (I et que

le produit vaut 1 . Plus généralement, pour un ensemble fini I, on note 'ZI %; et 'HI .
- T =

L'indice % est muet : on peut le remplacer par jr' ou 4 sansrien changer. En revanche, 71 n'est pas
muet, car le résultat en dépend. Par conséquent, un indice de sommation ne doit jamais apparaitre hors du

symbole Z .
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Pour tous nombres &g, 5}; et tout scalaire A :

De plus, pour M < p <7, o0n a la relation de Chasles :

mn r mn
dooap= ) ot ) o

k=m k=m k=p+l

n
Une constante sommée donne un multiple : Z 5 =5n etnon &.Deméme, un facteur
k=]
. P = o . .
constant sort d'un produit avec un exposant : H 2k = 27 nl Enfin, le produit d'une somme
k=1
n'est pas la somme des produits.

2. Changements d'indice et regroupements

Changer d'indice revient a renuméroter les termes. Les deux changements les plus utiles sont le décalage
7 = k + p etleretournement 7 = n — k. Il faut chaque fois transformer les bornes en méme
temps que le terme général.

Pour tout entier ,ona




n—+p

T T i
kZ ak+p= Z aj et Zan_kz Za}-‘
=m k=0 3=0

J=m+p

On peut aussi regrouper les termes selon la parité de l'indice. Par exemple, pour une somme de 2n
termes, on sépare les indices pairs & = 2p etimpairs & = 2p —1 :

an
Calculons 5 = Z {—l)k % . D'abord, on regroupe les termes deux par deux :
k=1

n
5= Z (EP - l:ﬁi’]_l}j.Chaque parenthésevaut 1.Donc § = n .
p=1

3. Sommes et produits télescopiques

Théoreme :

Pour toute suite {uk) et tous entiers m < n

i
Z (Upgp1 = Ug) = Upyy — Um

k=m

oY1 Uy

Side plus les g sont non nuls, alors H Uy, = U -
Ek=m
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Démonstration :

Par linéarité, puis décalage d'indice § = k& 4 1 dans la premiére somme :

n n n+1 n
D UkelT QL Ug= QL uiT ) up
k=m k=m 7=m-+1 k=m

Les termes d'indices m—+1 a n se simplifient. Il reste donc Yxn41 ~ Y | Le cas du produit se
traite de la méme facon.

Méthode :

Pour calculer une somme par télescopage, on écrit le terme général sous la forme g1 — U,

Pour une fraction rationnelle, on cherche une décomposition du type m = % - F:L—I-l . Pour un

U1

W, Ensuite, on vérifie les deux termes restants sur les bornes.

produit, on cherche un quotient

Pour n =1 ,o0na k[kl-l—ljl = %— % . Par conséquent,

E

n
Z#_l_L_L+
2o KEFD) = 1T AT = ad

b

E+1

De méme, H_k =n-+1
k=1




Il. Sommes usuelles et somme géomeétrique

Quelques sommes reviennent dans presque tous les exercices. Il faut les connaitre par coeur, avec leurs
démonstrations.

1. Sommes des entiers et des carrés

Propriété :

Pour tout entier # = 1 :

Zn’: L — 1@,(::’1,2—1—1)J Zn: L2 — n(n—i—l)ﬁ(?n—i—l)) Zn’: L3 — (n(ng—i—l))Q‘
k=1 k=1 k=1

Démonstration :

n n
Notons & = Z k. Leretournement § = n +1—k donne S = Z (n+1-K)  En
n
additionnant les deux écritures, on obtient 25 = Z (n+1D) = nh+l) .
k=1

Pour les carrés, on télescope : (ﬁ;-|-1}3 k3 =3k? £ 3k 41.Ensommantde 1 a n,il
vient

L 3n(n+1
(n+1)3 — 1 = 3;;;21 g2 4 0t

y
311(?214-1) _ (r+1)(2n24n) , ce qui donne la formule. La

Ainsi, 3% k2 = (n41)® - (n+1) - _ 5
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I somme des cubes s'obtient de méme avec {k-|-1}4 _ k%

La figure ci-dessous illustre I'argument du retournement. Deux escaliersde 1+ 2 4 ...+ n carreaux
s'emboitent en un rectangle de 7 lignes et 741 colonnes.

2S=n(n+1) (icin=6:25=42)

escalier escalier
1+2+...+n retourné
N 1 6
2 5
0 3 4
c
o
- 4 3
c
5 2
6 1
W
< >

n + 1 colonnes

2. Somme géométrique

Théoreme :

Soit 9 unréel ouun complexeet 7 &€ [N. Alors




Démonstration :

n i
Notons S = Z g% Alors (1—g)§ = Z (g% — g5kt1) = 1 — g™ par télescopage.
Si g ?é 1,ondivisepar 1 —g .Llecas g = 1 estimmédiat.

Remarque :

Pour une somme géométrique qui ne commence pasa [, on retient : premier terme fois

_ bre de t n an—1_1 an+l _ g
1 gmml r_e; = par exemple, }:ZE F=9-Fg =g

3. Factorisationde a”n — b™n

Proposition :

Pour tous nombres @, b ettoutentier n > 1 :

n—1
a® —p" = (a — b)z ak pn—1-k — (a—b)(a”—l + a2h + .+ bn_l),
E=0

Démonstration :
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n—1 n—1 n
On développe : (@ — b}z akpn—l—=k — Z gk+lpn—1-Fk _ Z a®b™ % En posant
k=0 k= ! E=10

— , , n
uy, = akb™ 5, c'est la somme télescopique ;:Z (Vg —Up) =un—ug=a-b" .

Ona g3 —b% = (@ — b}{ag + ab + bg} De plus, si 7 estimpair, on remplace & par —b :
am L b = (@ —|—b}z (1" 1=k o kpn—1—k . Par exemple,

=10
ad + B3 — (g,_|_b:| {ag —ab + bgj Enfin, cette factorisation montre que @ — b divise
n_p" dans Z :ainsi 7 = 8 —1 divise 8™ _1.

lll. Sommes doubles

Une somme double porte sur des couples d'indices (%, 7) . On la calcule en sommant d'abord selon un
indice, puis selon I'autre. Tout I'enjeu est de choisir le bon ordre.

1. Sommes rectangulaires

Théoreme :

Pour une famille ':fli:,j:' indexée par [[1, n]] % [[1, p]], on peut intervertir librement :

zg: %= 2 Zp: R Zp: (Zn: a‘i,j)‘

1[\leq

[\substack"]




En particulier, le produit de deux sommes est une somme double :

1= =1 1=19=1

Autrement dit, on range les ac-j,j dans un tableau et on somme ligne par ligne ou colonne par colonne.
Le total est le méme, puisque la somme est finie.

Calculons Z I:E + j}. Par linéarité, c'est Z t+ Z j . Or

l<y3<n %7 7,7

R n(n+1)
Z Z &= N -75  etlaseconde somme vaut autant par symétrie. Donc le total vaut
r=11=

ng(n—I—lj
atention:

Le carré d'une somme n'est pas la somme des carrés. En effet,

i)
(Z ) Z ag + 2 Z G, G, car le tableau des @, %, est symétrique.

k=1 l<1<<g<n

2. Sommes triangulaires

Quand les indices sont liés par une condition # < 7, les termes occupent un triangle du tableau. On peut
encore intervertir, mais les bornes changent. La figure suivante montre les deux fagons de parcourir ce
triangle.
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=] i=j

5 - Q 5 0

41 /,o"' ® 4 s
3 ) "o @ 3 H—o—

21 -, o o ¢ 2- 9 oo o

1{ ¢ I o o 1{ &~ o—0o—o—o

ajfixée:idelaj aifixé:jdeian
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
j j

Théoreme :

Pour une famille ':ai:,j':'l <1< j3<mn,ona

T ¥ ¥ ‘
G5 = Z Z_ Y= > D Gig

1<e<g3<n =1 3=1 7=1:=1

Méthode :

Pour intervertir une somme triangulaire, écrivez d'abord la condition globale sur le couple, par
exemple 1 < 1 < 7 < n.Ensuite, fixez 'indice extérieur choisi et lisez les bornes de I'autre dans
cette condition. Choisissez I'ordre qui rend la somme intérieure calculable. Enfin, n'hésitez pas a
dessiner la grille des couples.




_ LA .
Calculons = Z 2.A 7 fixé, ¢ variede 1 a 7.Ainsi,
1L 1<

(AN

=1 1=1 7=1
n
Dans l'autre ordre, la somme intérieure /7 5 hese calcule pas. C'est pourquoi le choix de I'ordre
J=t

compte.

IV. Coefficients binomiaux et formule du binome

1. Factorielle et coefficients binomiaux

Définition :

T
Onpose 0! =1 et Rl = H k pour m>1.Pour n€MNet ke Z,lecoefficient
E=1
binomial est
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Pour nehMet ked

e symétrie : (ﬂi:) = [\eft?]{ ﬂﬂ_k —3 }} :

i

o formule « pion » si 7 > 1 : k( k) = n[ﬁlet?]{a__ll[ﬁrighht?]} ;

« formule de Pascal : ("”’k) +D\eE?](f =) = [uet?](’}rfl[yrighht?]}.

Démontrons la formule de Pascal pour 0 < & < n — 1. Les autres cas se vérifient directement,
car les deux membres valent alors (0 ou 1.0n metau méme dénominateur {k+1)! (n—k)!

(%) + Dett?]( =) = ((];:1))?(,?;%;]6) = (k+(1731+(1132k)r = [\et?]( ) [\righne?)).

La formule de Pascal permet de construire le triangle ligne par ligne. Chaque coefficient est la somme des
deux coefficients situés au-dessus de lui, comme le montre la figure ci-dessous.
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Une conséquence immédiate, obtenue par récurrence sur 71, est que ( F:) est toujours un entier

naturel.

2. La formule du binome

Théoreme :

Pour tous nombres réels ou complexes @, b ettout n € N :

(a+b)" = kzﬂjo (%) ak bk
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On raisonne par récurrence sur 7. Pour n = (0, les deux membres valent 1 . Supposons la
formule vraie au rang 7. Alors

(a+b)" ! = " (m aktlpn—k 4 " (m akpntl-k
) k=0 . k=0 .

Dans Ila premiére somme, on pose 7 = k& + 1. Elle devient

n . .

i [Neft7]( ;’_1 — J)al prtl-s grace a la convention (El) = 0. De méme, la seconde
s'gt;wg a k=n+ llcar [Neft7]( nﬁ_l — J) = 0. En regroupant, puis avec la formule de
Pascal, on obtient % [Heft?](ﬂ-l;l—F ) alpntl—s .

=0

L
|

La formule du bindbme exige que @ et §H commutent. C'est toujours le cas pour des nombres. En
revanche, pour les matrices du chapitre de calcul matriciel, il faudra vérifier A8 = BA .

Méthode :

Pour calculer une somme contenant (TL) , cherchez a reconnaitre {a—|-b}n avec des valeurs bien
n
n
choisies. Par exemple, g = & = 1 donne Z ( ;:) = 2" De plus, @ = —1,6 =1 donne
k=0
n
Efn , A . .
Z {—1:' (k) =0 pour 7 = 1 .Siunfacteur % géne, utilisez la formule « pion » pour
k=0

['absorber.




b1 n
_1 .
Pour 7 = 1, laformule « pion » donne Z k(ﬁ.) = ﬂz [Hlet?](l_l[‘\nghht?])_
F=0 =

n—
. —1 —
Ensuite, le décalage 7 = k& — 1 donne HE MNeft?](" ; ) = non—1
3=0

V. Petits systemes linéaires et méthode du pivot

Un systéme linéaire de 7. équationsa I inconnues s'écrit

ap1%9 + ...+ apprp = b,.

Le chapitre de calcul matriciel reprendra ces systemes en détail. Ici, I'objectif est pratique : résoudre vite
et sans erreur un systéme de trois équations.

On appelle opérations élémentaires sur les lignes L1, ..., Ly d'un systeme :

e I'échange de deux lignes, noté L; Lj{ :
« la multiplication d'une ligne par un scalaire non nul, notée L; ¢ A L, ;

« I'ajout & une ligne d'un multiple d'une autre, noté L ¢ L; + A L; avec 2 ?é 7.

Théoreme :
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Une opération élémentaire transforme un systeme en un systeme équivalent, c'est-a-dire ayant
exactement les mémes solutions.

Méthode :

Algorithme du pivot de Gauss. D'abord, choisissez une ligne dont le coefficient de  est non nul, de
préférence égala 1 : c'est le pivot. Placez-la en téte. Ensuite, éliminez & des autres lignes par des
opérations L; + L; — A L] .Recommencez avec ¥ sur les lignes restantes. On obtient un
systeme triangulaire, que I'on résout en remontant.

Résolvons le systeme suivant.

T+y+z=2 r+y+z=2 rT4+y+z=2
2c4+3y+z2=3 S{y—z=-1 Sy —z=-1
r—y+2z2=25 —2y+z2=23 —z = 1.

On a effectué KLy +— Ln — 2L, L3 + L3 — L, puis L3 + L3+ 2Lq . Enremontant,
z = —1,puis ¥ = —2 ,enfin £ = 5. Lunique solution est (5, —2, —1}.

Remarque :

Siune ligne devient 0 = ¢ avec ¢ ?é 0, le systeme est incompatible. Si une ligne devient

0 = 0, uneinconnue reste libre. On exprime alors les autres en fonction d'elle : il y a une infinité
de solutions. Enfin, en présence d'un parametre, on ne divise jamais par une quantité qui peut
s'annuler sans distinguer les cas.




VI. Inégalités dans R

1. Relation d'ordre et intervalles

La relation < est une relation d'ordre total sur [R. Elle est compatible avec les opérations, avec des
précautions de signe.

Pour tous réels a,b,c,d :

esi a <bhet c<d,alors at+c<b+d;
esi D<a<bet 0<¢c<d,alors ac < bd ;

esi a <bet ¢<0,alors ac = bc ;

—

esi O<a < b,alors E*:_i%.

On ne soustrait pas des inégalités, et on ne les divise pas. Pour majorer @ — ¢, on majore @ eton
minore < . De méme, pour majorer un quotient % de termes positifs, on majore @ et on minore
€ par un nombre strictement positif.

Méthode :

Pour majorer une somme de 7t termes, majorez chaque terme par le plus grand d'entre eux :
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n

Z 3 < nmax @ . Pour un produit de termes positifs, majorez chaque facteur. Pour un
k=1
quotient, traitez séparément numérateur et dénominateur en controlant les signes.

B2
=]
—
—

Pour 7m = 1, chaque terme de Z L. est compris entre QL
E=n4l n
termes, la somme est comprise entre % et -3 <1,

- et ﬂ—H.Commellya 1

Fid

2. Valeur absolue et inégalité triangulaire

Définition :

La valeur absolue d'un réel = est |z| = max(z, —z).Le nombre |z — a| estla distance
entre T et a surla droite réelle.

Propriété :

Pourtousréels T, ettout 7 >0 : |[r—a|/<rea—r <z <a+r.Deplus,
lwy = |of |y].

La figure ci-dessous traduit cette équivalence. Les réels a distance au plus T de @ forment l'intervalle
[ — 7@ + 7], lusous le graphede = — |z —al.



mmm solutionsde |[x—a|<r

a—r d a-+r

Théoreme :

Inégalité triangulaire : pour tous réels &; ¥ ,

\big|?] |z| — |y| [\big]?] < |z + y| < |z| + |y]-

ona —|z| <z < |zl et —|y| £ v < |y|. En additionnant,

—(l=l +|u)) £ 2 +y < |5+ [y] , donc |z+y| < |2 + |y]. Ensuite,

lz| = |z +v) —y| < |z4+y| +|y| . donc |z| - |y| € |z + y|.Enéchangeant = et ¥,
on conclut.
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3. Majorant, minorant, maximum, minimum

Définition :

Vacd
Soit A unepartiede [.Unréel #d estun majorantde A si 0 < ;EM ' De méme, ™m
] J—
. . Vaeg A . . L .
est un minorant si m < a .Un majorantde A quiappartienta 4 estle maximum de

1
A . Le minimum se définit de la méme facon.

L'intervalle [0, 1] admet O pour minimum. Il est majoré par 1, mais il n'a pas de maximum. En

effet, pour tout a € [0, 1] , le réel % estdans [0, 1] etil est strictement plus grand que @ .

Propriété :

Si A admet un maximum, il est unique. Toute partie finie et non vide de [ admet un maximum et
un minimum.

4. Partie entiere

Théoreme :

Pour tout réel &, il existe un unique entier 7 telque 7 < x < 7 -+ 1.0n 'appelle partie
entierede T etonlenote | x |.Ainsi,

lz|<z<|z|4+letz—-1<|z]|< 2




La partie entiere est une fonction en escalier, croissante, continue a droite. La figure suivante montre ses
sauts aux entiers.

-——— y=X 3 - e
— y=Ixl
21 #——0
1- ,p’—o
T T T U,., G ! l
-3 -2 -1 o (0] 1 2 3
——30
#—0 -2
//,,
¢——o0 —-3-

Pour tout réel & ettoutentier n,ona | £ 4+m | = | = | 4+ m. De plus, pour tout entier
n, |lz]=nenlz<ntl.
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Ona | 2,7 ]| =2et | —2,7 | = —3. Parailleurs, résolvons | 3z | = 4. Cette équation
équivauta 4 =< 3x <5, autrementdit & £ [%: g[ .

Méthode :

Pour résoudre une inéquation avec valeurs absolues, découpez [ selon le signe de chaque
expression dans une valeur absolue. Sur chaque intervalle, supprimez les barres, puis résolvez. Pour
une partie entiere, remplacez |_ U J = n parl'encadrement n < u <n +1.

Ce qu'il faut retenir

¢ Un indice de sommation est muet ; un changement d'indice modifie en méme temps le terme
général et les bornes.

n

Télescopage : Z ':“k—i-l - ”k} = U141 — Ym , et de méme pour un produit de quotients.
k=m

n — gntl
_ aln+1) 5 na+l)(2n+1) p_l-am
Sommes usuelles : Z k= 7 Z k4 = 5 ' kgﬂ q 1—¢ S

q%l.

n—I1
Factorisation: a™ — b = {a—b}z akpn—1—k
E=10

Une somme double rectangulaire s'intervertit librement ; pour une somme triangulaire, on relit les
bornes dans la condition ¢ < 7.

i
n —
Formule de Pascal, formule « pion » et formule du bindme l:fl—i-b:l = E (?:{;.)Gtkbﬂ k )
k=0

Le pivot de Gauss transforme un systeme en un systéme triangulaire équivalent.



¢ On ne soustrait ni ne divise des inégalités ; on multiplie seulement des inégalités entre nombres
positifs.

« Inégalité triangulaire : [Ybig|?]|z| — |[v|[\bigl?] < |z+v| < |=| + |y].

* Partie entiére : |_:1:J‘i_i:t:=:i|_a:‘J—|-1,et Lujznﬁnﬂuin—i—l.

Questions fréquentes sur sommes, produits et inégalités

Comment reconnaitre une somme télescopique ?

Une somme est télescopique quand son terme général s'écrit “r41 — Y . Il faut souvent le provoquer,

par exemple avec k(k1+1j = % — kL—i—l ou 111_% = 1n(jg-|-1} — In & . Il ne reste alors que

Y1 — Y,

Dans quel ordre sommer une somme double triangulaire ?

On écrit la condition 1 < ¢ < 7 < n, puis on choisit I'indice extérieur de sorte que la somme
intérieure soit calculable. A 7 fixé, 2 vade 1 a §;a 1 fixé, 7 vade 3 a 7.Un petit dessin
de la grille des couples évite les erreurs de bornes.

Faut-il connaftre la somme des carrés par coeur ?

oui: » k%= ’-"“iﬂ+1)6(2n+1)

k=1
faut aussi savoir la redémontrer, par exemple en télescopant (}g-|-1j3 — k3 . Pour vérifier, testez
n=1e n=232.

doit étre immédiate, comme Z k et la somme géométrique. ||

Peut-on soustraire deux inégalités ?

Non.Si a < bet ¢ < d,onnepeutriendirede @ — ¢ parrapporta b — d . Pour majorer une
différence, on majore le premier terme et on minore le second. De méme, on ne multiplie des inégalités
gu'entre nombres positifs.
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Pour aller plus loin en maths sup

¢ Les énoncés : exercices de maths sup sur sommes, produits et inégalités

A maitriser avant : Logique, ensembles, applications et relations

Chapitre précédent : Logique, ensembles, applications et relations

Chapitre suivant : Trigonométrie et fonctions circulaires

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé


https://mathovore.fr/sommes-produits-inegalites-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/logique-ensembles-applications-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/logique-ensembles-applications-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/trigonometrie-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges

