Corrigés des exercices de maths sup

Sommes, produits et inégalités

Corrigé de I'exercice 1 : Manipulation des symboles Z et I

1. Lestermes de A sontlesimpairs 2k-41,pour k allantde 0 a 7.Ceuxde B sontles

pairs 9k ,pour k de 1 a 7.Enfin, lesignede (' alterne et commence par . Ainsi,
( 1:,3:+1

A= i{z&:H}, B = lﬂ[{ﬁk)et Gzzn: _k

k=0 k=1 k=1

T T
2. Parlinéarité, A = EZ k+ Z 1 = nn+1) + (n+1). Attention : la somme de 1 pour
E=10 E=0
ko de 0 a n compte n+1 termes.Donc A = {n-|-1:|2 . Ensuite, on sort le facteur 2 de
T

chacun des 7 facteurs: B = 2" H k=2"nl,

ﬂ(ﬂ+1) n(3n+3—4)
3. Dabord, Z (3k-2) =375~ —2n = "5 Dponc
w n(3n—1) 7
Z (3;9—2:' = — 5 . Ensuite, une constante sommée 7. fois donne Z 5=b5n,
n
tandis qu'un produit de 7 facteurs égaux donne H 5= 35" Enfin, les exposants s'ajoutent :
k=1
n n(n—+1)
311: — 31—|—2—|—...—|—n — 3 2

k=1
Donc H gk — Bﬂ(ﬂ—H],."E

4. Prenons n = 2 et @ = Oq = by = by = 1. Le membre de gauchevaut 1 +1 = 2.En
revanche, le membre de droite vaut (1+1){1+1) = 4. L'égalité proposée est donc fausse.
En fait, le produit des deux sommes contient aussi les produits croisés & '55' avec @ ?é 7.
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Corrigé de I'exercice 2 : Sommes et produits télescopiques

(it a0 méme dénominater. 1 L _ kD= 9
1. On réduit au méme dénominateur : ¢ — 35 = k(k+2) — k(k+2)

donc vérifiée. Ensuite, par linéarité et décalage d'indice 7 = k + 2 :

1)
_1 E:l 111 1_ 1 _ 1
Sp =1 k— J _2(1+2_n+1_n+2)*

. La décomposition est

En effet, les termes d'indices 3 a 71 se simplifient. Il s'agit d'un télescopage « a deux pas ». Ainsi,

5, = % — E(ﬂl_'_ )T E(nl—i—zj ,et &, tend vers % Par exemple, pour s = 1,o0n
retrouve % — % — % = % . La figure ci-dessous montre les sommes partielles s'approcher de leur
limite.
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2. Pour kK > 1,0na ln(l 4+ %) = ln% = In(k+1) — In k& . Par télescopage, la somme vaut

n
In(n+1) —In 1. Donc Z lﬂ(l —+ %) = Infn+1),



3. Pour k£ > 2,onfactorise: 1 — 1 _ (k—1)(k+1) Y el k—H. Tous les facteurs sont non
k2 k2 koK
nuls. Le produit se sépare donc en deux produits télescopiques :
n T
P - k=1, htl _ L, ntl,
n - k n 2

k=2 k=2

N n+1 _ P 12

Ainsi P, = T Pour n = 2, on vérifie bien 1 — =7z

4. 0na (k4+1)' =kl =kl(k+1-1) = k-k' Parconséquent, avec %y = k!, lasomme
est télescopique :

Zn: ke k! = z”: (k+1)! — k1) = (n+1)! — 0.

k=0 k=0
Donc Zn: kokl=(n41)! -1
k=0

Point de méthode : dans un télescopage a pas 2, il reste deux termes au début et deux termes a la fin
; écrivez les deux sommes décalées pour ne pas en oublier.

Corrigé de I'exercice 3 : Changements d'indice et

regroupements

1. Onpose 7 = k —2.Quand k vade 3 a n +2,lindice 7 vade 1 & 7.Donc
n+2

Z (k— 2}2 Z 7% . La somme vaut n{n+1:g:2n+1).
2=1

n

2. Notons & = Z (2k —n) . Quand Kk décrit [[0, n]] , 'entier 7 = n — k décrit aussi
k=0
[[0,n]] .Deplus, 2k —n =2(n—7)—n = n —27.Ainsi,

§=3 (n—2j) = _Z (25— n) = —8.
3=0
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Par conséquent, 25 = 0,donc 5 = 0.

3. Pour & = 2p,letermevaut +4p2.Pour k = 2p —1,ilvaut —{Ep—l}g . On regroupe
les deux termes de méme I ,pour P de 1 a n:

2n n n
> (=1)Fk Z (4p2 — (2p—1)° Z (4p —1) = 2n(n+1) —
k:]_ : :

Donc Zl{ 1)* k2 = n(2n-+1).Pour n =1, onabien —1-+4 = 3.

4, Lasommedescarrésde 1 a 2n estla somme des carrés pairs plus celle des carrés impairs.

Donc
i) 2n i)
2n(2n+1)(4n+1)  4n(n+1)(2n+1)
(2p-1)? = Y k2= Y ap? = HEREIERED Sl
Z—: kz—:l pz—:l
2n(2n+1)

On factorise par tilreste (4n + 1) — 2(n+1) = 2n — 1. Ainsi

n n(2n—1)(2n+1) 482
Z(ﬁp—l}gz 3 .Pour n = 2, ontrouve 1+9=1D:2-§.5'
p=1

Corrigé de I'exercice 4 : Sommes usuelles et télescopage

- +1)(2n+1) | 3nlntl
1. Par linéarité, z k(k+1) = Z k? + Z k= nlz 1.15( L j—|- HEE j.On met
k=1

o +1)in+2
ﬂ—(ﬂ;l) en facteur : il reste 2n + 4 . Donc Z k(k+1) = %
k=1

2. Ona (k-1)(k+1) = k2 _ 1. Ainsi, la somme vaut
n(n+1)(2n+1}l = n(dn? 4+ 3'11 +1-—6) or 2n2 +3n -5 = Iiﬂ—l:l {2ﬂ+5:l _Donc

12 +5
Z(k 1:":;9+1:'—n(n J(2n+5) .Pour n = 2,onretrouve 043 = 3.

3. La formule du bindme donne {Eg—|-1}4 _ k% = 4k% 1 6k? 1L 4k +1.0nsommede 13 7
n

. A gauche, le télescopage laisse I::n,—|-1j‘i — 1. Adroite, onnote T = Z =
k=1

(n+1)* =1 = 47 + n(n+1)(2n+1) + 2n(n+1) + n.



Comme —1—mn = —(n+1),onisole 47T et on factorise par n +1 :

AT = (n+1)[(n+1)% =1 = n(2n+1) — 2n] = (n+1)(n3 + n2).

En effet, {n—I—l}B —1-2n2 —3n = n3 4+ nZ. Donc 4T = ng(n+1}2 . On conclut que
L n(n+1) 2
o ()
E=1

Corrigé de I'exercice 5 : Somme géométrique et factorisation
dea”™n -b”n

1. On applique la factorisation de gn+1 _pn+l avec o =3 et 5 = 2 :
Tl

3n—l—l _9on+l _ (3 _ 2)2 3k2”_k+
k=0

T T . .
Le changement d'indice  § = n — k montre que Z 3kon—Fk = E 273"77 ponc
k=0 a=0

Zﬂ: akqn—k — 3n+l _ 9n+l .
k=0

2. C'est une somme géométrique de raison g = x2,avec n-+1 termes. Si x? ?é 1, c'est-a-dire

— p2n+2
T é {~1,1} , la somme vaut L—a2n¥2 g £ =1 ou x = —1,chaque terme vaut 1
1—z2
etlasommevaut n +1.
3. Laraison g = —% est différente de 1. Le premiertermeest @ etilya 7 termes. Donc
T o) n
k— o t7a" _ 1201 _(_1
" =4d7=-¢g = 723 2
k=1
n L m
Ainsi Z (—%) = %((—%) —1) . Pour n =1, onretrouve —% .

k=1

n—1
4. Ona 93n _1 — 8" _1™.Pour n > 1, lafactorisation donne 8" —1 = (8 — ljlz gk
E=0
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La somme est un entier. Donc 7 divise 93m _ 1 .De méme,
n—1
3in 1 =81"-1= SDZ 81% . Donc 80 divise 34n _1.Pour n = 0, les deux
k=0
nombres sont nuls, donc divisibles.

5.Avec @ =z, h=1etlexposant 5 : z°—1=(z (% 4+ 23+ 224+z+1).
Ensuite, £% + 32 = £5 — (-2}5 ,car 5 estimpair. Donc
4
29432 = (z + Z}Z oF(=2)*%  pinsi
E=0
£° 432 = (z +2)(z% — 223 + 452 — 8z + 16).

Corrigé de I'exercice 6 : Somme des k g~k par une somme
double

k E
1. Pourtout k > 1,ona & = Z 1. bonc F@qk'_l = Z qk'_l . En sommant sur

i
s=35 3 gr-l= 5 k1
E=19=1 l<yg<k<n

2. Lacondition 1< 4 <%k < n selitaussi: 7 variede 1 & 7,puis k de 7 a 7n.Pour
7 fixé, la somme intérieure est géométrique de raison g ?é 1, de premier terme qi-‘_l et de
n— 7+ 1 termes:

i ) o n—7+1 =1
Z: _ —11—g q q
k=3

l1—gq l1—gq
n - 1 — am
Ensuite, on somme sur  § . Comme Z g’ 1:ﬁ,onobtient
=1
g — AT _ ! n+1
S P I e
4 9 (1-q)

1 —(n+1)g" 4+ n gntl
(1—q)?

Donc &5 =



3. Pour g = 2,0na {1—q}2:1.Ainsi
< n n mn
> k2k Tl =1- (412" + 202" = 14 (n—1)2"  En multipliant par 2,

k=1
n
S k2k=(-102"1 42 pour n=3: 248424 =34 et 2x16+2 = 34,
k=1
k
Point de méthode : écrire un coefficient entier k& comme Z 1 transforme une somme simple en
7=1

somme triangulaire ; I'interversion donne alors des sommes géométriques.

Corrigé de I'exercice 7 : Sommes doubles rectangulaires

1. Leterme 7 estun produit d'une fonction de  par une fonction de 7 .La somme est donc un

i) i
produit de deux sommes : E g = ( E a( E jf) _Elle vaut ﬂg(n‘;-l) _

7,7 :=1/\7=1

n
S : o 2 _ 2 -
2. On développe : (3—|—j:|2 — 4% 4 227 + jg . D'abord, Z = ﬂz " car 7 prend n
2,9 =1
9 Y A
valeurs. Par symétrie, Z 7" ala méme valeur. Ensuite, Z 2y = 2 par la question
L 2,7

1. Ainsi,

2
S (i+5)? = n2n N@nil)  n2 )" 22t (990 41) + 3(n+1)).
tJ

w2 n2n+1)(Pn4E)

Donc Z G+7)" = 6
1<y <n

4+9+9+16 =38 et 2319 _ 38

.Pour n = 2, ontrouve

3. C'est encore un produit de deux sommes géométriques :

ini _ [ N2 0i \[ N ai) _ (ontl _ qy.3"H -1
> 2'3 Y2y >3 (2 1)-2—
5,7 < m 7=0

0 <u,j 1=20

(2n+1 _ 1)(3n+1 _ 1) .

La somme vaut 5
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7 . nin+1)
4. Par linéarité, on sépare. D'une part, Z Z =Py . D'autre part,

i=15=1
Zn: Zp: - H_P[P‘i‘l) o np
2 7= 7 . La différence vaut T({n—i—l} — (p+1)) . Donc la somme vaut
1=17=
np(n—p)
2

Corrigé de I'exercice 8 : Sommes triangulaires et minimum

1. La somme intérieure doit étre calculable. On fixe donc 7, puis % variede 1 a 7 :

3ol _ g altl)nt2)

2 3
1<i<ji<a  j=1

n(n+1)(n+32) .

En effet, on a utilisé I'exercice 4. La somme vaut 5

2. A 7 fixé, leterme 7 estrépété 3 fois. Donc

L= 5 an+D)(2n+1) _ _
Z I = Z 7= 3 . Ensuite, a 7 fixé, ilya 7 —1 entiers
l<e<s<nm 1=1

- L n(n—1)
; telsque 1 <2< 7.Donc Z 1= Z':f_lj': 7 .
l<eC g <m =1

3. On découpe le carré des couples en trois parties. Si ¢ = 7, le minimumvaut 2 .Si %< 7,il
vaut 3 .Enfin,si 2> 7 ,ilvaut 7.De plus, en échangeant les noms des indices,

Zj - Zz - _Z_E‘.Donc

t = 1> T <7

Z Z Z . n{n-l—l]{n-l-ﬁj n[n-l-lj _ [(n=1)n(n+1) .
_ - 2 - & . Ainsi,
T = 7




n(n+1)(2n+1) Pour

z r. = K, la somme des cases du tableau de I'énoncé

On obtient jq —
vaut bien k5.

. Pour k € [[1,n]], onaléquivalence (k < 1etk < §) & k < minfs,7). Les entiers k
concernés sontdonc 1,2,..., min{,7) :ilyena minfz,7) . Notons %4 4 & le nombre qui
T

vaut 1 si k<zet k< g,et O sinon.Alors minz, 7) = Z €
k=1

- 1., Les sommes
7,7,k

étant finies, on les intervertit :

M=
Z Ei,j,k= Zn: (n—k +1)?

2,7 < k=1

En effet, 8 % fixé, on compte les couplestelsque & <2< net k£ < j<n.llyena

(n— }g-|-1)2 Enfin, le changement d'indice m = n — k + 1 donne

n(n+1)(2n+1)
M = Z = 3 . La figure ci-dessous montre ces couches carrées

emboitées.
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k=1
1 1 1 1 1
k=2
1 2 2 2 2
k=3
1 2 3 3 3

couche k : carré de (n — k + 1)? couples

Corrigé de I'exercice 9 : Carré d'une somme et produits croisés

n T
1. Le carré est le produit de deux sommes : (Z '5‘1')( Z Gj{) = z G, &y .0n

i=1 =1 1<y <n
sépare les couplestelsque % = 7, %< 7 et %> 7.D'abord, les couples %z = 7 donnent
Z a% . Ensuite, en échangeant les noms des indices,



1< g
2. Onprend & = k . Alors
2
Z, i = %(n2(n4+1) B n(n+1)6(2n+1)) _ (n—|— )(3n(n+1) _ 2(2n41)).

t < J

Oor 3n2+43n—-4n—-2=3n2—n -2 = (n—1)(3n+42) . Donc
. fn—1inln+1)(3n+32)
Z = 24 .Pour m = 3,ontrouve 2 +3+6 =11 et
g *i

1*_:13 < 7
2 4-
24 _11-

3. On applique la question 1 aux % + 1 réels ap = ok ,pour jk de (0 a 7i.Notons

w = 9m+1 . D'une part, Z ok — -1 . D'autre part,

5 _ 1 9 w2 1\ _ 2u2—6u-+4 _ (u-1)(u-2)
2! 3—5((’&—1) —”’T)— 5 =73

1 1
La somme vaut @r—nErti-2) Pour n =2: 24448 =14 X8

3 =3

Corrigé de I'exercice 10 : Factorielles et coefficients binomiaux

1. ona (n+2)! = (n+2)(n+1) n!. Donc (n:fj! = (n+1)(n+2) - De méme,
Gt — (nt1)2n+D)

2. Chacun des % facteurs contient un 9 . Donc H 2%k = 2" H k= 2"n! Ensuite, (2n)!

k=1 k=1
est le produit des entiersde 1 a 2n . On sépare Iesfacteurs pairs 2k etimpairs 2k —1, pour

kde 123 n: (2m)=2"! [[(@%k-1). Donc H (Eﬂ)
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' ThY O TxeExE . - wy  f10y  10x8
3. D'abord, (3)_—3X2X1_35.EnSU|te,parsymetr|e, (8)_(2)_ D = 45,
'ﬂ.l

—1
Enfin, (ﬂ’g) = g (n.—Ej' = ﬂ(ng ],valable aussi pour 7 = 1.Les valeurssont 35, 45
ot nin—
2

4, pour 1 < k < n,onsimplifie k avec k! :

n n! (n—1)! =Ty .
k( k) = ED (k) T VD) {(a-1)—(k-1))! n\let?](",_7 [\righht?]).

La formule est démontrée.

5. On applique la formule de Pascal aurang # -+ 1, puis deux fois au rang # :

[\let?) (" A M\righht?]) = [\les?]) (% [\righht?]) + [\let?)(% S \righht?]) = [(’;) + [\eft?]( k’h—ﬂ)} +[Nett7)( g =) + Nefe?) (o =)

Donc [uet?](“"}zﬁ[xrighht?]} — ("’;ﬁ,) +20\e£67]( 7y — )+ D\eft2]( g — ) pour
tout k¢ 7.

Corrigé de I'exercice 11 : Formule du bindme et coefficient d'un

terme

1. Laligne 5 dutriangle de Pascal est 1,5,10,10,5,1 . Letermeen £5—k vaut (Ek)2k$5_k

Ainsi (z+2)° = 25 4+ 1024 + 4023 + 8022 4 80z + 32. De méme, avec la ligne
1,4,6,4,1 etdes signes alternés, (1—1:}4 =1—4x 4652 453 4 g2,

2. Par la formule du bindme, le terme d'indice j; vaut
9 0—k(_ 1Y% _ (9\59— k g
()@2e)? M (=2)" = ()29 R (-n)kao-2k

L'exposant vaut 3 sietseulementsi k& —= 3. Le coefficient cherché est
(93)2'5(—1)3 — —84 x 64 . Le coefficient de 23 vaut —5376 . Enfin, un terme constant

exigerait 9 — 2k = (0, ce qui estimpossible car 9 est impair. Il n'y a pas de terme
constant.



4
3. Par la formule du bindme, (1 +v2)* 4 (1 —v2)* = Z (i)ﬁ (1 + (=1)%) . Les termes
k=0
d'indice impair s'annulent. Il reste

%ﬁ)+ﬁJ2+f@4}=2u+1z+@,

La somme vaut 34 .

Corrigé de I'exercice 12 : Sommes binomiales classiques

n

1. Parla formule du bindbme avec @ = 2 et § =1, Z (1)2}: = {E‘H}H -

2. Leterme % = 0 estnul. Pour & > 1, la formule « pion » donne
k(ﬁf) = nf\let?] (1_11 Rﬁ'Ji.g;l‘ll‘t‘f":ﬂl Donc,avec 7 = k —1,

n —1
1
Z ’E@(ﬂfk) = ”Z \Efﬁ]{ﬂ — ) =n2"" L . Ensuite, pour & > 2, on applique
deux fois la formule « pion » :

k(k=1)(") = (k=1) al\let?] (U [\righht?]) = n(n—1)[\let?)(% % [\righht7]).

Lestermes %k — (0 et k = 1 sontnuls. Par conséquent,

n
Z k{k—l}(i) = n(-1027"2 Enfin, k2 = k(k—1) + k& , donc la somme vaut
k=0

T
n(n—1)27"2 4 2n 272, Ainsi E ;93("1) = nn+1)2""2 pour n = 2 :
k=0
04+244=06=2x3x1.

n 1 (n+1)!
(kD =B T L (R41)! ((nrD)—(k+1)
bien —LoP\let?]( T [\righht?]) . Avec 7 =k +1 :

n ntl
3% () = 2 3 e (") = (2 - e -)
E—=0 —1

3. Pour 0< k< n,ona };-ll—l(ﬂ) . C'est

2n+1 —1

La somme vaut |
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4. Notons F la somme des termes d'indice pairet I celle des termes d'indice impair. D'une part,
_ n _ mn _ k‘ m _ " .
P+I_;(k)_2 . D'autre part, P_I—;':—l}(k)—(l—l) _D,car

n = 1 .Enadditionnant, 9P — 2™ .Donc p — 9n—1,

Corrigé de I'exercice 13 : Somme des carrés des coefficients

binomiaux

T T :
1. Par la formule du binbme, ':1-|'1'»“:l = Z ( é)a:ﬁ . Le produit de deux sommes est une somme
g =10
double :

(1+z) (142)" = > (ﬁ)(@.)ﬁﬂ.
0 <z 3 <

n

On regroupe les couples selon . = & + 7 ,quivariede 0 & 2n .A m fixé, ona

) =0 pour 7 <0 ou 7 >mn,onpeutlaisser 3

7 = m — 1. Grace a la convention ( j

mn
n n
varierde 0 a ™ . Le coefficient de =™ est donc Z ( é)[ﬁl'l.e-ft?]{ m—t " 0.
=0

am
2 . . ,
2. D'autre part, {l—l—ﬁﬂ::lgr'rl = Z ( Tﬁ)$m . Les deux fonctions polynomiales sont €gales sur [k
m =0
. Par le résultat admis, leurs coefficients coincident. Donc

S (W nern =) = (%),

=10

. 2
. onprend m = nparsymétrie, [\ett?](" =) = (%).ponc 3 ()" = (%),
k=0
Pour m = 4,ontrouve 1+16+364+16+1= 70,et (3‘1) Bx Tx6x5

Corrigé de I'exercice 14 : Formule de la crosse de hockey




1. La formule de Pascal, valable pour tout % < IN, donne
k k E+1 ., .
(p) + [heft?]( o1 = [\let?]( Pﬂ[mghhﬁ]} . Donc
k E+1 ., . k
(p) = [\let?]( p+1[1rlghht?]) — [\e£47]( ot — )

2. Onpose ty = [Heft?]{pk_i_l — J) . La question 1 s'écrit (kp) = Uy g —uy - Par

T
k
télescopage, Z (p) = Upiq T Up.Or up = [\eft?]( Pjil‘l — 1)) = 0. Donc
k=

Zﬂ: (%) = e (S nrighnen)) |
£ r
=r

3. Pour p =2 et n = 6, lacolonne des (%) donne 14+3+4+6+4+104+15 = 35.0r

(?3) — 35 . Le résultat est vérifié. La figure montre cette « crosse » dans le triangle de

Pascal.

n=4 1 4 [E] 4 1 1+3+6+10+15=235
5
- (5)=(3)
n=5 1 5 10 5 1 2 2)=1s
n=6 1 6 20 15 6 1
N\
n=7 1 7 21 35 21 7 1

n+1 n{n+1)

i)
4. Pour p =1, on obtient Z k=N\eft?](" g =) = —5 .Pour p =2, comme

_ & (k1
(kj) — k(}; 1), on obtient Z % = [Eeft?](n—glﬁ}). Leterme k = 1 de
k=12
o +1)nln—1
k(k—1) est nul, donc Z k(k-1) = %
k=1

_Enfin, k2 = k:{k:—l:l +k
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kznjl L2 — (n—l)g(n—H) n n(n2+1) _ n(n6+1)(2(n_1) + 3).

nln+1)(2n+1)
On retrouve 2 k? = 6 .

k=1

Corrigé de I'exercice 15 : Systeme 3x3 par la méthode du pivot

1. On prend la premiére ligne comme pivot. Les opérations Ly +— Lo — 2L et
Lig + Lq — L1 donnent

r+y+z2=06 r+y+z2=26
—3y—z=—9ﬁ y—?z:—4
y—2z=—-4 — 7z = —21.

On a échangé Ly et L3, pouravoirun pivot égala 1, puis effectué¢ Lig ¢+ Lg +3Lq .
Ainsi z =3 ,puis ¥ = —4 46 =2 enfin £ =6 —2—3 = 1.L'unique solution est
(1,2,3).0Onvérifie: 2—-2+3 =3et 1+4-3 =2,

2. Avec L 4 Lo —2L1et Ly 4 L3 — Li onobtient —y 43z = 2 et
—y + 3z = 4  Ensuite, L3 + L3 — Ly donne 0 = 2. Le systéme est incompatible :
il n'a aucune solution.

3. Les mémes opérations donnent cette fois —w + 3z = 2 deux fois, puis 0 = 0 . Le systéme
équivauta T 4+ 2y —z =1 et vy = 3z —2 . L'inconnue =z est libre. Ensuite,

(5 — 5z,
3z — 2
r =1-2(32—2)+ z = 5 — 5z . L'ensemble des solutions est < , . Pour
.
% ER

z = 0, on vérifie que (5, —2,0) convient dans les trois équations.

Point de méthode : vérifiez toujours la solution trouvée dans les équations de départ ; cela prend dix
secondes et détecte presque toutes les erreurs de signe.



Corrigé de I'exercice 16 : Systeme linéaire a parametre

1. Oneffectue Ly ¢— Lo — Li et L3 « L3 — mLj. Ces opérations sont licites pour toute
valeur de . On obtient

r+y+mz=1
(m—1)y + (1—m)z =0
(I—-m)y + (1—-m?2)z =1 — m.

Eneffet, 1 —m-m =1—m2et 1—m-1=1—m.Cestlesystéme réduit aprés le
premier pivot.

2. Premier cas: m = 1. Les deux dernieres lignes deviennent [J = [J . Le systeme équivaut a
l:l -y -4
z 4+ 1y + 2z = 1. Les solutions sont les triplets %, ,avec U, Z réels
%)

quelconques.

Si m ?é 1, onpeutdiviser Ln par m —1 et L3 par 1 —m .Comme
1—m2 = (1-m)(1+m) ,onobtient ¥ —z =0 et y + (14+m)z = 1.Ensuite,
L3 + L3 —Lydonne (m 4+ 2)z =1,

Deuxieme cas: s = —2.Laderniere ligne devient 0 = 1.Le systéme n'a aucune solution.
Troisiéme cas: M 5?_5 {1, =2} . Alors z = ﬁ puis ¥ = #, enfin
r=1l-y—-—mz=1- 1n++Tg = m{'_g . L'unique solution est (m1+2’ m{|—2’ m{l—ﬁ) .
m =+ 2

On vérifie : chaque équation donne =1.

m+ 2

Corrigé de l'exercice 17 : Inéquations avec valeurs absolues

1. Ona |2:t: —3| <he 5<ir—-3<hé& -2 < 2xr < 8. L'ensemble des solutions
est [—1,4].

2. Les expressions = —1 et x + 2 changentdesigneen 1 eten —2.0n découpedonc [
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en trois intervalles.

oSi z<-2: flxy=(1-2)4+ (-2 —-2) = -2z —1.Donc
flz) <5 z > —3.0ngarde [-3,-2].

oSi —2<x <1 fl:a:‘:l = {1 — :1::1 + I::E + 2:1 = 3 < 5. Tout I'intervalle convient.
oSi >1: fl) =2z +1.Donc flz) <5 = <2 0ngarde [1,2].

En réunissant, I'ensemble des solutions est [—3, 2]. La figure ci-dessous le confirme : c'est
I'ensemble des abscisses ou le graphe de f est sous la droite ¥ = 5.

— Yy =1(X)
R y=5 1 i
mmm solutions [—-3, 2]

I s# I

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

3. Les deux membres sont positifs, et la fonction carré est strictement croissante sur [+ . Donc
I'inéquation équivaut a (;p—l}g < (;1:-|-3:|2 .En développant, 2 —9x +1 < x246x+9,
soit —8 < 8z . L'ensemble des solutions est ]—1, —I—m[ . Géométriquement, ce sont les
réels plus prochesde 1 quede —3.

4.0na |r2-4/<3 & 3<12-4<31<02<7.0r 22 = |g:|2,donccela
équivautd 1 < |z| € V7. L'ensemble des solutions est [—v7, —1] U [1, V7].



Corrigé de I'exercice 18 : Equations et sommes avec partie

entiere

1. Pardéfinition, | 2z —1 | =3 & 3 <2x-1<4 & 4 < 2z <5.L'ensemble des

solutions est [2, 5[ . La figure ci-dessous montre la marche de hauteur 3 du graphe.

5 1 o—0

4 @O0
--------------- 3 2 i o - A

2- —

1 —o |
| —8 o o . — | |
-1 0 1 2 5/2 3

—] P—O
@)
mmm solutions [2,5/2]

o0 —3- — = 2x—1]

2.5i £ €7Z,alors —x € Z,donc | £|+| -z ]|=2x—x = 0.Sinon, notons
n = |z |.Comme T n'estpasentier, n <z <n-+1l.Donc —n—1<-x<-n,ce
qui donne |_—:1:‘J: —n —1.Lasommevautdonc (0 si = £ # et —1 sinon.

3. Notons = |z |et » =2 —n € [01].Dabord, si rq::%,alors
n::_ix—}%{n—pl,donc |_;1:—|-%J:n.DepIus, 2r = 2n +2r avec 0 < dr <1
,donc | 2z | = 2n . Les deux membres valent 27 . Ensuite, si rg%,alors
n—|—l£$—|—%{n—|—%,d0nc |_:r,—|-%J:n—|-1.Deméme, 1 < 2r <2 donne
| 2z | = 2n + 1. Dans les deux cas, |_3:J+|_3:+%J:|_2;1:J.
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4. On sépare les indices impairs & = 2p —1 etpairs & = 2p,pour P de 1 a n.0Ona

LEPE_IJ: Lp—%JZP—let L%J:p.Donclasommevaut

i@?‘l} = n(n+1) — 1 Ainsi %L%J = n?,
p=1 E=1

5.0na | z?2 | =2 2<2?2<3 & V2 < |z <V3 . L'ensemble des solutions est
|-v3, —vz|u [vZ,v3[ .

Corrigé de I'exercice 19 : Majorants, minorants, maximum et

minimum
n 1 — 3 2 5
1. Notons Gy = I:—]_:l —|—ﬁ . On trouve '55'1 — l:l, .5[,2 o i' .5;,3 o _E' .5[.4 e E'
ag = —% et ag = g . Les rangs pairs donnent des valeurs supérieuresa 1, les
rangs impairs des valeurs de |—1, 0] .
2. Si n estpair,alors 7 2> 2 ,donc a, = 1-|-% < %.Si T est impair, alors
ay = —1 -|_% <0< %.Ainsi, % est un majorant de 4 . De plus, % = aq appartient a

A .Donc A4 admet un maximum, égal a % .

3. Pourtout 7, ona {—1)1?/1 > —] et %} 0,donc @y > —1.Ainsi, —1 minore A .
Montrons ensuite qu'aucun élémentde A n'est un minimum. Soit @, € A .Si 7 est pair,
alors @y = 0<1<ay. S n estimpair, alors n + 2 estimpair et

_ 1 1 : (14
Qpig = -1+ _— < -1 4% = a, .Danslesdeux cas, A contientun élement
strictement plus petit que %n.Donc 4 n'admet pas de minimum. La figure de I'énoncé

montre bien les rangs impairs s'accumuler vers —1 sans |'atteindre.
4, Soit 1 un minorantde A . Supposons par I'absurde que 1 > —1.Posons i = ﬁ =0
et N = 2| u|+1. Lentier IV estimpair.Deplus, | w | = 0, donc
N 2| u |+1>wu.Parconséquent, % <m +1,cest-d-dire g, = -1 -|-% <m -
C'est absurde, car M minore A .Donc tout minorant de 4 vérifie m < —1 : —] est
le plus grand des minorants.

5. On factorise : x2 —3x + 2 = (z—1)(x—2) . Ce trindme est strictement négatif entre ses

racines. Donc B = |1, 2[ . Toutréel M > 2 majore B .Enrevanche,si M < 2, le réel

- max(ﬂg’ D42 cstdans B etvérifie z > M . Les majorants de B forment

[2, +oo[ et, de méme, ses minorants forment |—oo, 1]. Enfin, pourtout = € B, le réel



z _2‘_ 2 estdans B etplusgrandque Z.Donc E n'apas de maximum ; de méme, il n'a

pas de minimum.

Corrigé de I'exercice 20 : Encadrer une somme et un produit

1. On additionne les encadrements: —2 < = 4+ % < 1. Pour la différence, on encadre d'abord
—vy € [1,3], puis on additionne : 2 < z — 1y < 5. Pour le produit, on travaille avec des
nombres positifs. En effet, |y| = —y € [1,3],donc 1 < ;t:|y| < 6 Comme =y = —zy|,

on obtient —6 < zy < —1.Enfin, % < |;_| < l,donc |y| < 2 . Ainsi
1

-2 < % < -3 Ces bornes sont atteintes, par exemple y = —2pour r =2e y=-1

L

2. Pour 7 = 1, lestrois nombresvalent 1.Pour 7 = 2,ona 7! = H %, produit de
k=2
n — 1 facteurs positifs tous supérieurs ou égauxa 2.Donc n! = 9n—1 De plus, chacun des
T

7 facteurs de H k est comprisentre 0 et m.Donc n! < n”. Ainsi
k=1
o=l < pl < pn.

3. Ondéveloppe: (k—1)(n—k) = kn — k2 —n+k= k(n +1—k) —n . L'identité est
vérifiée. Pour 1 < &k < n, les deux facteurs k& —1 et #n — k sont positifs. Donc
k(ﬂ—i—l—k} > 1. Ensuite, le retournement 7 = n + 1 — k& montre que

H{ﬂ+1 k) . Par conséquent,
=1

_ ﬁ L x ﬁ(n+1—k)= H k(n+l—Fk) > ﬁ n.
k=1 k=1 k

On a multiplié des inégalités entre nombres positifs. Donc {n!)g > nn.

4. Pour k£ > 1,0ona (2k-1)(2k+1) = 4k% _ 1 « 4k  Les dénominateurs étant positifs, cela

2}: 1 2k
donne F <3R4l TE+1 On multiplie ces 7 inégalités entre nombres positifs : Py, < Qﬂ

Ensuite, en regroupant les facteurs de méme f,

_ 2k—1 _ 1
P,Q = i 12k+1 = on+1
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En effet, c'est un produit télescopique avec ty = 2k —1 et uUp ¢ = 2k +1  par
5 2 _ 1 1
conséquent, Py < Pp € = g 7. Comme F,>0,o0nconclut que P, < Tl

Point de méthode : pour majorer un produit qu'on ne sait pas calculer, on cherche un produit « jumeau »
plus grand dont le produit avec le premier télescope.

Corrigé de I'exercice 21 : Inégalité triangulaire et

encadrements

1. Onécrit x —z = (z —v) + (y — z), puis on applique I'inégalité triangulaire. Donc
|z — 2| € |z — y| + |v — 2| . Autrement dit, la distance directe est plus courte que le détour

par Y.
2. D'abord, 2z = (z + ) + {xr —y),donc 2|z| < |z + y|+ |z — y| . Ensuite,

2y = (x+vy)—(xr —vy), donc 2|y| € |z + v| 4+ |# — y|. En additionnant et en divisant
par 2,onobtient |z|+ |y < |z +y|+ |z —v.

3.0na |z +2|=|(xr—-2)+4< |;]_’;—2|—|—4‘G_:%.DOHC

| 2 _ | = |;r; — 2| |:r: + 2| < %% . Ainsi |:r:3 — 4| < % . Ensuite, I'hypothése donne
% <z < %,donc z>0et |z > % . Par conséquent,
‘;__‘_u< _1/2 =1
T =3 oz = 2x3/2
On a majoré le numérateur et minoré le dénominateur positif. Donc |3 — %l < %

4, Pour n = 1, c'est une égalité. Supposons I'inégalité vraie au rang 7. Par I'inégalité triangulaire,
puis I'hypothése de récurrence :

n+1 n n—+1

apl <> ap| Fla,l < D lagl

L'inégalité est donc vraie pour tout 7 > 1.Ensuite, |sin k| < 1, donc

k=1



La somme est donc strictement comprise entre —1 et 1.

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : sommes des puissances
d'entiers

ptl .
+1
1. Soit k& > 1.Parlaformule du binéme, (k+1)PH1 = Z [eft?] {p ; Nk7 . Le terme

7=0
7 =p+1 vaut P+l donc

p .
(k+1)PH — pr+l = Z [\eft?](p—gl—}))kj,
7=0

Onsomme pour % de 1 a 7.A gauche, le télescopage laisse l:ﬂ,—|—]_:lp+1 — 1. Adroite, on

o+1 0 '
intervertit les deux sommes finies. On obtient z [\ﬁt?]{ 3 — }:‘Z k7 . Enfin,
2=0 E=1
o0
Z kY = n = Sgln) . La relation est démontrée.
E=1

2. Pour p =1, larelations'écrit Sy + 251 = (ﬂ,-|_1:|2 —1 = n2 4 9n.Donc

S1ln) = ﬂ(ﬂ;ﬂ .Pour p = 2,elles'écrit Sy +357 +359 = {H—I—I}B _ 1. Ainsi
359 =8 +3n2 4 3n —n— 22D _ 54 3,0 4 1, nlndl)@ntl)
Donc Sg{ﬂ:l — n[n+1j6[2ﬂ+1) .

3. Pour p=3,0na Sy+451+657+453 = I:n—|—1]4—1 = nt 4 4n3 4 6nl 4+ 4n.
Or Sg+451 4659 =n-+ 2n4 + 91 4+ 2n3 + 3n2 4+ n . Cette expression vaut
and 4 5nd 4 4n . Pardifférence, 4S5 = n? 4+ 2n3 £ nd = ﬂﬁ(n_|_1}2 . Donc

n2(n+1)2
St = 0D 52
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4. Notons P(p) l'assertion de I'énoncé. Pour p = 0,ona Sg(n) = n = ”Tl +0: PO
estvraieavec ¢y = 0 .Soit p = 1, etsupposons P(7) vraiepourtout 7 < p—1.la
question 1 donne

—1
(p+1)S p(n) = (n+1)PH1 1 = io[\eftﬂ(f”?b))sj(n)-
pa

r
, . 1 _, ptl ptl '
D'abord, la formule du bindme donne {n+1)FT* = nPT* 4 E [heft?]( : Int.

=1
Ensuite, pour 7 < p — 1, I'nypotheése de récurrence écrit 53'{?‘1} comme combinaison a
coefficients rationnels de HU] - ni‘+1 , avec j + 1 < p . Par conséquent, il existe des

P .
rationnels dg, . . ., dp, indépendants de 7, tels que (p+1)Spln) = nPTl 4 Z d; nt,
1=0

d’ .
En divisant par p + 1, on pose c, = j.’.'_-f-l .Ainsi  P(p) estvraie, et le résultat vaut

pour tout P £ [N par récurrence forte.

5. Soit & > 1.Lafonction ¢ —s P estcroissante sur R4 .Pour t € [k—1, k], ona donc
k

+P < }gp . Par croissance de l'intégrale sur un intervalle de longueur 1, P 4t < Egp )

k—1
De méme, ¢P > k¥ sur [k, k+1] donne la seconde inégalité. On somme pour k de 1 &

71, avec la relation de Chasles :

n+1
tP dt < §p(n) < t? dt.

R+l (n+1)PH1 —1
Cela donne pow| < gp{n:, < TS

p = 2 et n = 5 :lesrectangles de hauteur k2 recouvrent I'aire sous la courbe. On divise

. La figure ci-dessous illustre la minoration pour

ensuite par P11~ g :

1 Sp(n) _ 1 1
1 S pH S pHa (147

1
)" -

Sp(n)

r+1

. 1 Lo 1
Le majorant tend vers p_—|—1 . Par le théoreme des gendarmes, tend vers p_—l—l .

n



— y: t2
25 - |:| rectangles de hauteur k? : S(5) =55 25
5
aire [ t? dt=125/3
20 -
16
15 1
10 A 9
5 - 4
1
0 —
0 1 2 3 4 5

Point de méthode : |a relation de la question 1 permet de calculerles S p de proche en proche ;
nP+1

retenez surtout le terme dominant .
p+1

Corrigé de l'exercice 23 : Probleme : inégalité de Cauchy-
Schwarz discrete

. . SRR R, T B 0 b g il
1. On développe le carré : (a.b aj-bﬁjl = ab) Zaébﬁaj-bj + ajbﬁ . On somme sur tous
252 — 2 2\ _ _
les couples. D'abord, Z aébj - (Z aé)(z E':.' = AB . Par symétrie des roles de 1
%7 1 J

_ Y By — 2
et 7, letroisieme terme donne aussi A B . Enfin, £ _{azb?}{ajbi’} ¢ , car c'est le

4
produit de deux sommes. Donc I = 2AB — 2C2 = E{AB — SE) .

2. Lenombre I est une somme de carrés de réels, donc L} = (. Par conséquent
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C2 < AR .Deplus, une somme de carrés est nulle si et seulement si chaque carré est nul. Il y
a donc égalité si et seulement si .05 = ‘ljbé pour tous %, 7.

3. Directement, I'inégalité s'écrit =

y 2
Ant1) < n2(n+1)(2n+1) Aprés division par = I:f;l) ~0,
elle équivaut a 3(n—+1) < 2(2Zn-+1),soit n > 1. Elle est donc vraie. Par Cauchy-Schwarz, on

prend rJfr;.{:zlet b = k. Alors C:ZFQ, A =n et B:Zﬁ;g.On

n E m
retrouve (Z FQ) < nz k2,
k k=1

=1

4. Onpose Op = fTp et bp = ﬁ , bien définis car £ > 0. Alors apbgy = 1, donc
_ _ 1
C = n .Deplus, A = Z Ty et B = Z T Cauchy-Schwarz donne

(=) (X A) 2 2

nln+1) 2
5. On applique la question 4 avec Ty = % . On obtient 5 Z
k=1

> ﬂg. En divisant par

=

n
+1 . 1 2n
n(ﬂg ) ~ (0, il vient kE— 1}: E

mn

1
6. Onprend G =1 et b = vk . Alors (Zu‘%) < nz k=" [1;—1— j.Les deux
k=1
n

E=1
n+1

membres sont positifs, et la racine carrée est croissante. Donc Z‘-"‘E = n 5
k=1

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup
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e Chapitre suivant : Trigonométrie et fonctions circulaires

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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