Exercices de maths spé

Séries numériques et vectorielles

Les questions sont indépendantes.

> ()
1. Déterminez la nature de la série . ( n+1 ) .
n =

)

Al

2. Déterminez la nature de la série Z CDS(
n =1

2" + 3"
3. Justifiez la convergence de Z 57 et calculez sa somme.
n >0

b
1
4. Montrez que Z /E 2 VT pourtout 7 = 1 .Qu'en déduisez-vous pour la série Z ljw’ﬁ,
k=1
dont le terme général tend pourtant vers 0 ?

Exercice 2 : Séries télescopiques

1
1. Montrez que la série Zg ln(l o n2> converge et calculez sa somme.
n =

2. Dé S S la f L 1 _ L is calcul

. Décomposez A+ (nt+) sous la forme 5 At~ D)D) , puis calculez
4+ oo 1
Z n(n+1)(n+2)
n=1
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3. Montrez que, pour tout entier n = 0,

arctan(n+1) —arctan(n) = arctan(m) .

+oo 1
4. En deéduisez la valeur de ZD arctan(m ) :
mn=

Exercice 3 : Nature par équivalents

Déterminez la nature des séries de terme général suivant, définies pour 7 = 1.

Exercice 4 : Regle de d'Alembert

. 3
1. Etudiez la nature de o7
2. Etudiez la nature de Z (nt)?
| (2m)!

3" !
3. Etudiez la nature de Z nt
n > 1




(2m)!
4™ (nh)
conclure. Montrez ensuite que la suite {n uﬂ) est croissante, puis concluez sur la nature de

4. Onpose U, = 5 pour T = 1 . Vérifiez que la régle de d'Alembert ne permet pas de

1. Par comparaison série-intégrale, montrez que lnl:n—l—l} < H, <1+ Inn.Déduisez-en un
équivalent de H, .

2. Onpose un, = H, —Inn et v, = H, —In{n+1). Montrez que ces suites sont
adjacentes. On note ¥ leur limite commune.

3. Donnez un encadrement de ¥ al'aidede %7 et Y.

Exercice 6 : Série de vecteurs du plan

)
On identifie C auplan [RZ et on pose Uy = (%) pour 7 = 0. La figure ci-dessous représente

les premiers termes g, U1, Ug et U3 comme des vecteurs issus de I'origine.
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1. Montrez que la série E Ugm converge absolument.
2. Calculez sa somme sous forme algébrique.

oo cos(nm /2) oo sin(nr [2)
3. Déduisez-en les valeurs de Z E—nf et de Z %

, puis vérifiez le premier

résultat directement.

4, Dans [R2, étudiez les séries de vecteurs ; Wn et Z}:l z”.ou
)

n 0
W = L! R et = l: 1 Calculez la somme guand elle existe
7=\ 9™ (n+1D(n+2) =\ m g1 ) q :

Exercice 7 : Séries a parametre et comparaison

5)
1. Soit @ € R .Déterminez, selon @, la nature de El nd (1 —to3n /)
n



1/n
2. Déterminez la nature de Zl (ﬂ‘ -1 ) .
mn

1+1/n
1
3. Déterminez la nature de z ( (7 )
n > 1
(In n)*

4. Soit a € [ .Montrez que Z n2  converge.

n > 2

I‘n

5. Soit x == (. Déterminez, selon i, la nature de 14 zin |

n>1

Exercice 8 : Lien suite-série pour une somme de racines

i1
1
Pour n > 1,onpose Up = Z 7F T 2m

k=1
1
- . = — . L
1. Montrez que P | n ST (m 4 m)g , puis donnez un équivalent de

YUpt1 = Yn .

n
_ 1
2. Déduisez-en que {un} converge vers un réel ' . Que peut-on en conclure pour E JE ?

E=1
oo
3. Montrez que U, — ¢ = Z {uk — u}:+1:' , puis, a l'aide d'une comparaison série-intégrale,
k=m

que uﬂ—{jm%.

Exercice 9 : Sommes partielles par comparaison série-intégrale

2.3/2 . © 2 3/2
1. Montrez que, pourtout 7 =1, 3n™" < Z vk < g({ﬂ—i-l) —1) . Déduisez-en un
k=1
n
équivalent de Z VE
k=1
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2. Montrez que, pourtout 7 > 1, nlnn—n 41 < In(n!) < (n4+Din(n+1) — n . Déduisez-
enque In(n!) ~ nlnn.

n
a  potl
3. Plus généralement, soit a > 0. Montrez que Z koo at1 -

k=1

Exercice 10 : Séries de Bertrand

1
tint

1. Montrezque f:f — est décroissante et positive sur  [2, +0o[ . A I'aide d'une

1
comparaison série-intégrale, montrez que Z n In n diverge et que

n > 2
ol
S5y, = kg_gm ~ In(ln n) |

1 +eco 1
2. Montrez que E 7 (In njg converge, et que son reste  fi,; = E . ..a Vérifie
pZry B0 &)

A%
e

n
“_:Rﬂiﬁpour n =2,

1
3. En utilisant le résultat In{n!) ~ nln n , déterminez la nature de ;2 In(nt) .
T

Exercice 11 : Reste de la série de Riemann

Soit & >1.0Onnote H, = Z

[
k=n+1k

1 1
1. Montrez que (e — D{nt1)® — 1S Hy < m pour 7 = 1, etdéduisez-en un

équivalent de F,; .

2. Pour o = 3, déterminez un entier 1 qui garantit R, < 10—4,

=

n
1
3. Pour o = 2,onnote Sy = Z @ . Montrez que . On admet
k=1

g 1
?_Sﬂ_ﬁ

n(n+1)



gue la somme de la série vaut WE/G .

T
On considére la série Z;:;l Un avec Up = S_n,et onnote .5 sasommeet f, sonreste
T
d'indice 7.
1. Montrez que la série converge.
2. Encomparant § et S,/S , calculez § .
i)
E1 o1 o 2in+1)
3. Montrez que w0, < 5 pour tout k& = 2 . Déduisez-en que R, < W pour tout

n=1.

4, Déterminez unrang 7. a partir duquel la somme partielle .5, approche § a 10—2 prés.

Donnez un équivalent simple de chacune des sommes suivantes quand ¥ — 0o .

7 1
1. Ap = ;;13;:_1

=]

2. B, = Zlkgln(l—l—%)

s
I

n n
1 1
3. Cp = E lﬂ(l +E) , en admettant que E g~ 2m

n
1 , . k , -
4, Dy = };ZQ in & - On pourra introduire Gr = [ E et appliquer le théoreme des
accroissements finisa ¢ — ¢/In ¢.
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et donnez un équivalent de son reste

1. Justifiez la convergence de Z 52

+k—|—1
+oo 1
2 .
k:n—l—lk +Ek4+1

_— 1 1 1 1 P
2. Vérifiez que, pour & = 2, G—Dk(E+D) — E(Ek—ljk — k(k—l—l})' Déduisez-en un

+oo 1
équivalent de Z sm( kﬁ)

E=n+l
+oo 2
3. Donnez un équivalent de Z ( el/F 1 ) .
E=n+1
+oo
1

4. Montrez que ) Z-H I;% = % Enﬂ + o( ) On pourra étudier é - ﬁ .

=n

Exercice 15 : Théoreme de Cesaro et moyennes géométriques

)

. 1 & k
2. Calculez _liﬂ}l_mn Z (1 + 1 ) .

i

n
lim sm(
1. Calculez n - —I—oo Z

4. Donnez une suite divergente dont les moyennes de Cesaro convergent.

Exercice 16 : Série géométrique de matrices




08&1/2
Onpose A = %([\ra;r?]lm‘gill,}) et B = (1/3 &/D})'

1. Montrez que A" = Elﬂ([\.ﬁrajr?] é%?,}) pourtout n = 0.

2. Montrez que la série Z A" converge et calculez sa somme & .
3. Vérifiezque § = (Iq— Aj_l.

4. On munit Ms(R) de la norme M = e Z |méj| , dont on admet qu'elle est sous-
J

multiplicative. Calculez 4| et [£]. Montrez que E B converge absolument et calculez sa
somme.

Exercice 17 : Exponentielle d'une matrice

+co IV
Pour M € Mq(R), onrappelle que exp(M) = Z m'
n=0

mn.

1. Soit a,bER et A= ([Rra;r?] g g;g ,}) Calculez A", puis exp(A).

2. Soit J = ([may?]?gm‘l

_ {cost —[\sint?]
exp(td) = ( sint &cost ) '

) et £ € R.Calculez J2, puis montrez que

3. Soit ' une norme subordonnée sur Mo(R) . Montrez que |excp(M)| < eI,

1
Onnote Hy = L etonadmetque H, —Inn — ¥ .0Onpose wy, = H,—-Inn —-y.

>

k=1
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1
And

P

1. Montrez que w,, — W

4o

2. Justifiez que wy = Z (wy —wyy 1), puis montrez que aw,, ~ ﬁ :
k=mn

3. Déduisez-enque H, =Inn + v+ ﬁ + o( % ) )

n
4. Donnez un équivalent de z W .
k=1

Exercice 19 : Suite récurrente et théoreme de Cesaro

Soit upy € ] 0, E—T ] et U 41 = sin(ty,) . La figure ci-dessous montre la construction des premiers

termes pour g = 1,5,



1.2 7

1.0 1 oS

ur Ui Uo

00 02 04 06 08 10 12 14 16

1. Montrez que (%) esta valeurs dans ] a, % ] , décroissante, et qu'elle converge vers .

1 1 1
e R
ﬁn+l n

2. Montrez que

3. Déduisez-en un équivalent de tn .

4. Déterminez la nature des séries Z Uy |, Z ud et Z ud .

Soit g >0 et un_l_l:uﬂ—kﬁiﬂ pour n = 0.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1. Montrez que l:un:l est bien définie, strictement positive, croissante, et qu'elle tend vers —oo .

2. Calculez uf.%,+1 - u% et déduisez-en que U, ~ Vin.

3. Montrez que u% = 2n + % Inn + ol:ln n:l -

4. Déduisez-en que w,, = Van 4+ iﬂ% 4 .;:.( 1%‘”’) _

Exercice 21 : Probléeme sur la formule de Stirling

n! g?
Pour mn > 1, onpose Uy = In ﬂ‘n+1;g :

1. Montrezque w4 — Uy = 1—(n—|—%)1n(1+%)-

2. Montrez que Upy] — Un = _131ﬂ2 + G( ﬁ) '

3. Déduisez-en que () converge versunréel £, puisquiilexiste C >0 tel que
nl o O nﬂ—l_lﬁe_”-

4. Montrez que i, — £ rv ﬁ :

n

5. On admet que [\dbinom7?]2nn r~v % . Déduisez-en que ' = 2.

. : . - n! g? . . 1
6. Déterminez enfin la nature des séries Z —on et z [\dbinom7?]dnn FEx

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.



Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : séries numériques et vectorielles, cours de maths spé

A maftriser avant : Normes, espaces vectoriels normés et suites

Chapitre précédent : Compacité, connexité par arcs et dimension finie

Chapitre suivant : Suites de fonctions : convergence simple et uniforme

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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