Corrigés des exercices de maths spé

Séries numeériques et vectorielles

Corrigé de I'exercice 1 : Divergence grossiere et premieéres

sommes

o n 1
1. On écrit (ni-l-l) — exp(—n ln(l + 5 )) .or In{l141/n) ~ 1/n, donc
2 ln{l + lfn;'l — 1. Par continuité de I'exponentielle, le terme général tend vers e—1 ?é 0.
La série diverge grossierement.

2. Par continuité du cosinusen 0, cos(1/n) — 15 0. La série diverge grossiérement.

i) mn
3. Les séries géométriques Z (2/5) et Z (3/5)" convergent, car leurs raisons
appartiennent a [D, 1[. Par linéarité, la série proposée converge et
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La somme vaut ik

4. Pour 1 <k <n,ona Vk < v\, donc ﬁ = % En sommant ces 7 inégalités, on obtient

i)
1 n
E JE Z 7 = YT Ainsi, les sommes partielles tendent vers oo . La série E 1/vm
E=1

diverge, bien que 1/Jﬁ — 0. La condition u, —+ U est donc nécessaire mais pas
suffisante.

Corrigé de I'exercice 2 : Séries télescopiques
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(n—1)(n+1)

= .Posons @, = In(n+1) —Inn . Alrs

1. Pour n > 2, 1_%:
mn

ln(l—#) = [1n(n+1)—lnn}—[lnn—ln(n—l)} =a, —a

n—1-

N
Par télescopage, Z ln(l — #) =a —6 = ln(l + %) —In 2. Ce terme tend vers
n=32

—In 2 . La série converge et sa somme vaut —|p 2.

1 1 (a3 —n 2
n(n+1) l:ﬂ+lfl:ﬂ+2:| T aln+Dn+2) T an41(e42)°
La décomposition est donc juste. Posons bn = m . Alors

N

1 1 .
> e = 5(b1 — bav-+1). quitend vers
n=1

2. On réduit au méme dénominateur :

. La somme vaut % .

-

by =

[l

3. Posons @ = arctan(n+1) et b = arctann.Comme 0 <b<a<7,ona

a—bE ] 0, % [ . De plus, la formule d'addition donne

_(n4l)—n _ 1
T 14+ nn+l) T n?24+n+1

tan(a — b)

XTE

Or g — b appartient a ] —%! [ ou arctan estlaréciproque de tan.Par conséquent,

_ 1
a—b = a,rcta,n(ﬂg+n+l).

4. La série est donc télescopique :
N

Z arctan(m) = arctan{IN+1) —arctan 0 = arctan{IN+1) . Quand

n=1>0
N — oo, ceterme tend vers ;—T . La somme vaut E—T .

Point de méthode : une série télescopique se reconnait quand le terme général s'écrit %y 41 — %n .
La somme vaut alors lim ap — Onq, et le calcul est exact.

Corrigé de I'exercice 3 : Nature par équivalents

Toutes ces séries sont a termes positifs. On peut donc conclure a I'aide d'équivalents et des séries de



Riemann.

l.Ona n4+lrmnet n3 42~ n3, dnc a, ~ # . La série converge.

2. Comme sinxz ~ z en [0,ona by % ,et by, > 0. La série diverge, comme la série
harmonique.

2 , .
3. Comme ] —cosx m % en (0,ona Coqp ™ ﬁ . La série converge.

4. D'abord, dy = 0 car e® = 14 x par convexité. Ensuite, ¢ = 1 4+ x -+ %}' + o(g_c?},

1 <rl
donc dy, ~ 7 5. La série converge.

5.0na ah+l) = afl+1/n ~ n, donc g ~ %.La série diverge.
6. Oncompared 1/n? : ngfn = nte— = exp(dlnn —va). or

41lnn — vy — —oo par croissances comparées. Donc fn = 0{1/?‘13} . La série
converge.

Corrigé de I'exercice 4 : Regle de d'Alembert

Tous les termes sont strictement positifs, donc le quotient Uﬂ_,_lf’t&ﬂ est bien défini.

Unt1 _ (nt1)? g" 1( 1 )3 1 1 ‘i
1. Ona Un = ontl w3 = 3 1+5) =5 Comme 7 <1, la série converge.
Unt1 (n+1)> nt1l 1

2. On calcule

= = = . La séri _
Un 7 (Zn4+2)(2n+1) = 2(2n4+1) —+ 4 La serie converge

3. On calcule

un-i—l_gn—'_l (”"’1)! n™ n no 1 -
YT () 'an!—Q(n+1) =2(1+4)

Ce quotient tend vers 2/e.Or e > 2,donc 2/e <1.La série converge.
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u 2n4-23)(dn41
4, Ona E:l = ( ﬂ-i(n:—lllil?g ) giié — 1. La regle de d'Alembert ne permet donc pas de

conclure. En revanche,

(n+1)u, 4 _ (n+1)(2n+1) 2n+1 o1,
nln - n(2n42) —

. Par conséquent,

He | b2
B2

Ainsi, la suite (1 1o, ) est croissante, et n o, > 1. =
Up = ﬁ pour tout 7 = 1 .Par comparaison avec la série harmonique, la série Z U
diverge.

Point de méthode : quand le quotient tend vers 1, comparez ”n+1/”n a ’Un_|_1/’b'n pour une
suite de référence, ici vy, = 1/n .

Corrigé de I'exercice 5 : Encadrement de la série harmonique

1. Lafonction ¥ — 1/t est positive et décroissante sur [1, +eo[ .Pour & > 1,0na

E+1
% > % .Ensommantde k =1 & n,onobtient H, > In{(n+1). De méme, pour
k
k
k> 2,ona % < f % .Ensommantde 5k = 2 a m,onobtient H, —1<Inn.
k—1
Ensuite, pour 7 = 2 ,ondivisepar Inn >0 :
In(n+1) < H, L 1 1
Inn Inn SInn T,

Infn+1) = Inn + In(1 4 1/n), donc le membre de gauche tend vers 1. Par
encadrement, H, ~ Inn.

n4-1
2. D'abord, _ _ 1 ( l)_L_ dt syr [n,n+1],ona
Upyl ~Un = o1 —Il\1+5 ) = 23 ; [, nt]
" n+2
%:_ﬁn%_l,donc un+1—UnED.Ensuite, V11~ Un :% i—“f:_}[j,car

n+1



1 1 . .
< g sur [n+1,n+2] . Enfin, 4, — v, = 111(1 T %) —y (. Les suites () et
(’uﬂ} sont adjacentes : elles convergent vers une méme limite Y.

3. Comme (vy) crotet (uy) décroit,ona ¥y < ¥ S uj.or vy =1-In2 et uy =1
.Donc 1—In2 < €1,soitenviron 0,307 < ~ < 1.Enréalité, -y ~= 0,577.

La figure ci-dessous montre les points H 4, coincés entre les courbes In{n+1) et 1+ lnn , dont
I'écart tend vers 1.

4.0 1

3.5 1

3.0

2.5 -

2.0 1

5 °
1.5 el —— 1+Inn

1.01 &, e Hn
Yy = In(n+1)

25 50 7.5 10.0 125 150 17.5 20.0
n

Corrigé de l'exercice 6 : Série de vecteurs du plan

1
En r
converge absolument, donc elle converge, puisque © est de dimension finie sur [.

1. Ona |uy| = ;7. terme général d'une série géométrique convergente. La série E Up

2. Comme % | < 1, laformule de la série géométrique donne
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i@(g)”_#_i_w+
2) T1-ij2=2-1= &
n=>0

La somme vaut 2.

T
{1 ]

_|_

2inm/2 cos(m*rf?)
3.0na wy, = =— 77 doncR{n}_ tI(n}_
complexe converge si et seulement si les séries de ses parties réelle et |mag|na|re convergent, et

Lo cos(pm/2) 4 4_2':’:0 sin(nr/2) 9

S—m(nﬂ’mj . Une série

les sommes se correspondent. Ainsi, Z 77 =g et 57 = E. . Vérifions
n= n=
le premier résultat. Pour n impair, cos(nar/2) = 0.Pour n = 2m, cos(mm) = {—1}m
21\ 1 4
Donc la somme vaut Z (—@) =1x 1/4 =g .Lles deux calculs concordent.
m=10

4. Une série de [RZ converge si et seulement si ses deux séries de coordonnées convergent. Pour

1
=5 = 1 1 1 -
(wy),ona n;ﬂ o™ 2. De plus, (D (nt2) — ntl  n+a , donc la seconde série

télescopique vaut 1 . La série E )y converge et sa somme vaut {2, 1}. En revanche, la
premiere coordonnée de “#n est l/n . Or la série harmonique diverge. La série E Zn
diverge, bien que =z, — 0 et que la série des secondes coordonnées converge.

La figure ci-dessous représente les sommes partielles 5, de E Uy . Chaque terme tourne d'un

quart de tour et se divise par deux, de sorte que la ligne brisée s'enroule vers le point % + % 3.



0.6
K sommeS=32+32i S, S,
0.5 1 2
()] L/
= 0.4 - &
=
> 0.3 S3
©
£
o 027
t
® 0.1
0.0 1 ¢ >
So
—0.11 ! ! ! ! ! !
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
partie réelle

Corrigé de I'exercice 7 : Séries a parametre et comparaison

..‘.',1'.'2 ;7 i / . N 'ﬂ._a _ 1
1. Comme 1 —cosx 5 en 0, le terme général est positif et équivalent a 3 = Tmd—a

D'apres le critére de Riemann, la série converge si et seulementsi 2 — a > 1 . La série
converge si et seulementsi o < 1.

n n

ﬂlf'-”f —1 ru IHT'” .Pour m =3, lnn >1,donc lnT” > % Par comparaison de séries

positives, la série diverge.

2. On écrit nlf”_lzexp(lnﬂ)_l.Or MR _.p.,et eT—1r~ £ en 0.Donc

3. Ona (l )1 tlfn 1 o3 (_H) . L'exponentielle tend vers 1, donc le terme est
n = meXp T

équivalenta = . La série diverge.

a a
4. 0na 53/2, (n 2’) — (lnﬁ?j _y () par croissances comparées. Donc le terme est un

n
o(l/ngﬂj ,et 3/2>1.La série converge pour tout réel .

5. Distinguons trois cas. Si 0 < x < 1,alors x2n s 1, donc le terme est équivalenta x£™,

terme d'une série géométrique convergente. Si 1+ = 1, le terme vaut % et la série diverge

mn
N . . / . n —T 1 s .
grossierement. Enfin, si = =1, on écrit X — X o ( = ) , et la série converge.
1+ x2n = 14 xr—2n x
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La série converge si et seulementsi = ?é 1.

Corrigé de I'exercice 8 : Lien suite-série pour une somme de

racines

Voici la démarche, étape par étape.

1 e
1. Ona Upyl = YUn = frgg 2( vyn+l —vm ) Avec la quantité conjuguée,

1
yn+l —vm = Jﬂ—_'_l_'_m.Donc

oy = Vntltm —2/nt1 m—nt+l
ntl = U T mFi(atl+m)  Vatl(vatl+m)

U

En réutilisant la quantité conjuguée au numérateur, on obtient la formule demandée. Ensuite,

1
Jn+1l o T et (~m+1 +Jﬁ)2 ro 4n.Donc U, g — Uy ™ T4 a2

L . A 1
2. La série Z (U1 — Un) estatermes négatifs, et [u, 1 — Up| ~ 2,372 Comme

3/2>1, elle converge. D'aprés le lien suite-série, la suite {u,) converge vers un réel

b b
1 1
' . Autrement dit, Z 7E = 271 + C + o(1) . En particulier, Z T VT
N—1
3. Pour IV >>n ,ona partélescopage Uy — Uy = z {”k — “k—l—l:' . Quand
+oo k=n
N — +oo,onobtient u, —C = Z {uk_ — uk—l—l) . Lestermes UYg — UYr.q sont
k=mn

positifs et équivalents a m Le théoreme de sommation des équivalents, cas convergent,

+oo

donne donc i, — C %Tﬂ,avec T, = Z k32 o + — +73/2 est
k=mn

décroissante et positive. Pour 7. = 2, la comparaison série-intégrale donne

+00

+0o0
dit dt L2 2 .
13/2 <7, < / t”ng solt 5 <, < ——

n n—1



_ . 2 . 1
Les deux bornes sont équivalentes a = Par consequent, %, —C ro Tk

Corrigé de I'exercice 9 : Sommes partielles par comparaison

série-intégrale

1. Lafonction % — vF estcroissante sur [0, +oo[ . Pour &k > 1, 0nadonc
k+1

k
fﬁgjtﬁ_:&c:_: fﬁdt.Ensommantde bk = 1 a 7, onobtient
E—1

n n—+1
TL
fdt < ) VR VE dt.
=1

2 tgf@ . Ensuite,

3
(n-|-1}3»'f2 . ng;g , donc les deux bornes sont équivalentes a % ﬂB;g
n

3 o 3.

C'est I'encadrement demandé, car une primitive de f est

. Ainsi,

k=1
k+1
2. Lafonction In estcroissante. Pour & > 1,0ona |nk < Int dt,etpour k& = 2,
k
k
Ink > Int df . Une primitive de In est £ ln £ — £. En sommant la premiére inégalité
k—1

de 1 a mn,onobtient In(n!) < (n+1)ln(n+1) — n . En sommant la secondede 2 & 7, on
obtient ln{n!} > nlnn—n41,puisque lnl = 0.Enfin,pour 1 > 2, on divise par

n ln n . Le minorant donne 1 — ﬁ + . 11n - 1. Le majorant s'écrit
(n_ijiztz_‘_l) _ lnln —y 1, car Infn+1) ~ Inn.Donc In(n!) ~ nilnn .

3. Pour o >0, lafonction ¢ — +“ est croissante. Le méme raisonnement qu'a la question 1
donne

+1
n&tl o (D) -1
afl = kzl k< o
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n
. . potl 3 ke notl
Les deux bornes sont équivalentes a n%7> Donc ko e 1 -
a+1 = o+

Corrigé de I'exercice 10 : Séries de Bertrand

1. Sur [2, +oo[ ,lafonction ¢ — ¢1In ¢ estun produit de deux fonctions positives et

croissantes. Elle est donc positive et croissante, et f est positive et décroissante. De plus, une
k+1

primitivede f est £ — In(lnt).Pour & > 3 ,0na f f < k)< f f - En
E—1
sommantde k& = 3 a 7, on obtient

In(In(n+1)) —In(ln 3) < 5, — 5755 < In(In n) — In(In 2).

Le minorant tend vers 0o, donc la série diverge. Ensuite, In{n+1) = Inn + o(1), donc
In(In{n+1)) = In{ln n) 4+ o(1). Ainsi, S, = In(ln n) 4+ O(1) . Comme
In{ln n) = 400, on obtient 5,, ~ In(In n}.

1
2. Lafonction g:% — t—(ln tjg est positive et décroissante sur [2, —|—r::o[ , pour la méme raison.

Une primitive est ¢ — —ﬁ ,quitendvers 0 en —oo.Pour k£ > 3,0na
k41

g < g{ﬁg} < f g - D'abord, les sommes partielles sont majorées par

+co k=1
g(2) + f g = g(2) + ﬁ , donc la série converge. Ensuite, pour 1 = 2, on somme de

2
k=n+1>33a 4o
—+ o0 —+ o0

o) dt < Ry < [ g(t)a.
n—+1 L

. 1
On obtient n(nt1) < A, <



Derniere question

3. D'apres l'exercice 9, ln{n!} ~ 1 ln n , et ces quantités sont strictement positives pour

1 1 L 1 . o . ‘.
n = 2 .Donc In(nl) iy Or la série Z o — diverge d'apres la question 1. La série

Z 1 diverge
In(n!) ge.

La figure ci-dessous compare S & In{ln n) et au majorant obtenu. L'écart entre .Sy, et In(ln n)
reste borné, alors que les deux quantités tendent, trés lentement, vers oo,

2.5 1

2.0 1
151 e
1.0

0.5' — Sn= 1

0.0 - In(In n)

. 1 _
majorant sz + Inlnn —1Inin2

_0.5 - T T T T T T T T T
0 25 50 75 100 125 150 175 200

n

Corrigé de I'exercice 11 : Reste de la série de Riemann

1. Lafonction ¢ — ¢+ est positive et décroissante sur [1, +oo[ .Pour & > 2 ,0na
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k+1 k

ft_ﬂdtgﬁg_a:_‘: ft_ﬂ.gjf.Pour n =>1,onsommede k£ =n+la Joo.

k=1 +oo

Les intégrales convergent car o >>1, et f Q4 = '5‘1 Di On obtient ainsi I'encadrement

)
demandé. Ensuite, {n—|-1:|ﬂ_1 ~ 121, donc les deux bornes sont équivalentes. Donc
Fy (@ —1)ne—1°

2. Pour & = 3,0na A, < 21 Il suffit donc que ﬁ < 10—%, c'est-a-dire n2 > 5000.0r

704 = 4900 et 712 = 5041 .Lerang n = 71 garantit R, < 10—%,

3. Pour & = 2, laquestion 1 donne

1 .
0N obtient

| <R, < % ,avec R, = ’%2 -5, .En retranchant

1 1 _ 2 1
D) = el n S g ~9p—n =0

ara

Donc 5 —Sn —

. Ajouter 1/m a S, améliore ainsi nettement

1
< n(n+1)
I'approximation : I'erreur passe d'environ l/ﬂ a moins de 1/’*112 .

Corrigé de I'exercice 12 : Majoration d'un reste par d'Alembert

Suivons les questions dans |'ordre.

e
1. Les termes sont strictement positifs, et E:l = nB_-IT;I — % < 1. D'apres la regle de d'Alembert,
la série converge.

+co +o0 1l
2. Parlinéarité, = Z Al = Z B—m . Ce dernier terme est nul pour . = 1, donc
n=1 m=2
on peut commencera m = 1.AIors

=+ o0

G_S_ S m-(m +Z 1 1/8 1
3 = 3™ T 1-1/3 T 2




.2 1 3
Ainsi, ES:E.DO“C 5:@.
Ykl 101 11 _ 1 ¢,
3. Pour K> 2,0na w, =313k Ek3+6 _12.50|t n>1.Pour k>ntl>2,
/ 1 — n— .
une récurrence donne Uy < U1k 3 . En sommant, on obtient
1 2(n+1)
_-:ll:
4, Ona 0 <5 -5, =H, Pour n = 7T, lemajorant vaut % 2,4 x 10— 3, ce quine
suffit pas. Pour n = &, il vaut ﬁ ~ 91 x 10T 4. De plus, ce majorant décroit avec 71,
puisque le quotient de deux majorants consécutifs vaut B(ﬂ—flj <1.Pourtout n > 8, S,

approche S = 3/4 a 19—3 pres.

Corrigé de l'exercice 13 : Sommation des équivalents dans le
cas divergent

Dans chaque cas, on trouve un équivalent positif du terme général dont la somme partielle est connue.
Ensuite, on applique le théoreme de sommation, cas divergent.

1 1 . A . 1
1. Ona 7E—1 ™ 5L’ terme positif d'une série divergente. Par sommation, A, ru 5 H, .Or

H, ~ Inn.Donc Aﬂm]ilnﬂ,.

2. Avec n{l + ;]_:‘:] = r — ﬁ' + {}{333} on obtient E;;E ln(l + %) =k —% + {}(%) o
nin+1
La série 2 k& est positive et divergente, et Z k= % Donc B, ru %2

k=1

?-“HIH

3.0na In (1 + ﬁ,-) ﬁ,l— terme positif d'une série divergente. Par sommation, Cp o~ Z
k=1
.Donc Ty, ~ 2vT0,

1 1
4, Soit fp{t} = ﬁ sur [2] —|—CO|: . Sa dérivée vaut 'Fl:i:l =t (In t)g Par le théoreme

des accroissements finis, pour tout & > 2, il existe ¢y € ]k k+1[ tel que
In(k+1
a1~ 0 = @(cg).or Ink <lney <ln(k+1) e niin:; )

—s 1 . Donc
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1

Inec, ~ Ink  pui ~ t L ZO(L) Ainsi

L , PUIS in ¢y nk € (ln ijg ln & /- AINSI, Gk‘-l—l — ak i nE"
1.1 o 1 e et o o

De plus, ok > L donc la série Z ok est positive et divergente. Le théoreme de
sommation donne

TL 1 TL
Yomr~ > (ap—ap) =
k=23 k=3

a — q.
n—+1 3
. __n+l n . 1
Enfin, Gpyl = In(ntD) ~ g n o qui tend vers oo . Le terme constant Lo et la constante
@3 sont donc négligeables. Donc I}, r~ ﬁ

Corrigé de I'exercice 14 : Sommation des équivalents dans le
cas convergent

1. Ona 0< 1 =5

q::: Yol
}:—2 k12 donc la série converge. De plus,
1

1 11 2 1 1
k1 kD~ kT R+ k_Z:H(g —m) = ;77 Le théoréeme de
- 1 +co .
sommation des restes donne alors un reste équivalent a I Donc

= Ly

vy k24+k+1
5 ona S B Gk o) Rl € 2
' (k—Dk ~ k(k+1) — (k—Dk(E+1) — (E—DE(E+1)

b = -1k , qui tend vers (). Par télescopage,

, Ce qui prouve l'identité. Posons
+co

§ i = Dbt = i parail
E=ndil I:k_ljk[k+1:] - 2 n+l = 2ﬂ(ﬂ+lj ar ailleurs,
in( L)~ L 1

G111 k3 (oY) k-a o

(k—Dk(k+1)" et ces termes sont positifs. Par sommation des restes, le
1 +oo ] )
reste cherché est équivalent a In(ntl) Donc Z sm( E) ~ T
Ek=n+1
2
3. 0Ona elf}“"

—1 ~ 5, terme positif d'une série convergente. D'apres le cours,
+oo +oo
1 1 2 1
E @Nﬁ.Donc E (El,.f}.; —1) 7.
E=mn+l1 E=n41
1 1 (k—1)— & 1 .
4, P e ) Icul - — — — — . t t
our k& > 2,oncalcule 52 k(=D (k1) K2(k—1) Ce terme est de signe



1 1 1
constant, et kg(k 1) L3 Par télescopage, Z k(k— 1) = 5. Ensuite, par sommation

k=n+1
des restes et grace a la question 2,
& 1 1
hob=% phm~ X b~
k=n+1 k=n+1 —n—l—l

= 11 11
Donc Z k‘ = 7 2ng+§' nd /e

Point de méthode : pour un développement asymptotique d'un reste, retranchez le premier terme
obtenu, puis recommencez avec la différence, qui est une nouvelle série de signe constant.

Corrigé de I'exercice 15 : Théoreme de Cesaro et moyennes

géométriques
in(1/k .
1.Ona &k sin(%) = 51135 ) — 1,car 82Z _, 1 en (.D'aprés le théoréme de Cesaro, la
limite vaut 1

k
2. Ona (1 + %) = e}:p(k ln(l + %)) — ¢ . D'aprés le théoréme de Cesaro, la limite vaut

g,

Opyi (RHDFH g (k+D)F 1\ %k+1
3. On calcule T = (1Dl kk = & :(1_|_—) .Donc In @, —1.Le

théoréme de Cesaro donne alors, pour 7 = 2,

n—1

a Ina, —In a
ST L

ar n—1

or @; =1, donc 1“% _, 1. puis G&}f” —+ € par continuité de I'exponentielle. Enfin,
_ _n _n
a}lfﬂ = i/ Donc Cuir — e
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mn
4. Lasuite i, = {—1}1r1 diverge. Pourtant, Z (—1)}: vaut —1 ou (, donc ses moyennes
k=1
sont majorées en valeur absolue par % . Les moyennes de Cesaro de {_l}n tendent vers

0.

Corrigé de I'exercice 16 : Série géométrique de matrices

Regardons chaque cas avec soin.

1. La formule est vraie pour . = 0. Supposons-la vraie au rang 7. Alors

Antl %([\ray 1 & n)}) ( \ray7] L &1 )}) _ inﬂ([\ary 711 & n+1)’

2 0&1 0&1 04& 11

Par récurrence, la formule est vraie pour tout 7.

2. Une série de matrices converge si et seulement si les séries de ses coefficients convergent. D'abord,
1 _
2" T

| r-T= % L=
somme. Comme a I'exercice 12, 2 o™ ,donc T = 2. La série converge

n>1
« s~ (0B )

2 . Ensuite, la série E @ converge par la regle de d'Alembert. Notons " sa

2 —1/2 _
3.0na Iq—A = (D &Ug)Leprodwtdonne

(Ip—A)s =(150 171)=1,.

Donc § — {IE — A}_l,
4. Onli — 1 11y _ l 1hv 1 e
. Onlit Al = max| 53 +7535)=1et |Bl = max| 53 )= 5. Parsous-multiplicativité,

|IB"| < Lﬂ_ Donc Z B" converge absolument, et B™ _, (. Ensuite,

':IE - :' Bk = Iy - Brtl I . par passage a la limite,

|Mﬁ

5_ 0

[

(I — B) Z Bk = Iy . 0r det(fq — B) = 1—% — g.LaformuIede la comatrice
k=0



donne alors

& on 1 g(1&1/2
2 B"=(2-B)" = 1/3 & 1}

|

5 3/5 = .
La somme vaut (2/5 ! 6/5) . Remarquons que |A| = 1 :lecritere |A| <1 n'est
donc que suffisant, puisque A" converge quand méme.

Corrigé de I'exercice 17 : Exponentielle d'une matrice

1. Onécrit A = afy+ &N avec N:([Hrajr?]ggé,}).m N2 =n0,et Iy

commute avec IV . La formule du bindme donne donc A" = g™ I+ nan— g v pour

. o o § : a® _ el
n>1,et AV = 19 . Ensuite, on somme coefficient par coefficient : =0 nl T et
mn
nan—1lb an—1 o
=== — = bed ( 1&b )
1 1 — ) 7 .
= n! Z (ﬂ iyl .Donc exp(Ad) = e [\ray?] 0% 1 N

2. Oncalcule J2 = —TIq . Par récurrence, {t,}')gm = g’!—l}m t4m Jq et
(t7)2m Ll = (1) 2L 7 La série Z (tJ) / n! converge, donc la sous-suite de
ses sommes partielles d'indices impairs a la méme limite. Or

2M+1 n M. M 2m41
(tJ) (1) t2m ™ p2m (=1) " t2mt
E : n! = E : Qm Iy + E : (2m—+1)! J.

Quand M — —oo, onreconnait les développements de cos t etde sin . Ainsi,
exp(tJ) = cost Iy + sint J . On obtient la matrice de rotation d'angle *.

3. Une norme subordonnée vérifie |I9] =1 et |A™| < |M|™. Par l'inégalité triangulaire,
. 1M1 " < M)
Z < Z < e . Par continuité de la norme, on passe a la limite. Donc
n=I0

|e:{p{M}| < E‘lMl
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Corrigé de I'exercice 18 : Développement asymptotique de la

série harmonique

Détaillons le raisonnement.

1. Ona Wy — W, g = ln{n—i—l]—lnﬂ—,#_l = lﬂ(1+%)—ﬂi_|_1'or
ln(l—i—%) = %—ﬁ—k{j(%) et fn%i—l = %—#—k{}(#)ﬁardiﬁérence,
wn—wn_klzﬁ—l—{}(#).Donc wn—wﬂ_l_lmﬁ.
N1
2. Pour N >mn,ona Wp— 1wy = Z (wg —wpy ) Or wa — 0 par définition de
+oo k=mn 1
¥.Donc g, = kZ::ﬂ (wy — wg 1) Les termes sont équivalents & 52  donc positifs a

+oo
. . . 1 1 ,
partir d'un certain rang. Par sommation des restes, wyq ™~ 3 E vE Or ce reste est équivalent
E=m

1 1
Nﬁ.DOI‘IC wn”ﬁ'

1
n—1

a
3.0na wﬂ:ﬁ_kg(%).Donc anlnﬂ+ﬂ'}r+;—n+g(%).

4, Ona LI ﬁ terme positif d'une série divergente. Par sommation des sommes partielles,

- 1 = 1
E wy ~ 5 Hy Donc E wy ~ 5lon,

Corrigé de I'exercice 19 : Suite récurrente et théoreme de

Cesaro

1. Montrons par récurrence que iy £ ] Q, % ] .Clestvraipour n = 0.Si uUmhy € ] 0, % ] , alors
sin{uy, ) € ]D,l] , et liia—r .Ensuite, sinz < x pour x > 0,donc U,4q < tUp.La
suite est décroissante et minorée par 0, donc elle converge vers £ & [D, Z ] . Par continuité du

sinus, sin # = #.0r £ —sinx >0 pour £ >0.Donc u, — 0.



1  z2—sins . x3 -
2. Posons (;1:} Sm Pt ey .Avec sinrt = 1 — T+ {}{$5}, on obtient

, 4 , .
gind x = 2 — T + GI:;EB:] . Donc le numérateur vaut ‘% + 0(355} , et le dénominateur

est équivalenta % . Ainsi, p(xr) — % en 0.Comme u,y —+ 0 et Uy >0, on obtient

1 1 1
7 _;%:@{“ﬂ:'ﬁﬁ.

3. D'apres le corollaire du théoreme de Cesaro,

on obtient Uy @

1
nul — 3, donc u% r %.Comme Up >0,

4. Les trois séries sont a termes positifs. D'abord, 1, ™ donc Z Uy diverge. Ensuite,

a
Y

uZ ~ %,donc Zug diverge. Enfin, u3 r~ —f,donc Zu% converge.

Corrigé de I'exercice 20 : Récurrence et sommation des

équivalents

1. Parrécurrence, si %n est définiet Uy, >0, alors Uy = Up + '1%.!'1 est défini et
Uyt > Un > 0 . La suite est donc bien définie, strictement positive et croissante. Supposons
gu'elle soit majorée. Alors elle converge vers un réel £ > Up > 0 Par passage a la limite,
£ =4¢1 % , Ce qui est impossible. Donc Uy — 00, d'aprés le théoréme de la limite

monotone.

1 1
2. En élevant au carré, U,?H_l = U%+E+;%.DOHC ui+1—u% = E-I-,LT% — 2 . Le

Qe

corollaire de Cesaro donne = 592 Comme Uy >0, on obtient w, ~ Vin .

— 1 1
3. Par télescopage, uﬁ = u + 2n + Z % Pour & > 1,ona ,u: 3L , terme positif
E=0 b’
=1 1
d'une série divergente. Par sommation des sommes partielles, L2 ™0 Hy g 5 Inn
=1k

k
7 . L
Les constantes g et 2 sont des o(lnn).Donc u2 = 2n

4. On factorise : un = V2n /T + ¢, ,avec ¢, = In n +@(%) —s (0 .0Or
2
VIFe=14%+0(c2) et €2 = g(““”j — ln—"”*).Ainsi,

n2
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La figure ci-dessous compare les termes  Umn , pour Uy = 1, 3lacourbe 3m .Les points restent
|égerement au-dessus, ce qui traduit le terme correctif positif en 1n n .

10
8 _
6 u
4 i
2 i
e UuUpavecup=1
— V2n
0 i
0 10 20 30 40 50 60

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme sur la formule de Stirling

1.Ona w, = ln{n!}—l—n—(n—ké)lnn.Donc

Upy1 — Un :1n(n+1)+1—(n+%)ln(n+1)+(n+§)lnn
:1—(n+%)(ln(n+1)—lnn)



1 T 1.
+ G( E) . On multiplie par n + 5

(b)) im(14+h) =1+t o — b+ 0( ) =1+ g2+ 0( %)

Donc Upi1 — Un = —{9q3 —+ G( E)

3. Ainsi, Up,yq— Up = O(1/n2), donc la série Z (4,41 — un) converge absolument.
D'aprés le lien suite-série, (1,,) converge vers un réel ¢ . Par définition,
gl = n? T1/2 o—n oun, et gUn 4 o£ Enposant ¢ = £ > (), on obtient

Questions 4 a 6

+oo
4. Comme dans I'exercice 18, U, — £ = Z (ug — gy 1) - Les termes sont équivalents a
k=mn
@ , donc positifs a partir d'un certain rang. Par sommation des restes,
+oo
Pk i 1 1
Uy ~ 15 p2 ™ 195 - Donc Up — €~ o
=mn

5. D'apres la question 3, on remplace {En}! et n! parleurs équivalents :

i

(2n) 2 @) CemP e gimp iy
n) = (n!)Q (2 p2n+tl o—2n C RQW‘H - C

IS

Par unicité de la limite de (EE ) J7 47 ™, on obtient

nl ra VI nte .

.Donc & = T3, et

ol
*1|~

I ﬂ Ve -
6. D'abord, ”nfl ~ V3T 7 — oo . La série E R: dlverge grossiérement. Ensuite,
#14’5'- , terme positif. Par comparaison aux séries de Riemann, la série

(3)a - .
ST M

Z (22 ) 4™ diverge, ce qui confirme I'exercice 4.

La figure ci-dessous montre la convergence de {uﬂ} vers £ = |nyJ24r. Les points suivent de trés
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prés la courbe £ L , comme le prévoit la question 4.
12n

1.00+ ? e u,=In(n!e"n"+12)
[ = £+ 1/(12n)
\
l . .
0.98 - ‘l‘ —— limite £ =InVv2mr =0,919
\
\
\
‘\
0.96{ @
‘\
\
h\
0.94 o
“h
o o -
*®-0-0-0-0-00-¢ —0-0-
0.92 1 € -0-0-0-0-9
0 5 10 15 20 '
n

Point de méthode : pour trouver un équivalent d'une suite, étudiez la série de ses différences, puis
sommez les équivalents des restes pour obtenir le terme suivant du développement.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : séries numériqgues et vectorielles, cours de maths spé

e Les énoncés : exercices de maths spé sur séries numériques et vectorielles

e A maitriser avant : Normes, espaces vectoriels normés et suites



https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/normes-espaces-vectoriels-normes-cours-maths-spe

Chapitre précédent : Compacité, connexité par arcs et dimension finie

Chapitre suivant : Suites de fonctions : convergence simple et uniforme

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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