Corrigés des exercices de maths sup

Séries numériques

Corrigé de I'exercice 1 : Sommes partielles et séries

télescopiques

1 Lk 1 1 .
EELD — K41 kTR La somme partielle est donc

ko k+
= Y (h-gh) =1k

1. Pour £ > 1,0na

télescopique :

+oo 1
Ainsi, S, — 1.La série converge et Zl alntl) = 1.
n=

2. Vérifions d'abord I'identité proposée. On a
1 1 (n+2)—n y

nntl) " +De+2) T rat)®+2) T whtl)@E+2) . Alors

1
Posons g = m

S 11N _1 _1_ 1
k; k(k+1)(k+2) — 2&::1 (ap —ap) = 2(%1 = %q) = 2(2 - (n+1)(n+2))‘

. La série converge et sa somme vaut % .

R [

Cette quantité tend vers

(n—1)(m+1)

5 ~ [ . Le logarithme transforme ce produit en somme
n

3. Pour = 2,0na 1_%:
i)

111(1 — é) — (ln(n—l) — In n) + (ln(n+1) — In n)

Chaque parenthése donne une somme télescopique. Pour IV > 2, on obtient

N
> n(1-)=(n1—1nN)+(In(N+1) = 1n2) = nF! = In 2.

n=2
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Or Nj:l — 1, donc 1an}_1 — . La série converge et sa somme vaut —|n 2.

La figure ci-dessous montre les sommes partielles des deux premieres séries. Elles s'approchent de leurs
1

limites respectives 1 et 7 sans jamais les dépasser.
1.2 1
1.0 4o
e 060 0@ 0 0 000 ° e
PO
0.8 o * n
. ¢ ¢ kzlk(k]-.l-D:l_n}-l
0.6 - n
1
° . ;m
0.4 - —
0.2 _“““‘."'i".’"l"l"'I"-I“I---I--I---l--l—--l-——l——.—--l--l——I——I——-1/4
. O
0.0 ! T T T T
0 4 8 12 16 20

Point de méthode : découpez toujours la somme partielle avant de passer a la limite. En effet, séparer la

(o T 1 1
série en deux séries divergentes, comme E 5 et E a7 + N'apas de sens.

Corrigé de I'exercice 2 : Divergence grossiere

1. D'abord, cos% —s cos () = 1 par continuité du cosinus. Ensuite, sin% ~ %,donc

mn
n sin% —s 1. Enfin, (1 + %) = e:{p(n ln(l + %)) . Or nln(l + %) — 1. car
In{l4%) ~ z en 0.Donc ce terme tend vers ¢ .Aucun de ces termes généraux ne tend
vers (] :les trois séries divergent grossierement.



2. La suite ({—1}ﬂ} n'a pas de limite : ses termes pairs valent 1 et ses termes impairs valent —1.

n
En particulier, elle ne tend pas vers [ . La série Z {—1} diverge grossierement.

3. Posons g({z) = = —In{l+x) sur ]-1, +oo[. Sa dérivée vaut g/(z) = 1 — 1_%: = 1_,_%

. Elle est négative sur  ]—1, 0] et positive sur [0, +co[ . Donc g admet un minimumen 0O,
égala g(0) = 0. Ainsi, In(l+z) < = pourtout = > —1.
4. Ona ln(l + %) = In(k+1) — In k . La somme est télescopique :

"
1
Z 111(1 + E) = ln(n—I—l}_ D'apres la question 3, appliqguéea 1 = % ,ona

k=1
1\ _ 1 _ Nl

In{14 %)< ¢.Ensommant, Hy = Z ¢ 2 In(n+1) . or In(r+1) — +co.Doncla
k) =k =

série harmonique diverge, alors que % — 0.

Point de méthode : tester la divergence grossiére est le premier réflexe, mais un terme général de limite

nulle ne prouve rien.

Corrigé de I'exercice 3 : Séries géométriques et série

exponentielle

T T
1. Les séries Z (%) et Z <_%) sont géométriques de raisons de valeur absolue

strictement inférieure a 1 . Elles convergent toutes les deux. Par linéarité,

+i"‘:’2”+(—1)?qu 1 _ 5.8
3" 1-2"1+1 4

n=>0

—

La somme vaut 1"

2. La série converge, car % = 1. 0n factorise le premier terme :

210D

Il
Lt
Il
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De méme, B Lo t Let R, =1
e méme, m T gn+l’ 1 — a somme vaut = e n=g. gnr
. ‘s . ="

3. D'apres le cours, la série exponentielle Z i converge pourtout Z.Avec z = —Z,o0n

obtient Z ol = e—2,

n=10
. ﬂ—l-l n_ _1

4. On écrit -|_ Pour no 21, 5= fn—1)i ,etcetermeestnulpour n = 0.

Donc Z m1 converge et

n & 1
n! = (nl Zj'__

n=>0 n=1

Les deux séries convergent, donc on peut les additionner. La somme vaut ¢ + ¢ = Ze.

Corrigé de I'exercice 4 : Comparaison avec les séries de

Riemann

Tous les termes généraux sont positifs. On peut donc utiliser le critere des équivalents.

l.Oona n2d4n41r~n, dnc u, ~ ﬁ.Or Zé converge (Riemann, 2>=1).L

série converge.

mo_ 1 3 .
2.0na Uy ™~ 5= 372 3VeC g > 1 . La série converge.
3.0na gy, % = % , et la série harmonique diverge. La série diverge.

4.0na n(n+l) ~ n2, donc \fnln+l) ~n et g, ~ L La série diverge.

1

5. Pour mn =1, Ee][]:,l],donc Up >0 .Deplus, sinz ~ x en 0,donc wu, ~

La série converge.

1
nd’



Corrigé de I'exercice 5 : Nature par équivalents

. 2 .
1. Le terme est positifet 1 — cos r ru ‘% en [.Donc Uy ™ ﬁ . La série converge.

2. Leterme est positif et e% —1 ~s  en 0.Donc ¢, ~ % La série diverge.

3. Pour n =1, %E]D,E—r[,donc Uy >0 . Deplus, tanz ~ T en 0,dou uﬂmé.

La série converge.

Inm
n 1

4, On écrit ﬂlfﬂ — Eln n/mn. or lnT"”' —s () par croissances comparées. Donc Uy ™
qui est positif. Ensuite, pour 7 = 3, Inn > 1, donc lann, = % . Par comparaison avec la

- . Inm . S .
série harmonique, E = diverge. Par équivalence, E Uy diverge.

. R _ 1 oL 1 .
5. On multiplie par la quantiteé conjuguee : i, = Y o - Or Z 7 diverge
(Riemann, % < 1). Donc la série diverge. On le retrouve directement :
n
Z Uy = ¥n+l -1 — 400 La série diverge.
k=1

Corrigé de I'exercice 6 : Comparaison a une série de Riemann
par domination

Tous les termes sont positifs. On utilise la régle : si n® u, — 0 avec o > 1, alors Uy = o(%)

et la série converge.

_ 3 3/2 Inn _Inn . ) -
1. Avec o = 5 ona n a2 = m — [0 par croissances comparées. La série
converge.
2. Oncalcule n u,, = i — oo . Donc = 1 a partir d'un certain rang. Par
' " Inmn ' Up 2 7 9P 9.

comparaison avec la série harmonique, la série diverge.

3.0na n2e—A = exp(2lnn —vA).Or 2lnn — v — —co, car Inn = o(vA) . Ainsi

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

g—Im — o(#) . La série converge.

4. Deméme, nZd.nd3e~ " = pde—" 3 ().La série converge.

5. Pour n = 3, (ln n}ln n _ plnn-n(lnn) _ Jln(lnm) pag que In{lnn) > 2, c'est-a-

: 1 . 1 -
dire n > e22,0ona w, < —.Par comparaison avec =, la série converge.

In

Point de méthode : choisissez @ striccement entre 1 et I'exposant « visible ». Ainsi, pour —gﬂ tout

€ ]1,2[ convient, car le logarithme est négligeable devant toute puissance.

Corrigé de I'exercice 7 : Convergence absolue

1

1. Pour n =1, < o3 La série de Riemann E ﬁ converge. Par comparaison,

2

gin m
n

converge. La série converge absolument, donc elle converge.

—1)" n n nd . ,
2. Ona ‘% — ﬂn.Or ne - g—ﬂ = E—ﬂ — 0 par croissances comparées. Donc
L —0 L La série converge absolument
Eﬂ - ﬂg . .
inf . . .
3. On im = asz , terme d'une série de Riemann convergente. La série complexe converge
m

absolument, donc converge.

2
2+1

(—1)" +¢inn < 2 Donc

4. Posons
n? 41

. Par I'inégalité triangulaire, |wy| <

Lece]
E iy, converge absolument. Ensuite, le cours donne E Wy | < E |wy| . Enfin, on
n=1 n=1

compare terme a terme. Ainsi, Z Wy | = 2 ﬂ9+1
n=1

5. On a

e
%l — % , et la série harmonique diverge. La série n'est pas absolument

convergente. Elle converge pourtant, d'apres le théoreme des séries alternées : elle est semi-
convergente.



Corrigé de I'exercice 8 : Séries alternées : premieres

applications

1. La suite (%) est positive, décroissante et tend vers (). D'aprées le théoreme des séries
. ‘o 1 . 1 -
alternées, la série converge. Cependant, Z 7 diverge (Riemann, G < 1). La série

converge, mais pas absolument.

2. Pour = 2, Inn>0.Deplus, ln estcroissante et tend vers —co . Donc

(H)ﬂ > 7 est positive, décroissante et de limite nulle. La série converge d'apres le

théoreme des séries alternées.
(z241) — 222 1 _ 42

(z2+1)? 7 (22+1)
sur [1, 4+oo[ . Parailleurs, A(n) > 0 et h(n) ~ % —s (). La série converge d'apres le

3. Posons A(z) = EQL_H .Ona h’;{:t::l = 5. Donc A est décroissante

théoreme des séries alternées.

. (o Lo 1 ;
4. La suite (%) décroit vers 0. Le théoréme donne |R,,| < i Il suffit donc que
(_1)n+2

n -+ 1 = 100, Par ailleurs, le reste a le signe de son premier terme, . Pour 7 pair, ce

n+1
terme est positif, donc In2 -5, = H, > 0.Lerang n = 99 convient; pour 7 pair,

Sy est une valeur approchée par défaut.

Corrigé de I'exercice 9 : Encadrement de la série harmonique et

constante d'Euler

1
k+1

,car £ — % est décroissante sur |0, +oo[ . On
k

+1

integre sur un segment de longueur 1 . Par croissance de l'intégrale, % < f
k

-l

1. Pour t € [k, k+1],ona

il L

<is

dt
t

i+

<

Eial

k

2. Sommons l'inégalité de droite pour j% de 1 a 7. Parla relation de Chasles,
n+1

In{n+1) = f ‘“'i—‘**L < H,, . Ensuite, sommons I'inégalité de gauche pour &k de 1 a n-1:

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

n
H,-1< f% = lnn . Ainsi, In{n+1) < H, <14 Inn . Divisons par lnn pour
1

In(1+1/n)

Inm

— 1. D'autre part, lTannl L — 1. Par

n = 2 .D'une part, In(n+1) =1
Inn

encadrement, H, ~ Inn.

n+1
1 1 dtf D'apre i
. On calcule Uy g~ Un = 73] — (1n{ﬂ_|_1:, —In n) =g T D'apres la question
n
1, cette différence est négative. De plus, U, = ln{ﬂ—H} — In n > 0 d'aprés la question 2. La
suite (u,) estdécroissante et minorée par 0.

. D'aprés le théoréme de la limite monotone, ({%y,) converge vers unréel “¥.Comme
0<tup<u;=1o0na v €[0,1].Ainsi, H, =Inn+ 4+ o(l).(Numériquement,
¥ = 0,577.)

. La convergence de (uy) équivaut & celle de la série télescopique Z {un+1 — Up). La

1 1
série Z (ﬂ_H - ln(l + ﬁ)) converge, et sa somme vaut -y — 1. On peut le vérifier :
n>1

ce terme est négatif et équivaut a —ﬁ .

Corrigé de I'exercice 10 : Séries de Bertrand particulieres

. Lafonction ¢@:t — tlnt estdérivablesur |1, +oo[ ,dedérivée Int 413> 0.Elleest

donc strictement croissante et strictement positive sur cet intervalle. Par conséquent, f= %D
est décroissante sur |1, +oof .
N 1 1/t
. Une primitive de — 4 est In{Int) sur ]I, 4oo[ . Donc
tint In ¢
T k+1
/tlfl'i:i’ = In(In ) — In(In 2). Par décroissance de  f, f(k) > f f pour k > 2 .En
2 k
sommant,

T
> itar = In(In(n+1)) — In(In 2)?[1 — +oo0]+co.
=0

La série Z n 11n . diverge.



i)
3. Notons 1'p = Z fl:;@:l Pour k& > 3, f{}g} < f f . Ensommant pour k de 3 a
k=1
k—1
7, onobtient T, < f(2) 4 In{ln n) — In{In 2}. Avec la question 2, on a donc

In(In(n+1)) —In(ln 2) < T, < In(ln n) + £(2) — In(ln 2).

Infn+1) = lnn + ln(l + %) ,donc In{n+1) ~ Inn et
In{ln(n+1)) — In(ln =) — 0. En divisant I'encadrement par In{ln n) — +o0, les deux
mn

1
bornes tendent vers 1 . Ainsi, Z Flng In(ln n),

4. Lafonction §:% — m est positive et décroissante sur |1, +oo[ , pour la méme raison
k
qu'en question 1. Une primitive est —ﬁ .Pour k£ >3, g{}g} < f g - En sommant,
E—1
T

- 1 1
Zg(k)i: g(t)dt =3 —mn <
k=23 9

S |
b2

1
Les sommes partielles de cette série a termes positifs sont majorées. La série Z 2 (In ﬂ]g

converge.

-n_l:!—l
% —+ +oo, De plus, Tt Uy =

5. Pour a1, n%- L 7 =
7 (lnn) (Inn (In

regle de divergence ne s'applique pas non plus. Ces séries sont « a la frontiere » de la série
harmonique : seule la comparaison série-intégrale conclut.

)g — 0, doncla

Corrigé de I'exercice 11 : Equivalent du reste d'une série de

Riemann

1. Lafonction + — + @ estdécroissante sur [1, +co[ .Pour k > 2, 0nadonc
k41

k
f‘f—ngl&i‘: fd—n Sommons pour % de m+la N,avec N>=n =1
k —
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N+1
+dt o )
;a S Eﬁ pa =

=
-

¥
t k ¢
b
Or f%zw,et pl—e _, g quand b — +oo,car 1 — a < 0. Faisons
o —
. 1 1

i <R, <
tendre ¥ vers —+Co.On obtient T e B B ) P

—1
2. Le quotient des deux bornes vaut A — 1. Divisons I'encadrement par la borne de
n+1

droite : le rapport tend vers 1 par encadrement. Donc Fi, m.

3. Pour &+ = 2,0na Dgﬂﬂi:%.llsufﬁtdoncque %Elg—B.Lerang n = 1000

convient. Cette convergence est lente, car R, ~ % .

4. Notons S lasomme.Ona 5 = 5, + A, et ﬂL-H. < R, < % . Donc
S+ fn%l—l < S5<5, 4+ % . La longueur de cet intervalle vaut % - n}i-l = n(n1+1) . Pour

r. = 100, elle vaut mlm ~ 99 x 10—5.En prenant le milieu de I'encadrement, on

obtient 5 aenviron 5 x |0~ prés avec seulement cent termes.

Point de méthode : pour une somme infinie, sommezde n-+1 a IN, puis faites tendre N vers
I'infini. On évite ainsi de manipuler une intégrale généralisée.

Corrigé de I'exercice 12 : Sommes partielles de séries

divergentes

1. La fonction racine est croissante sur [0, +oo[ . Pour & > 1, on adonc
k+1

k
f VEdt < JE < f JE dt.Sommons pour k& de 1 a 7 avec larelation de Chasles :
E—1



TL
fdt < Y VE< VE dt.

2,.3/2 . W 3 3/2
Une primitive de  F est %tgﬂ .On obtient 37177 < Z vk < g(‘:ﬂ—l-l:l — 1) .
k=1

. Ona {ﬂ—l—l}gﬁ _ ﬂ3f3(1 + %)3"(2 ~ 1.3/ 2 . Les deux bornes, divisées par Z 2,32 tendent

2 3/
donc vers 1 .Par encadrement, E VE Rl / .
k=1

k k+1

. La fonction n est croissante. Pour % = 2 ,ona f Intdt <lnk < f In £ dt.
k—1

Sommons pour % de 2 a 71, enremarquant que 111{“!:' = Z Ink .

T

k=12
+
Intdt < lIn(n!) < [ In t dt.
1 2

Une primitivede [n est #ln f — . A gauche, on obtient n Inn —n <+ 1. Adroite, on

obtient {n+1In(n+1) — (n+1) —2In 2 + 2 . Donc
nlnn—n+1<In(n!) < +hn(r+1) —n —2ln241.
1 1

. Divisons par # In n . La borne de gauche donne 1 — nn —+ o

{ﬂ—l—l}ln{n—kl} — {ﬂ+1}(1n n -+ ln(l + %)) ~ m ln 7 . et les autres termes sont

négligeables devant n In n . Par encadrement, ln{n!} ~nlnn .

—s 1. Adroite,

La figure ci-dessous compare E VEk a ses deux bornes intégrales. Les trois courbes sont presque

k=1

confondues a grande échelle, ce qui traduit I'équivalence obtenue.
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120 -

100 -

80 1

60 -

40 -

Corrigé de I'exercice 13 : Somme approchée d'une série
alternée

1. Ona ﬂ

| — _2 terme d'une série de Riemann convergente. La série converge

absolument

2. Lasuite a, = # est positive, décroissante et tend vers (. Le théoreme des séries alternées
(_1)n+2
1)%

s'applique. Le reste  Fi,, a le signe de son premier terme c'est-a-dire le signe de
1

= (1)

(n+

( :1 .Ainsi, FH, > Usi n estpair, fi, < 0 si n estimpair, et |Hn|

3. On calcule 53_1—4+——w—31 Puis S4

. D'apres la questlon 2, Ha > 0et Hq<0,donc 54 <5 <

1 < 5 <3, soit 0798 <5 <0862,

31 1
3/ 16
57 . Ainsi,

124 —9 _ 115
144 — 144

1
4. Le théoréme garantit |Fyn| < TV Cette majoration est inférieure 8 10—2 si et seulement



si I:ﬂ—|—1:lg > 100, c'est-a-dire n = 3. Le plus petitrangest n — 9.

La figure ci-dessous illustre la solution. Les sommes partielles d'indice impair décroissent, celles d'indice
pair croissent, et la somme & reste coincée entre elles.

1.05
--=-- somme S
1.00 - ® S, nimpair (par exces)
B S, npair (par défaut)
0.95 1
0.90 - S53=31/36

0.85 -

0.80 1

0.75 1

0.70 I I I T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 o6 7 8 9 10 11 12

Corrigé de I'exercice 14 : Développement asymptotique d'une
série alternée perturbée

1. Pour m =2, wm+ {—1:{”’ > 2 —1>0,donc Uq est bien défini. Posons
n

T
. Or

(—1) ; i . —
n="Tm , qui tend vers [J.On factorise par +7& : gz = 1+ o,

== =1-x+0(z2) en 0.Donc

‘]i-_ﬂ'
=z, —x2 + Oz —(_,—”n—l+o 1
Up = Ty — T4 ($n) = " m n n3/2 )

&

—
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Le développement demandé est établi.

o (_1:]?'1- / \ s . , _3 2 o
2. La série Z — converge (théoreme des séries alternées). Le terme G‘(n / ) définit
une série absolument convergente (Riemann, % == 1 ). Leur somme est une série convergente. En

revanche, E 7 diverge. Or une serie convergente plus une série divergente donne une série

divergente. Donc Z Uy diverge.

e ; 1 1 1
3. D'apres la queztlon L ow, —x, = {}(ﬁ) — g(ﬁ) — Q{a_’jn:], car |1‘:ﬂ| = 75 - Donc
Uy @ . Il n'y a pas de contradiction : le critére des équivalents ne vaut que pour des
T
termes de signe constant, et Tx change de signe.

4. Pour n =22, 14z, >1- % =0 (lecaslepireest m = 3).Donc U est bien défini.
. 2 N
Ensuite, ln{1+£:' = 1 — % + {j{;pgjl , d'ou

=" of 1
Un = " 7m on T 3/2

Le méme raisonnement qu'en question 2 s'applique. La série E Uy, diverge (ses sommes
partielles tendent vers —Co0 ).

Corrigé de I'exercice 15 : Une série trigonométrique a terme

oscillant

1. On factorise : afn2+1:na#1+$.0r ~£1+h:1+%+{}{h3} en 0. Avec
h = L,on obtient 'nZ 41 = ﬂ(l—kﬁ—kﬂ(#)).Donc

m2

/a3l =+ ko).

2. Posons g, = iy nl +1l—mn = % + G(#) . Pour tout réel x,
sin{m n + ) = (—l}n sin £ . Donc  w,, = {—l}ﬂ sin €, . Ensuite,

sinz = x4+ O(z3), et €3 = G(#) .Ainsi sin g, = ;—n + {}(#) . On obtient
n 1
up = (1) 5- + G(E) :



3. La série E I:—].:I an CONverge, d'apres le théoreme des séries alternées. De plus, le reste

1 [
G(E est le terme d'une série absolument convergente. Par somme, E g converge.

4. D'aprés la question 2, |tuy| ™ 7. Lestermes |uy| sont positifs, et Z 5 diverge. La série

n'est donc pas absolument convergente : elle est semi-convergente.

Corrigé de I'exercice 16 : Séries dépendant d'un parametre

1. En 0O, g% = 1+a:-|-%2-|-g($2}.Donc elfﬁ”—l—% r ﬁ,qui est positif. Le terme

général vérifie ainsi 14, r ﬁ . Par comparaison avec une série de Riemann, la série
converge si et seulementsi 2 — @ > 1 . La série converge si et seulementsi a < 1.
2. 0na yn+l—vm = —1 L Le terme général est positif et équivaut a 1 __
' Jntl+m - 2w npd + 1/2

. La série converge si et seulementsi g -+ % = 1 . Elle converge si et seulementsi g > % .

3.Si |a] <1, alors

n
a—2| < % , donc la série converge absolument. Si |r1| =1, alors
n - n

a® |a|
-nﬂ

La série converge si et seulement si |a| < 1.

2 — oo par croissances comparées. Dans ce cas, la série diverge grossierement.

Corrigé de I'exercice 17 : Comparaison logarithmique

1. Pour 7 =2 T, I'nypothese s'écrit ruﬂ'+1 ‘:i ,car Un et ’”n+1 sont strictement positifs.
n
) Upn , , idv] =
La suite (ﬂn)ﬂ > ng est donc décroissante. Par conséquent, 0 < ﬁ < 1.-_% pour T = Ty
u
.Ainsi, up < M v, avec M = ,donc u, = O(uy,).

2. Les suites sont positives. D'apres le critére de domination, si E v converge, alors

E U, converge.

3. On calcule
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Donc u;%:l _ (1 4 %)_ﬂ

mn
4. D'apres la formule du bindme, (1 + %) >14n- % — 9, car tous les termes sont positifs.
Unt1 1 _ 1 Untl 1 ; | ;
Donc Ty < 5 Posons v, = 37 ona Ty = ? . La question 1 s'applique avec
i)

ny = 1 , et ., converge. Donc la série —- converge.
0 7 nh

Corrigé de I'exercice 18 : Série exponentielle et irrationalité de
&

1. La formule de Taylor avec reste intégral, appliquée a ©XP entre [ et 1, donne

l oL
e — S5, = % el dt.
0
L'i;\tégrande est positif, donc € — 5, = 0.Deplus, et < e sur [D, 1] , et
f{l;j]” dt = (n—|1—1)!'AinSi' 0<e—-5, < ﬁ ,etdonc S, — .
]

2. Pour k > n+l,ona k'= (n+D)!x (n+2)(n+3)... k. Ce produit comporte &k —n — 1
facteurs, tous supérieurs ou égauxa mn+1.D'ou k! > (n+1)! {n+1}k_”_1 . Ensuite,
+co
e—58, = Z % est une somme de termes strictement positifs, donc € — 5, =0,
E=mn+l1
Enfin, pour n > 1,

N e 1 ondl _ 1
e— 5, < (n+1)! Z ntl)? (A1) T noal
2 (nr1)

. 1
On a bien O<e—-5p £ T



3. Pour nn = 2, nn—1) 1

et ce terme est nul pour 7 € {0, 1} . Donc

nt T (n—2)0"
R et _ IR 1 _ =, . y
Z o o= € . De méme, o1 — € (exercice 3). Les deux series
n=>0 7=0 n=>0
+oo 2
convergent, donc par linéarité : Z ol = 2e .
n=>0
4. Supposons e — % avec ¢ = 2.Dunepart, g'e = p (g—1)! estun entier. D'autre part,
. .
! Sq = Z gj est un entier, car k! divise g'.Donc IN = g!{e — Sgq) estun entier.
E=0 .
Orla question 2 donne 0 < IV < g?'g, = % < %.Aucun entier n'est dans }D, é} : C'est
absurde.Si ¢ = 1,onécrit o — % etonseraméneaucas ¢ = 2.Le nombre ¢ est

irrationnel.

Corrigé de l'exercice 19 : Série alternée logarithmique a

parametre

1. Si 7 estpair, 14 % ~ (.S 7 estimpair,alors n = 3 et n®>1 puisque o >0.

Donc 1 — % ~ (J . Dans tous les cas, Un est bien défini.
2. Posons (=" uitendvers 0.En 0, In(1 _ _z? 2%, donc
: Tp = 5 ,2q : o In(l4+3) - = =5 +o(z?),
1n(1—|—$} — T g _% . Comme a:% = ﬁ,on obtient 1w, _grih'

3. La suite {—wﬂ) est positive a partir d'un certain rang et équivaut a s Donc E Wy
converge si et seulement si  Za = 1. Par ailleurs, E Ip converge pour tout o =0
(théoréme des séries alternées). Or Uy = Ty + Wy .Si o = % E Uy, estlasommede
deux séries convergentes. Si o < L , C'est la somme d'une série convergente et d'une série

divergente. La série Z Uy converge si et seulementsi o > %

4.0na |uy| = In(l + z,)| ~ |zg] = #,car In{14-x) ~ = en 0.Par comparaison avec

les séries de Riemann, Uy converge absolument si et seulement si o > 1. Pour

o E E: 1} , la série est donc semi-convergente.
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Corrigé de I'exercice 20 : Formule de Stirling faible : lien suite-

série

1.Ona b, = In(n!) +n - (n + %)111 7. Donc
bp+1 — by, = In(n+1) 4+ 1 — (n -+ %)ln(n—l—l) + (n - %)ln n.
On regroupe les logarithmes de  n+1 : ln(n+1) — (n + %)ln(n—H} = —(n + %)ln{n—kl).
Ainsi, bpy1 —b, =1 - (ﬂ + %)ln(l + %) .

2. En 0O, ln(l—i—h} = h _%2 _|_%3 + {}(hﬁ .Avec } — }—l,on obtient

(n-l—%)ln(l-l-}i)=(1—ﬁ+$)+(ﬁ—$)+0($)=1+ﬁ+0($)

1 1
Donc fnt1—by = —Tond T G(E) .

3. Onendéduit bypy1 — by = G(#) La série Z (bpn4+1 — by ) converge donc absolument.

D'aprés le lien suite-série, la suite  (by,) converge vers un réel I . Par continuité de
I'exponentielle, a,, — el = C = 0. Ainsi, n! ~ O n" e " 7. (On montre ailleurs que

C = 2r)

4. D'apres la question 2, by41 — by, _12‘1? . Deux suites équivalentes ont le méme signe a
partir d'un certain rang. Donc  bp41 — by, < 0 pour 7 assez grand. La suite (b, ), et donc

(an) = {ebﬂj , est décroissante a partir d'un certain rang.

La figure ci-dessous représente b, = In @, pour les premiéres valeurs de 7. La suite décroit et se
stabilise rapidement vers sa limite L = Inv2w 2 0,919.



1.00] o
e L=InV21 ~0,919
e b,=Ilna,

0.98 1

0961 e

[ ]
0.94 1 .
[ ]
[ ] ° .
®e
0924 ._ f00ccrcccsccssncns
0 5 10 15 20 25 30

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : série harmonique alternée

1. La suite (%) est positive, décroissante et tend vers (] . D'apres le théoreme des séries

alternées, la série converge.

2. Dans Ag,, les termes d'indice impair sont positifs et ceux d'indice pair sont négatifs. On ajoute
puis on retranche les termes pairs :

21

1 i i
Ag= ) 5—2) 25=Ha— ) 7
k=1 7=1 7=1

Donc Aqn, = Hy, — H,.

3. On utilise le développement admis :
Agy = (In@2n) + 9 +0(1)) = (lnn + 4 +0o(1)) = In2 + o(1). Lasuite (Ay)
converge d'apres la question 1. Sa limite est donc celle de la suite extraite {Agn} . Ainsi,
Joo (—1)k+1
k — 11‘1 2 .

k=1
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4. On réduit au méme dénominateur : % — Qn%l—l = Qﬂﬂai;ﬂ?n = ﬂ[ﬁfrl?,-l—l]l . Ensuite,

1 2 .1 1
P E(an, - En-l-l) . Or

e 1
Agn41=1— Zl (ﬁ - 2n+1)+
n =

N
On en déduit Z m = 2(1 — A3N+1).

5. Lasuite (Agn11) estextraitede (Ay), doncelletend vers In 2. Par conséquent,
+oo

1 it
Zl n(@n+D) = 2(1~1n2) x 0614,

n 1 an 1 n .
6. Ona Zn—i—k: Z m = Hopn —H, = Ag,. Donc Zm—hlnﬁ_on
retrouve aussi ce résultat comme somme de Riemannde f — 1_}_—1: sur [EI, 1] :
15 1 1 dt
ﬁ;11+k;n - fm =2
= 0

Point de méthode : pour une série convergente, il suffit de connaitre la limite d'une suite extraite de
sommes partielles, comme (.Aq, ), pour obtenir la somme.

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : une suite récurrente et

deux séries

1. Montrons par récurrence que ty € |0, 1[. Cestvraipour n = 0.Si uy, € ]0,1[, alors
Up i1 = Up(l = Up) estun produit de deux réels de ]0,1[ , donc %, q € JO,1[.
Ensuite, U141 — Un = —u2 <0, donc la suite est décroissante. Elle est minorée par 0,
donc elle converge vers unréel £ € [0, up]. Par continuité de f,ona g — ¢ — g2, donc

# = 0.Lasuite (u,) décroitet converge vers 0.

2. Ona ’t&% = Up — U, La Série Z u% est donc télescopique, et



n
;;;Z[j ’t&% = Up — Uy, —F Up. La série Z u% converge et sa somme vaut (.

3. On calcule

11 1 1 1= —uy) 1
Y+l Yn T owug(l —u,)  Yn Uy (1 — uy,) 1 —uy,
L'identité est démontrée.
4 0y < up <1 1< 1 < 1 d .
. Comme > U ,ona _l_uk_l_un.Sommonspourﬁg e Da n-1
1 1 n

: la somme de gauche est télescopique. On obtient 71 < Uy ~ Uy < T— g Donc

l ]__'u-[]+
Up 2 7 +L” n

Le minorant est positif et équivalent a un multiple de L terme d'une série divergente. Par

ﬁl
comparaison, la série E Uy diverge.

i) i)
5. On a l_ukz1—|—1_kaii1—|—1_—%.Laquestion4donneaussi ukg%pour k=1
Ensommantpour %k de 0 a n—1,avec n = 2,
11 1 = 1
ngu—n—u—ogn+q ’U,O—I-kZ::lE Sn—I—E(UO—I-l—FIH’n)‘

Onautilis¢e H,_1 < 14Ilnn.Ainsi, T'%n = n 4+ G{ln n}.Enﬁn,
— ﬂ —
nun = n+ Gllnn) — 1+G(1I1Tnjl —+ 1 ponc Uyp ™ %

La figure ci-dessous compare UYn et % pour Up = 0,8, puis trace le produit T+ Wy | Les deux
suites se rapprochent en proportion, conformément a I'équivalent obtenu.
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