Exercices de maths spé

Séries entieres

Exercice 1 : Rayons par la regle de d'Alembert

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres suivantes.
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Exercice 2 : Séries entieres lacunaires

Dans cet exercice, certains coefficients sont nuls, ce qui interdit d'utiliser directement le quotient
f:"”.rz—l-l/{a”-r1 :

an

=

1. Déterminer le rayon de convergence de ZD 4™ et calculer sa somme sur le disque ouvert de
n >

convergence.

" 3n
2. Déterminer le rayon de convergence de Z::;D niz :
mn
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Exercice 3 : Rayons par comparaison

Déterminer le rayon de convergence des séries entieres E Gyq 2™ suivantes.

1l a, = gin(%) pour m = 1.

2. g, = (2 + (—1}”)ﬂ.

3. an = d{n), le nombre de diviseurs positifs de I'entier n > 1.

4. Oy = ln(l —|—2Lﬂ,)

Exercice 4 : Lemme d'Abel et rayon de convergence

Soit (@) une suite complexe et R le rayon de Z AL

1. On suppose que Z Gy CoOnverge mais que Z |r1ﬂ| diverge. Montrerque K = 1.

2. On suppose que {aﬂ} est bornée mais ne tend pas vers 0. Montrerque H = 1.

n
3. En déduire, sans calcul, le rayon de Z % =m et celui de Z cos(n) ™. On admettra que

cos(n) netend pasvers 0.

Exercice 5 : Produit de Cauchy et rayon d'une somme

1. Montrer que, pour = € |-1,1],



+ 00 n

et 1 n
1—:{:—2 K

n=0\k=0

2. Déterminer le rayon de convergence exact de cette série entiere.

3. Déterminer le rayon de Z (1+2") 2™, puis celui de Z (ﬁﬂ + (—E)n) z"

Exercice 6 : Somme de la série des n2 x"

1. Déterminer le rayon K de Z nd ¢?

+oo +oo
2. Calculer, pour x € |—R, A[,la somme Z n o™, puis Z n

n=1 n—=1
+oo g
, . mn

3. En déduire la valeur de g_’-’* .

n=
Exercice 7 : Somme avec |'exponentielle
, . n2 41
1. Determiner le rayon de convergence de E l h.

2. Enécrivant n2 +1 = nfn—1) +n +1, calculer sa somme S(x) .

+co 5
3. En déduire Z Z _.l_l.

n!
mn =1

Exercice 8 : Eléments simples et logarithme
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1. Développer en série entiére f{d::l = m et préciser le rayon.

2. Factoriser 1+ & — 22, puis développer g(z) = In(l + = — 2x2) en série entiére au
voisinage de (1. Préciser le rayon.

Exercice 9 : Fonctions circulaires et hyperboliques

1

. Développer + _y gip? ¢ en série entiére et donner le rayon.

N

gllti)x + gl—1+1)zx )

. Montrer que, pour tout réel T, rna ¢ chr = Re( ;

3. En déduire que

cosx chx = Z @) © 9
g=20

4. Vérifier le coefficient de 4% par un produit de développements limités.

maﬂ

(3m)!

_ + oo
Onnote 5 = e 273 et pour = réel, S{z) = Z
n=>0

1. Justifier que le rayon est infini.

2. Montrer que, pour tout entier k&, 1 4 jk —|-j'3k vaut 3 si 3 divise k et O sinon.
3. En déduire que  §(r) = %( eT 4 T 4 Ej"gﬁ) , puis une expression réelle de  S(z) .

4. Vérifier que S est solution de I'équation différentielle y//! = v



Exercice 11 : Développements par dérivation

1. Soit f{g_:} — Ar-::ta,n( }__F—i) pour & € ]—l, l[. Calculer f';(a:} , puis développer [ en

série entiere.

2. Soit g{a:} = ln( x 414+ ,1:3) . Calculer g’l::t?} et développer & en série entiére sur

1-1,1[ .

Exercice 12 : Série du binome et coefficients binomiaux centraux

1. Montrer que, pour |z| < %

2 1 (9n
2. En déduire la valeur de Z B—ﬂ,( n)

m=1_

3. Al'aide d'un produit de Cauchy et de I'unicité des coefficients, montrer que pour tout 7. € I,
T

Z (2;’3 ) 2n—2k n—k[\riight?]) = 4"
k=0

Exercice 13 : Somme au bord et théoreme d'Abel radial

1. Déterminer le rayon et montrer que la série converge normalement sur [—1, 1] :
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2. Calculer S{z) pour x € ] [ =#0.

3. Endéduire S(1) et S(—1). Controler S(1} par un calcul télescopique.

Exercice 14 : Calcul de /4 et de In 2

N n
La figure ci-dessous représente les premieres sommes partielles Ty = Z En—|—1 Elles oscillent
n=_0
autour d'une limite que I'on va identifier.

-——- limite

06 ! ! T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

n ]_:Iﬂ' 1
1. Justifier la convergence de Z (E_El et de Z
n n>1

2. En utilisant les développements de  Arctan etde In{l14x), calculer leurs sommes.

oo (_1)71 :

3. Calculer de méme E 5— 5 en |'écrivant comme limite de —d

e an+1 1413
- 1]



Exercice 15 : Réciproque du théoreme d'Abel

1. Donner une série entiere E Gyn £™ derayon 1 dontla somme admet une limite finieen 1

alors que E .y diverge.

2. On suppose désormais @y = U pourtout 7, le rayon au moins égala 1, etla somme
S(z) = Z @y ™ bornée sur [0, 1] parunréel I . Montrer que Z Gy converge et

oo
ue a4, = lim _ S(z).

K
3. Application : montrer que Z ‘% ne peut pas avoir de somme bornée sur [EI, 1[, et retrouver ce

fait avec la formule de la somme.

Exercice 16 : Continuité au bord sans dérivabilité

oo

Onpose flz) = Z i—;

n=1

1. Déterminer le rayon, puis montrer que f est définie et continue sur  [—1,1] .
2. Montrerque [ estdeclasse ¢l sur ]-1,1[ etque z f'(x) = —In(l1-2).

3. Montrer que % — +4oo quand 1 — 1 . Que peut-on en conclure ?

Exercice 17 : Unicité des coefficients et identification

1. Déterminer toutes les fonctions f développables en série entiére sur ]—?‘, *.r“[ ,avec r >0,
telles que  f(2z) = f(z) + = pourtout = € |-r/2,r/2[.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

2. Démontrer la formule de Vandermonde : pour 1, g, £ N,
n

P q Ptq
> (G )ner( =) = Deter)(Taf =)
k=0
3. Soit f la somme d'une série entiere derayon R >0, telleque f(—x) = —f(z) sur

]—H, H[ . Montrer que tous ses coefficients d'indice pair sont nuls.

Onpose, pour = € |-1,1[, flz) = %

1. Montrer que f estsolutionsur ]—1,1[ del'équation (1 —z2)y/ —zy =1,

2. Déterminer les séries entieres E @y £™ de rayon non nul solutions de cette équation et telles
que g =0,

3. Calculer le rayon et conclure que

On considére I'équation différentielle (F):4x y// +2y/ —y = 0.

1. Déterminer les solutions de I:E:I développables en série entiére au voisinage de (I, et leur
rayon.

2. Exprimer leur somme & I'aide des fonctions usuelles, séparément sur |0, +oo[ et sur
]—o0, 0] .



3. Vérifier que x — shyT estsolutionde (E) sur 0, 400 . Pourquoi n'a-t-elle pas été
trouvée a la premiere question ?

Soit f définiesur R par f(r) = L ?é 0 et f{0) = 0. Son graphe, trés aplati prés
de l'origine, est représenté ci-dessous.

) T

0.8 1

0.6 1

0.4 -

0.2 1

0.0 _____ y=1 |

1. Montrer par récurrence que, pour tout 73, il existe un polynéme P, tel que

f(ﬂ),@:, — Pn(}_r) e 52 pour x ?é 0.
2. Endéduire que [ estdeclasse ¢ sur R etque f(ﬂ){[]} — ([ pourtout 7.

3. Montrer que f n'est développable en série entiére sur aucun intervalle ]—1‘, 1r“|: .
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2
1—45
W= ==

1. Montrerque 0 < F', < 2", puis que lerayon H de Z F, ™ vérifie R > %
+oco
2. Onnote Giz) = Z Fp ™ pour || < % .Montrerque (1 —z —z2)G(z) = =.

n=I

3. Vérifierque 1 —x — 22 = (1 — @ )(1 — 1) ), puis décomposer ¢ en éléments simples.

_pt—yt
- VB

4. En déduire, par unicité des coefficients, que F,

5. Déterminer le rayon exact R , puis la limite de  Fp1/F'y, .

Un dérangement de {1,- .- o ﬂ} est une permutation sans point fixe. On note L2, leur nombre, avec la
convention Dip =1,

1. Calculer I}y, Il et Iig.

2. En classant les permutations de {1,- . ﬂ} selon leur ensemble de points fixes, montrer que
n
1 — T
k=0
+co
3. Onpose flz) = Z —7 ™ . Montrer que son rayon est au moins 1.
n=>0

4. Montrer que % f(z) = ﬁ pour = € |-1,1[.



m (_Uk
5. En déduire que D, = n! E —x1 ., puis la limite de la proportion Dn/n! de
k=0
dérangements.

6. Vérifier la formule pour n = 4.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : séries entieres, cours de maths spé

e A maitriser avant : Séries de fonctions

e Chapitre précédent : Séries de fonctions

e Chapitre suivant : Fonctions vectorielles d'une variable réelle

e Le méme théeme en L2 : séries entieres, exercices de maths en L2

e Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr/series-entieres-corrige-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/series-entieres-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-de-fonctions-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-de-fonctions-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/fonctions-vectorielles-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/series-entieres-exercices-maths-l2
https://mathovore.fr/qcm-maths-spe
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr

