Exercices de maths en L2

Séries entieres

Exercice 1 : Rayons de convergence par la regle de d'Alembert

Déterminez le rayon de convergence des séries entieres suivantes.

Exercice 2 : Rayons de convergence sans la regle de d'Alembert

Dans chaque cas, la regle de d'Alembert sur les coefficients ne s'applique pas. Déterminez le rayon de
convergence en justifiant soigneusement.

: n _
1. Z}:U sin() 2™ o1 dmet que la suite (sin 7) ne tend pas vers 0.
ki)
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Exercice 3 : Lemme d'Abel et encadrement du rayon

Soit E Gy ™ une série entiere de rayon R .

1. On suppose que E an 2" converge et que z A {—S}H diverge. Montrez que
2 < A < 3. Lafigure ci-dessous représente la situation.

2. On suppose qu'il existe 2p € C tel que Z Oy 2:8’ converge sans converger absolument.
Montrez que R = |z .

E_.-ﬂ
3. Déterminez le rayon de ;1 n 2™ grace a la question précédente, en étudiant le point
n

Zy = -3,



zong”ou se trouve le cercle de ra

3 : divgrgence 2 : conJergehce

partie imaginaire
o

partie réelle

Exercice 4 : Comportement sur le bord du disque

R

On considere, pour X réel, la série entiere ; L
n

1. Déterminez son rayon de convergence f .
2. Etudiez la nature de lasérieen © = R eten r = —R.

3. Calculez sasomme S{x) sur |—H, H[.
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4. Montrez que la série converge uniformément sur [—l, D] , en utilisant le critere des séries
+ao (_1)n+1
i)

alternées. Déduisez-en la valeur de
n=1

1. Déterminez le rayon de Z (1+2™) 2™ et calculez sa somme.

1 1 . Déterminez les rayons de Z Oy 2N Z bn 2" et

2. Onpose @y =1et p, = i
Z (@y + by) 2™ . Que constatez-vous ?

+ oo
3. Al'aide d'un produit de Cauchy, montrez que ;— 5 = E (n41) 2™ pour |z|<1.
(1—-2) n=10

4. Soit Z Gp 2™ derayon Hy>0 et Sp = ag+...+ @y . Montrez que, pour
+oo

+oo
|2| < min(1, B,),ona ﬁ Z Gy 2™ = Z Sp 2™,
n=>0 n=>0

F
5. Application : développez 13_ en série entiere et déterminez exactement le rayon obtenu.

+oo

Onnote FHylz) = ¥ le reste d'ordre 7 de la série géométrique, pour = £ [—1,1|.La
]

E=n+1
figure ci-dessous représente |Rﬂ| pour quelques valeurs de 7%,



12
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1. Soit r € ]0,1[ . Montrez que Z ™ converge normalement sur [—7; 7] .

2. Calculez R,(x), puis montrez que la convergence n'est pas uniforme sur  |—1, 1] .

3. Expliquez pourquoi la somme est malgré tout continue sur  |—1, 1] .

4, Plus généralement, soit Z Gn Z" derayon H >0 et 0 < r < H.Montrez la convergence
normale sur  D(0, r) en utilisant uniquement le lemme d'Abel.

+aoo
1. Justifiez que, pour = & ]—1, 1[, Z nrht = 1 = %
—I
n=

+oo
2. Déduisez-en Z n? £™ pour x € ]-1,1],
n=1
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3. Calculez Z;_“ Zn—iet Z;—n
1

Exercice 8 : Sommes obtenues par intégration terme a terme

T2 Lant1
Onpose S(z) = Eﬂ-i—l .

n=1[

1. Déterminez le rayon de convergence de cette série entiere.

2. Calculez S’r(a:} , puis exprimez  S(x) & I'aide du logarithme.

+oo

3. Déduisez-en la valeur de Z L
mn =

(2n+1) 47

Exercice 9 : Somme d'une série a coefficients rationnels

On considere  S(xz) = Z (ﬂ+1)(ﬂ+2:|

1. Déterminez le rayon de convergence et montrez que la série converge normalement sur [—1, 1] .
. 1 L4 .
2. Décomposez m en éléments simples.

3. Calculez S(x) pour x € ]-1,1[, endistinguant = = 0.

4. Justifiez la continuité de  § sur [—1,1] , puis calculez z m et
n=>0

="
Z (n+1)(n+32) "



Exercice 10 : Somme a l'aide de la série exponentielle

n2+1 .
1. Déterminez le rayon de convergence de ;D T
n

2. Ecrivez n2 41 alaidede n{n—1), 7 et 1, puiscalculez la somme de la série.

+oo 5

1

3. Déduisez-en E nﬂ—:_ )
n=>0

Exercice 11 : Série entiere trigonométrique

Soit & € R avec & ¢ £ . On considére les séries Z cos(nd) =™ et Z sin{nd) =™ , pour
x réel.

1. Montrez que {cos(nd]) ne tend pas vers 0 .Déduisez-en que le rayon de z cos(nd)

vaut 1.
+co oo
2. Calculez, pour =z € |-1,1[, Clz) = Z cos(nd) z™ et S(zr) = Z sin(nd) ™ .

120 coslnmr/3
3. Calculez Z % .

n=10

Développez en série entiere au voisinage de (J les fonctions suivantes, en précisant le rayon de
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convergence obtenu.

1
1 f{$}2$g_3$+2-

2. glz) =In{l+z - 2:1:3:1.

3. h{:ﬂ} = m . Indication : multipliez numérateur et dénominateur par 1 — = .

Exercice 13 : Développement en série entiere de arcsinus

1. Mont lz| <1 L —f(gﬂ)m—h
. ontrez que, pour , m = , m q:*n .
mn—=

2. Déduisez-en le développement de arcsin sur ]—1, 1[ et son rayon.

. i . -
3. Ecrivez § comme somme d'une série numérique.

2 1 1 . . :
4. On admet que ( E ) At ™~ Montrez que le développement de arcsin reste vrai en

. T , .
r = 1 etécrivez 7 comme somme d'une série.

Exercice 14 : Développement par une équation différentielle

ATCEln T 1-1,1[.

Onpose f(x) = o3 pour T €

1. Montrez que f estsolutionsur ]—1,1[ del'équation (1 —z2)y/ —zy =1 etcalculez

Oz

2. On cherche une solution y(x) = Z Gy ™ derayon R >0 avec y(0) = 0. Etablissez
une relation de récurrence entre %41 et %1,



3. Calculez &xn pourtout 71 et déterminez le rayon de la série obtenue.

4. Justifiez que flxz) = z ?Ek(—il:;l' Loy -1,1].

On définit f sur R par flo) = o1z a:?é 0 et f(0) =0,

1. Montrez que, pour tout 1 £ IN, il existe un polynéme P, tel que
f'iﬂ),@:, = P,(1/z) E—l,f,:r? pour = ?é 0 . Donnez une relation entre Pyp41 et Py

2. Montrez que, pour tout polynéme 2, P{l/g;} E—l,fa:? s Qquand £ — 0.
3. Montrez par récurrence que | estdeclasse ¢ sur R avec f':”:'([j) — [, pourtout 7.

4. Concluez que | n'est pas développable en série entiéreen 0.

Exercice 16 : Critere de développabilité par Taylor

Soit @ >0 et f declasse ¢ sur ]—a,a[ .Onsuppose qu'il existe M >0 tel que
IF®(5)| < M pourtout n € N ettout & € ]-a,af.

1. Rappelez la formule de Taylor avec reste intégral a I'ordre 7. en (.
2. Montrez que f est développable en série entiére sur  |—a, af .

3. Déduisez-en les développements de cos etde ch sur [R.
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On considere I'équation (E):4xy/ +2vy/ —y =

1. Déterminez les solutions de  (F') développables en série entiére sur un intervalle |—F, B[ , et
précisez M .

2. Exprimez ces solutions & I'aide de fonctions usuelles sur 0, +co| .

3. Vérifiez que yg{ﬂ?} = shvT estsolutionde (E) sur ]0, +oo[ . Est-elle développable en
série entiereen [ ?

4. Déduisez-en toutes les solutions de (B} sur 0, +oof .

Exercice 18 : Equation différentielle du premier ordre avec second membre

I

Onpose flr) = e*? f e—t? dt pour £ €R.
0

1. Montrez que f est l'unique solution sur R du probleme v/ = 2zy +1, y(0) = 0.
2. Justifiez que | est développable en série entiére sur R, puis que | estimpaire.

3. Déterminez les coefficients du développement de | .

Un dérangement de {1,. . ﬂ} est une permutation sans point fixe. On note L', leur nombre pour



n > 1,etonpose LDy =1.

1. Calculez I}, DIDiq et Dg,

2. En classant les permutations selon leur ensemble de points fixes, montrez que

n
n! = Z (E)D}; pourtout 7 = 0,
k=0

oo .D
3. On pose I = |ﬂ " . Montrez qgue son rayon est au moins 1 .
.

4. Montrez que e¥ f(xr) = ﬁ pour = € ]|-1,1[.
n (_Uk
5. Déduisez-en que Dy = n! Z —1 . puiscalculez D4 et Dy,
k=10

6. Déterminez la limite de % , puis montrez que, pour . = 1, D, estI'entier le plus proche

n!
de e

Exercice 20 : Probleme : suite récurrente linéaire d'ordre deux

On définit (., ) par Uy =0, u; =1 et u = u + Upn pour m = 0. 0n pose
n 0 1 n+2 n+1

flr) = Z Up T

1. Montrezque 0 < wu, < " pour tout 71. Déduisez-en que le rayon H de la série vérifie
1
R > 5

2. Montrez que (1 — = — z2) f(z) = = pour |z| < % .

1+1F VB

et ?13;_— Vérifiezque 1 -z — 52 = (1—@x)(1 - ),

puis décomposez f en éléments simples.

3. On note

4. Déduisez-en une expression de tn en fonction de 7.
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5. Déterminez exactement & .

Exercice 21 : Réqularité d'une somme au bord du disque

+oo

Onpose f(x) = Z i—;

n=1

1. Déterminez le rayon et montrez que f est définie et continue sur [—1,1] .

In(1—ax)

I

2. Montrez que f estdeclasse (°° sur ]-1,1[ etque ff(ﬂ?} — _
z € ]-1,1] non nul,

pour

3. Montrez que f n'est pas dérivable a gaucheen 1.

+oo 1 -
4. On admet que Z -3 = g - Calculez  f(~1).
n=1

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L2



https://mathovore.fr/series-entieres-corrige-exercices-maths-l2

Le cours : séries entiéres, cours de maths en L2

A maitriser avant : Suites et séries de fonctions

Chapitre précédent : Suites et séries de fonctions

Chapitre suivant : Intégrales dépendant d'un parametre

Le méme theme en maths spé : séries entiéres, exercices de maths spé

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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