Corrigés des exercices de maths spé

Séries entieres

Corrigé de I'exercice 1 : Rayons par la regle de d'Alembert

nl
1. Posons @, = -z,honnulpour n Z1.0na

3
a,q n+1)% |
E—;L_‘_(g—n;n } IDO]%

D'apres la regle de d'Alembert, le rayon vaut FH — 3. On pouvait aussi remarquer que

Z n2 a, z™ ale méme rayon que Z {z/S}ﬂ .

1
2.1d a, = %}D.Alors

Gl (n+1)! n? _ ph (1 N ,_,,1—1)_“

“n T ()™t ol T (pg)" T

or nln{l4+1/n) — 1, donc ce rapport tend vers ¢—1 . Par conséquent, B = e.
Zn)!
3. Avec a, = w , On obtient
a
nr1 _ (2n4+2)(2n+1)  2(2n+1) |
Ainsi, A = % .

Corrigé de l'exercice 2 : Séries entieres lacunaires
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|2+ U1 |2 o
— . Le rapport %" — Y est constant. D'apres la regle
n

1. Fixons z ?é 0 et posons Uy =

de d'Alembert pour les séries numériques, la série converge absolument si |z-'| < 2 . De plus, elle
diverge grossiérement si |z| > 2, caralors g —+ +00.Donc R = 2.Pour |z| <2, clest
une série géométrique de raison 33/4 , d'ou

400

27 1 4
=
" boxed?
4" T 1-22/4 = [\ }4—32
n=>0
La somme vaut E:
4 — z2°
2. Fixons =z ?é 0 etposons 1w, = n ik |z|3” pour 7 = 1. Alors
id
n—+1
= 2|z|3 — +00]2|2]3.
La série converge donc si 2|z:|3 < 1 et diverge grossiérement si 2|z:|3 = 1 . Autrement dit,

—1/3 _ 1
R =2 = —,
¥

Corrigé de I'exercice 3 : Rayons par comparaison

. . F
1. ona sin{l/n) ~ 1/n . Les deux séries Z sin(1/n) 2™ et Z Z- ont donc le méme
n
rayon. Or z ’% a le méme rayon que Z z™ c'est-a-dire 1. Finalement, R = 1.

2. D'abord, 0 < a, < 3", donc R > % par comparaison avec Z 3™ 2™ . Ensuite, en

2p
i = % ona aq, 7% = gﬁ — 1. Le terme général ne tend pas vers 0, donc la série
1 1

diverge en un point de module 7 H< 3 Par conséquent, & = . Notons que d'Alembert

échoue ici, car an+1jan n'a pas de limite.

3. Toutentier # = 1 aau moins un diviseur, et ses diviseurs sont dans {1,. -y ﬂ} . Ainsi
1 <dn) <n.Dunepart, din) = COn),donc R > 1,rayonde Z n z™. D'autre
part, 1 = O(d{nj),donc R < 1,rayonde Z z™ . En conclusion, R = 1.

4. Comme 2~ ™ 4 pg,ona In{l+ Z_ﬂ) ~ 27 0r Z g—: a pour rayon 2. Par

équivalence, BE = 2.



Point de méthode : un encadrement de @5 entre deux suites de méme rayon suffit toujours ; c'est la
méthode la plus robuste quand les coefficients oscillent.

Corrigé de I'exercice 4 : Lemme d'Abel et rayon de convergence

1. La série Z Gy converge, donc & — O . En particulier, la suite (@, -1™) est bornée, donc
A > 1 par définition du rayon. Supposons par I'absurde & = 1. Alors 1 est dans le disque
ouvert de convergence, ou la convergence est absolue. Ainsi Z |r3&n| convergerait, ce qui est

exclu.Donc H = 1.

2. Lasuite (ay) estbornée, donc R > 1 comme précédemment. Sil'on avait R > 1, la série
convergeraiten z = 1,donc @, — 0 .C'est contraire a I'hypothése. Par conséquent,

H=1.

n
3. La série Z % converge par le critere des séries alternées, car 1/Jﬁ décroit vers 0. En
revanche, Z % diverge (série de Riemann d'exposant 1/2 ). D'aprés la question 1, le rayon
de Z % »,n vaut 1.Deméme, (cosn) estbornée et netend pasvers 0 .D'aprés la

question 2, le rayon de Z cos(n) z™ vaut 1.

Corrigé de I'exercice 5 : Produit de Cauchy et rayon d'une

somme

k3
1. La série Z i—, a un rayon infini, et Z ™ apourrayon 1.Pour |z| <1, lesdeux
convergent absolument. Leur produit de Cauchy a pour coefficients

_ I
CH_Zk!l_Zk!

k=0 k=10

T .
D'aprés le théoréme sur le produit de Cauchy, pour |z| <1, le_—a: = Z ( Z p) ",
E=0

2. Le théoreme donne seulement A > 1. Cependant, €xn —* €, quiest nonnul, donc Cn ™ €.
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Par comparaison avec E e z™, le rayon est celui de la série géométrique. Ainsi, B = 1.Ce

. . . e¥
résultat est coherent avec la divergence de  7—_ en L.

3. La série Z z™ apourrayon 1 et z 2™ 2™ a pour rayon % . Ces rayons sont distincts,

donc le rayon de la somme est leur minimum: R = % pour Z (1+2™) 2" . Pourla
1 1

seconde série, les deux rayons valent 5 lecours donne seulement B > 7. Calculons donc les

r
coefficients. lls valent 9m+1 si m estpairet 0 sinon. La série s'écrit Z 2 {432:' . Elle
r

converge si et seulement si |4 zg| <2 1. Par conséquent, son rayon vaut aussi % .

Corrigé de I'exercice 6 : Somme de la série des n? x"

1. La série E n2 £™ ale méme rayon que E ™, d'apres le résultat sur E n®a, o™,
Donc A =1.

2. Pour = & ]—1, 1[, on dérive terme a terme la série géométrique : Z nor—l = 1 L ¥R
=1 -
+co . n
En multipliant par I, on obtient Z nh = 5. On dérive de nouveau, ce qui est
n=1 (1—=)

permis sur ]—1,1[ :

+00 2
n1 _ A=2)"+2z(1-2z) 14z
Z n?znl = (1—z)* N (1::::)3

n=1
+oo .
Enfin, on multiplie par = .Pour |z|<1, nzxh = et
| | HZZI (1—1‘)2
_If 5 x(14x)
n4 ™ = (1—2)3"
n=1 *
1,3 Too .
3. Comme % € |-1,1[ , on remplace = par % : 21—2 = %-8 = 6. Ainsi, ;'—n =0.
8 n=1



Corrigé de I'exercice 7 : Somme avec |'exponentielle

1. Posons g, = nzﬂTI}D.Alors
e (”+1)2 +1 ~ n 2 =0
9n 7 (n?2 +1)(n+1)  nd ‘

D'apres la regle de d'Alembert, le rayon est infini.

2. On a bien n(n—l} +n +1 = n?+1.Toutes les séries écrites ci-dessous ont un rayon infini,
donc on peut les séparer. D'une part,

—+ 00 ~+ 00
ZMH_ z" 9.z
n! $—Z(n_2)!—$e,

oo oo
1 n n — €T a’_‘_ﬂ — I A
D'autre part, E Tt = Tzet et E a1 — €% . Parconséquent,

n—= mn=0n
S(x) = (1?3 + = + 1) e* pour tout réel .

+oo
3. En 1 = 1, on obtient Z

n=>0

2
nﬂ—:-1:3€

Corrigé de I'exercice 8 : Eléments simples et logarithme

A B

1. Oncherche A et B telsque (1—3:}1(2—@ = {—z T 3—5 Enmultipliant par 1—x puis
enfaisant = = 1,ontrouve A4 = 1.Deméme, B = 1i—2 — —1 . Ensuite, pour |z| <2,
+ 00
1 _ 1 1 _ "
2—r T 2 1-=z/2 ~ on+l
n=10
too 1
Donc, pour |z| <1, flz) = Z (1 — gn+1) z™,derayon R — 1,carlesrayons 1

n=>0
et 2 sont distincts.
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2. On vérifieque (1-x)(14+2x) =1+ 25 —x - 252 =1+ — 222 . Pour z € ]—%:
les deux facteurs sont strictement positifs, donc  g{x) = In(1—x) + In(14+2z) . or

[

[ ]|

_ z™ (—1n—1g”
In(l—x) = _Z % pour |z|<1.Deplus, In(1+2z) = Z — 7w =" pour
+oo n—1nn
—1 27 =1
|2z| < 1. Ainsi, pour =] < % , glx) = Z (=1) T x™ , avec un rayon
n=1
R = % (rayons 1 et % distincts).

Corrigé de I'exercice 9 : Fonctions circulaires et hyperboliques

+oo
_ 107 47 r2n
1. Onlinéarise: sin? z = %.Or cos 21 = E (—](21&)' pour tout réel . Le

+oo (— 1)n+1 n2n—1
r = (2n)! ,1?3'”, de

2

terme d'indice 0 vaut 1 et se simplifie. Donc sin

rayon infini. Pour 7n = 1, on retrouve bien gin? ¢ ~ £2.

2. Ona €(1+éj‘ﬂ: + E(_1+éj$ = I:E“T + 5_1':] T — 9ch ¢ etT .Comme ch x estréel la
partie réelle de la demi-somme vaut ch = cos © .

3. Par le développement de I'exponentielle complexe,

L1tz | (1+)z _ i‘:’ (1+é)”$ (i-1)"
n=>0

@'_1)” — ,:_1:,” {1_3':,” — ,:_1:,”’ m .Pour x réel, la partie réelle d'une série
convergente est la série des parties réelles. Le coefficient de i—? dans cos £ ch & vautdonc
M Re({l—I—z} ) .l est nul pour 7 impair. Pour 7 = 2p, {1_|_3':|3P = {gg')p,
dont Ia partie réelle est nulle si P est impair. Enfin, pour p = 27, (jg'}gg = (_4}g . Par

™,

conséquent, coszrchz = Z (4-;{)' 9 pour tout réel .

2 -
4.0na cosx =1— ‘% + g-i + o{x?) et ch r =1 -|- -|-%4 + o(x%). Le coefficient de
—5- De son c6té, la formule

2 du produit vaut (. Celuide x4 vaut -|- 24

donne ;—',1 — —% . Les deux calculs concordent.



Corrigé de I'exercice 10 : Somme de la série des x3"/(3n)!

an 3
2™ e Une a

(3 Un  ~ (An+1)(3n+2)(3n+3)
converge donc pour tout I : le rayon est infini.

1.A x ?é 0 fixé, posons Uy = — (. La série

2. Si k = 3, alors jk = {j'B}m = 1, etlasommevaut 3.Sinon, w = jk vérifie
w?é let 3 = 1.Ainsi, 1—|—w—|—w2 — 11__“':)3 — [0 .Lasomme vautdonc 3 ou [J

selon que 3 divise % ou non.

3. Les trois séries exponentielles ont un rayon infini, donc

; 2 X L kN zk X 3n
e$+63$+63$=2(1+3 + J )%=3Z(‘§n1
De plus, 5 = —%—i—’i% et 72 = 4.Pour  réel,

el 4 el T = 2 Re(eIT) = 2 /7 .:os(§ :r:). Finalement,

Sz = % (E*T +2e7 /2 cos(%)) -

4. On dérive trois fois terme a terme, ce qui est |égitime car le rayon est infini. Le terme constant
disparait, et

—+ oo —+ oo
m g3n—3 73m
5 (3n—3)! E U(Sm)!_S( z).
 f p— m =

Donc S est solution de y*’” = y,avec S[0)=1et S'(0) = 57(0) = 0.

Corrigé de I'exercice 11 : Développements par dérivation

1—1) + (14
1. Posons w(x) = 1+ derl\;able sur 2—1 ,1[ avec w/(z) iy Erlj $§2 = _ (1—2,:1:)2'
. 1—x)* 4+ (14x) 2(1—|—m ) 1
5 _
Ensuite, 1+ u? = 1—2)’ = =2y Ainsi f(2) = 1—|—u2 = 13030
+aoo
pour |z|<1, 1+1;r2 = Z {—l}ﬂ 2% Onintégre terme d termede 0 & &, avec
n=10
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(

4o
f(0) = Arctanl = T_.}—T.Pour z e |-L1[, flz) = g_|_ Z

1. Autrement dit, f(x) = 7 + Arctan z sur cetintervalle.

2. On calcule

£
g'(z) = L+ i _ Vidz?2 4+ = 1

~ s +VI+s? T 1152z +Vita?)  Vi+s?

Appliquons la série du bindme avec o = —% et y = x2,valable pour |r|<1.Le

coefficient de 4™ vaut

CHED Y 0t as ey ()" e

n! B 2" n! T 47 (a)?

PRI

car 1-3...0@2n-1) =

=" on+1
Tmtl T 771 de rayon

Comme g(0) = In1 = 0, I'intégration terme & terme donne

+oo n ’
—1)" (2m)!
gx) = > (=1)" (2n) z2n+] pour |£] <1, soit g@:ﬁ_%ﬂ?}_ﬁ_m

4™ (a2 (2n+1) 40

n=10

Corrigé de I'exercice 12 : Série du binome et coefficients

binomiaux centraux

1. La série du binbme d'exposant —% s'appliqguea u = —4x lorsque |u| < 1, c'est-a-dire
—1)" (2n)!
|;p| < % . D'aprés le calcul de I'exercice précédent, le coefficient de ™ vaut %
o) 4" (n!)
nl.
multipliant par {—4}ﬂ , le coefficient de £™ vaut w = (EE ) . Donc
1 2
i = Z ( " ) z™ pour |z| < % , ce qui est cohérent avec le rayon % trouvé a
n=I
I'exercice 1.
+co
1_1 1, 1 _ o L (En) _
2. Comme 8c;:_i,onremplace T par 8 Ji-1/2 \"'E.AIHSI, Z g\ m/) = V2,

n=I

3. Pour |;r;| < % , le produit de Cauchy de la série précédente par elle-méme converge et

+oo - +o0o n
( > (23%)39”) = > (kzo (%) 2n—2k n—k[\riight?})) z".

. En



+oo
. ) 1 n_;m - A
Par ailleurs, ce carré vaut —dr — 4" ™ . Les deux séries ont la méme somme sur

n
2k .
]_%: %[ . Par unicité des coefficients, Z ( k) 2n—2k n—k[\riight?]) = 4" pour tout
k=0
.. Pour m = 2,onvérifie 6 +2-24+6 =16.

Corrigé de I'exercice 13 : Somme au bord et théoreme d'Abel
radial

1 1 | o
L. Ona o=y ™ pi - donc le rayon est celui de Z -3 soit R = 1.Deplus, pour |z] <1,

h

n(n+1)
normale sur [—1,1] ,et § y estcontinue.

1 - -
< nlatD) ’ terme général d'une série convergente. La convergence est donc

+co
2. Décomposons : n(nl—i—l) = %—%H.Pour |z| <1,0na Z == —In(1—=x) . Ensuite,
n=1
pour ,:r:?é[:],
400 + 00
z™ 1 zm _ 1
E nFl = T E o _1;(—111(1—:;5')—:1:),

Les deux séries convergent, donc on peut soustraire. Il vient

S(x) = —ln{l—:n% 4 lmila:_a:j 4+1.Pour z € ]-11[\ {0},

S@) =14 2702 et SO =0.

3. Par continuit¢ de  § sur [—1,1], on passe a la limite. D'abord, (l—=z)ln{1—x) — 0 quand
£ —s 1, parcroissances comparées. Donc S{1) = 1.Ensuite,en o — —11,

(1_3'")1;(1_5]:) Y 21_1"12. Donc S{—1) = 1—21In2 . Enfin, contréle direct :

3|

- n_}i—l) =1- ﬁ — 1. Le résultat concorde.

Al

La figure ci-dessous représente  § sur [—1,1] . La courbe relie continiment les deux valeurs au bord,
1—2ln2 =~ —0,386 et 1, comme le prévoit la convergence normale.
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1.25° = S(x) S(1)=1
1.00 -

0.75 -
0.50 1 S(-1)=1-2In2

0.25 1

0.00

—0.25 1

—0.50

~1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

Point de méthode : ici la convergence normale sur [—1, 1] suffit ; le théoréme d'Abel radial donnerait
le méme résultat, puisque la série convergeen 1.

Corrigé de I'exercice 14 : Calcul de /4 et de In 2

1. Les suites (ﬁﬂ) et (%) décroissent et tendent vers 0 . D'apres le critere des séries

alternées, les deux séries convergent.

+co n
—1
2. pour z € |-1,1[, Arctanz = E (zn+)1 £27+1 derayon 1. Cette série converge en

=0
" +oo I:—l)n
x = 1. Le théoréme d'Abel radial donne alors Z mii — lim _ Arctanz. Par
n=1 r—1
. I S
continuité, cette somme vaut Arctanl = 7 .De méme, n(l+z) = Z n T
n>1

+co (_ljn—l o

sur ]—1,1[, et la série converge en 1. Donc Z —— = In2.

n=1



+oo n
Z (—1)" £37 . En intégrant terme & terme, pour = € ]—1, 1,

mn=

1
3. Pour |i|=:i1, 10 =

WA

F(z) = l+f;3 = Z 3n+ z ot
0

La série converge en 1 = 1 par le critere des séries alternées. Par Abel radial et continuité de
F', la somme cherchée vaut F'(1}. Décomposons ensuite en éléments simples :

1 1 1 1 2t—1 + J 1

) 12 3
(-3 +1

Entre O et 1,le premierterme donne n 2 etledeuxieme |n1 = (. Le troisieme donne

1+¢3 — 311+t~ 2 ¢t2_¢41

2 a—1 1 T ,
J—[Ar tan == 7 } = V3 3= Par conséquent,
oo

3:'!

E
t n 2 il
Z =182 I = 0,8356.

Corrigé de I'exercice 15 : Réciproque du théoreme d'Abel

1. Prenons a, = {-1}“. Le rayon vaut 1 et, pour |z|<1,lasomme vaut 1-|1— . Elle tend

— n
vers % en 1 .Pourtant, la série z {—1) diverge, car son terme général ne tend pas vers

0.

i
2. Soit N € N et = € [0,1] . Les termes étant positifs, Z apz™ < Slr) < M . Le
=0
" N
membre de gauche est un polynéme ; en faisant + —s 1 , on obtient Z g, < M. Ainsi,
n=>0

les sommes partielles de la série a termes positifs Z &, sont majorées : elle converge. Notons
A sasomme. Ensuite, la série entiere convergeen 1.Si K = 1, le théoreme d'Abel radial
donne S(z) — A .Si R >1,cestlacontinuit¢tde S en 1.Dans tous les cas,

+oo
Z Gp = lim_ S(x).
n =10 o —>1

3. Les coefficients % sont positifs. Si la somme était bornée sur [0, 1[, la série harmonique
convergerait d'aprés la question 2, ce qui est faux. La somme n'est donc pas bornée. On le
retrouve directement : elle vaut —In{l1—x), quitend vers +oo en 1~
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Corrigé de I'exercice 16 : Continuité au bord sans dérivabilité

J:' A
1. La série E =~ ale méme rayon que E £™ ,donc R = 1.Pour || <1,0na
Finkie 1 1
) < —5 . Orla série de Riemann a3 converge. La convergence est donc normale sur

[-1,1] . Chaque terme étant continu, f est définie et continue sur [—1,1] .

2. D'aprés le théoréme de dérivation terme a terme, f est 1, etméme & ,sur |-1,1[.
oo

De plus, f’;(a:} = Z N;_l . En multipliant par 2, on obtient
+oo ﬂn_l
z o) = Z & = —In(l-2).
n=1

3. Soit = € |0,1[.Lafonction f estcontinuesur [z, 1] etdérivable sur ]z, 1[.D'aprés

1 T
OES ORI
—In{1— :r),

by

'égalité des accroissements finis, il existe ¢ € |z, 1] tel que

est croissante sur [0, 1[, car ses coefficients sont positifs. Donc f ,:C:, = f () =

qui tend vers +oo . Ainsi le taux d'accroissement tend vers +co @ [ n'est pas
dérivable en 1, et son graphe y admet une tangente verticale.

Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe arrive en 1 = 1 avec une pente infinie. La valeur
1 2
f{l} = E oy vaut TTB résultat classique que I'on admet ici. Ainsi, la continuité au bord ne se

transmet pas a la dérivée : la série dérivée divergeen 1.



2.0 -
— y=1x) |
154 --—- tangente verticale f(1) = m1%/6

1.0 1

0.5 1

0.0

—0.5 1

_10 ! ! T T T T T T
—1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00

X

Corrigé de I'exercice 17 : Unicité des coefficients et
identification

1. Ecrivons flz) = Z Gp ™ sur |-nr[ . Pour |z|<r/2,ona f(2z) = Z a, 2" "
— n
et fe)+o=ag+ (o +he+ ;2 %n T par unicité des coefficients sur
H

|—r/2,r/2[ ipour n =0, % = &y ;pour n =1, 28y = ay+1,donc @y =1
;pour n > 2, (2" —1)a, = 0,donc @, = O.Réciproquement, f(r) = c + = vérifie

¢ +2x = (¢ + z) + = . Les solutions sont les fonctions = — ¢ + =,0u ¢ estune
constante quelconque.

2. Pour tout réel {1-|-g::|p {1_|_g;~}g = (1_|_35}P+q. Ce sont des polyndémes, donc des séries
entiéres de rayon infini de coefficients j; , €n convenant que (i) =0si k>p.le
i
ke g
coefficient de ™ du produit de Cauchy vaut Z ( k) [\eft?]( ;g — ) . Par unicité des
k=0
i)

coefficients, Z (i) [\eft?]( nq_;;. — ) = [\eft7] {P_!.r_zq—? ).
k=0
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3.0na f(—x) = Z (1) ap z® et —f(z) = Z (—an)z™ sur |-R, B[ . Par
unicité, (—1)“ @, = —a, pourtout 7i.Pour 7 pair,ilvient 2a, = 0. Les coefficients
d'indice pair sont donc tous nuls.

Corrigé de l'exercice 18 : Arcsin x / V(1 — x?) par une équation

différentielle

—T

1. Lafonction f estdérivable sur ]—1,1[ comme quotient. En utilisant (V1- :l I—ad"

on obtient

f!(x) _ 1 (vl—m Lz Arcsin .1:) _ 1+ z f(z),

= -2 \VI—p2 T Vi—z2 1 — o7

Donc (1 —x2) f'(z) —z f(z) = 1 sur ]-1,1[.

2. Soit Z an £™ derayon p >0 etdesomme ¥.Sur ]—p, p[ , on calcule

400 400
(l—z)y!' —wy = Z (n+1)an+1x”— Z (n—1) a, ;o™ — Z a, z™

Par unicité des coefficients, ¥ est solution si et seulementsi @y = 1 et
(n+Da, .,y =na, jpour n>1.Avec @5 =0, onobtient @y = 0, puistous les

_ _%p
op+1 = p+1 %2p—17

2 2
B o (2 p1)* 4P (pY)

bop4+1 T 2k+1 = (2p+1)! — (2p+1)!

coefficients pairs sont nuls. Pour les impairs, donc

(p+ I"

En effet, {2 —|—1} = . Il'y a donc une seule série candidate, de

0 at _ 4P
%op+1 T (2p+1)

coefficients U5, =

Up+1 _2p+2 g
Up T dp+3 |$|
rayon vaut donc 1 et la somme S estsolution sur  ]—1,1[ . Sur cet intervalle, I'¢quation

3.A =« ?é 0 fixé, posons Up = 0optl |:J:|21"”—|_1 . Alors - |;1:|2 . Le

s'écrit y/ = Y —|-1 , linéaire d'ordre 1 a coefficients continus. Or f et & en

- 1— ;1:9
sont solutlons etvalent 0 en [] Par unicité de la solution du probleme de Cauchy,

4F
fle) = Z [gp(_flgl PHL Sy -1, 1] .



Point de méthode : on ne suppose jamais f développable ; on construit la série solution, on calcule
son rayon, puis l'unicité du probléme de Cauchy identifie les deux fonctions.

Corrigé de I'exercice 19 : Résolution d'une équation

différentielle par une série entiere

1. Soit v = Z Gpn ™ derayon p>>0.Sur ]—p, p[ , on dérive terme a terme. Le coefficient
de xm dans 4z v/ vaut d{n+l)n G,41.Dans 2y, il vaut 2(n+1) @, 1 . Par unicité
des coefficients, Y est solution si et seulement si, pour tout 72,

Ay

2(n+1)(2n+1) ay, 4 = ag, s0it a1 = Gy (Tng2)

. 4 = y " o
Parrécurrence, ay, = m . Réciproquement, la série E (2n)t a un rayon infini, par

||

(En-i—ll(ﬁn-i-?]

d'Alembert : le rapport vaut — [ . Les solutions développables sont donc

les ¥ = 0p¥,avec @(x) = Z (g—%., de rayon infini.
n=1>0 '

2. Pour £ >0, z" = {@}3” ,donc @{x) = chv&@ .Pour £ <0,posons t = v—F ;
alors 7 = (—1)" ¢2, donc (r) = cosv=F .Ainsi @(z) = chvT si = >0 et
plr) = cosv—T si = <0,

3. Posons s = v pour £ >0 et ¥ = shs . Alors y! = Cé-‘—s‘s,puis

yll = % .Onobtient 4x y// = gh s — %—*5 et 2y = ch s |3 somme vaut
shJ/T

5
shs =y : shyT est bien solution sur 0, +oo[ . Cependant, T % — +oo en

Ot . Elle n'est donc pas dérivable en (1, donc pas développable en série entiére : c'est
pourquoi la question 1 ne I'a pas trouvée.

La figure ci-dessous montre la solution % . Elle oscille comme un cosinus pour x < 0 et croit comme un
cosinus hyperbolique pour x = 0. Leraccorden (0 estdeclasse ¢, puisque % estla somme
d'une série entiere.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

— COSV —X pour x<0
3] — chv'x pour x =0
2_
1_
0
—1 -
60 -50 -40 -30 -20 10 0
X

Corrigé de I'exercice 20 : Une fonction Cx non développable en
série entiere

1. Pour n = 0,onprend Fp = 1.Supposons f'i”:'@:} = P,(1/z) E_lf*ﬂ:g sur R*.La
dérivée de Pp,(1/x) vaut —ﬁ P! (1/z). Cellede —1/2? vaut % e 17 pinsi,
fO@) = Pryi(1/0) e/ = avee Prya(X) = 23 Pp(X) - X2 Pr(X),
qui est bien un polynéme.

2. Pour tout polynome P, P{l/;p} g_lﬁ"z — 0 quand x — 0 .Eneffet,avec u = 1/1‘: )
ona yke—u? _y o quand |u| — +oo, par croissances comparées. Montrons par récurrence
que f est ™ avec f':ﬂ:'{[j} = 0.Cestvraipour n = 0,car f(z) = 0 = f(0).si
c'estvraiaurang 7, le taux M — ;lT:Pn'(l/SF:' E,—l,fﬂ?2 tend vers (. Donc

f':”‘l‘l:'([j} — (0. De plus, f[”+1){;p} — (1, donc f(ﬂ+1:' est continueen 0. Ainsi [ est
% sur R et f'i”:'([j} — (0 pourtout n.

3. Supposons | développable sur ]—?‘, ?‘[ . Ses coefficients valent alors M — (. donc f
n

estnulle sur |—r r[ . Or flr/2) = e~ 4/7? < 0, ce qui est absurde. Donc f n'est



développable en série entiére sur aucun intervalle centré en [J.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : suite de Fibonacci et série

génératrice

1. Par récurrence double, £y, = U estimmédiat. Deplus, Fgp=0<1 et F{1 =1< 2.5
F,<2%et Fpyp <2ntl alors Fuiq < 2711 49" < 9742 par comparaison

avec Zﬁn:t:'”,ona R > %

2. Pour |z| < % , les séries convergent et

+o0o +00 +0oo
(1—z—22)G(x) = Z F,zm— Z Fo_1z"— Z Fo_ox™
n=>0 n=1 =2

Le coefficient de 10 vaut Fg = 0 ;celuide x1 vaut F{—Fg=1.Pour n = 2,il
vaut Fly —Fp_1—Fp_g=0.Donc (1-x-52)G(x)==.

3.0na @+ =1et cp@b:%:—l.Ainsi (l-po)(l-vz)=1-2—x2

Cherchons 4 et B telsque = iril—ii’ D= 1_‘?; i 1—% 7 - |l faut A4+ B =20

et —(AyY + Byp) =1,s0it Al —1P) = 1.Comme ¢ —1p = V5,
Gl = L1 1
':j::'_JE l—pr 1—%z)°

4. Pour |z| < % ,ona |px|<let [px|<l, car || < < 2.0ndéveloppe donc les deux

X pn—y"
séries géométriques : Glz) = — & & . Parunicité des coefficients,
n=>0
on — 4" pour tout 7
F.n_ p— u'{E .

n

5. Comme || <1<@,ona F, ~ “=.Lerayon est donc celui de z " T

VB
. VB — 1 — Fati ‘Pﬂ'+l Fonyl
=5 ™ 0,618 - De plus, 7, ~ o donc T,

Gl

R =
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1. La seule permutation de {1} fixe 1,donc £}1 = 0 .Pour n = 2, seule la transposition

convient: flg = 1. Pour n = 3, les dérangements sont les deux cycles d'ordre 3 . Ainsi
D=0, Dy=1et [y =2,

2. Choisissons une partie F' de cardinal 7. Les permutations dont I'ensemble des points fixes est

exactement F' correspondent aux dérangements du complémentaire, de cardinal 7 — 7 .1ly en

n
: , , 1 — n :
a Ln—;.Ensommant surtoutes les parties F', on obtient " = Z (j) Dp—j . Avec
7=0

k=n—jget Nef?)(,F—) = (%), nt= kZ:j (%) Dk .

Do

3. Un dérangement est une permutation, donc 0 < I,, < n!. Par conséquent, < i <

1.
Par comparaison avec E "™ ,lerayonde [ estaumoins 1.

4. Pour |z| <1, le produit de Cauchy de e etde f{z) estlicite. Son coefficient d'indice 7
vaut

o
g
]
5
| =
=
=|
i P
|l
ol
N
T,
s &
R
o
|l
'—'ﬁ

+oo 1
Donc e f(x) = Z " =1
n=10

— —1yk
5. Ainsi f(x) = ﬁ , produit de Cauchy de Z % ok etde Z ™ . Son coefficient
n (_Hk | n (_Uk
d'indice 7. vaut Z —E1 - Parunicité des coefficients, I, = nl Z —1 . Enfin, par

le développement de I'exponentielle en —1, % g1~ 0,368 .

6. Pour n =4, Da = 24(1-1+%-%+%) — 12 -4 41 = 9. Larelation de la
question 2 donneaussi 24 =1 +4:046:1+4-24 Da,soit Dga = 9. Les deux
calculs donnent D4 = 3,

La figure ci-dessous représente la proportion Dn/n! . Elle converge tres vite vers 1/& en oscillant,
car c'est la somme partielle d'une série alternée.
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Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : séries entieres, cours de maths spé

e Les énoncés : exercices de maths spé sur séries entieres

A maitriser avant : Séries de fonctions

Chapitre précédent : Séries de fonctions

Chapitre suivant : Fonctions vectorielles d'une variable réelle

Le méme théme en L2 : séries entiéres, exercices de maths en L2

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre
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