Corrigés des exercices de maths en L2

Séries entieres

Corrigé de I'exercice 1 : Rayons de convergence par la regle de
d'Alembert

2 2
1. Les coefficients @, = =5 sont non nuls pour 7 = 1.0n calcule Gatl _ (nt1) L
3 tUn Ind 3

D'apres la régle de d'Alembert, A = 3.

CoGpa1 (2m4R) (D2 (2n4+2(2n+1)  2(2n+1) .
2. Ici aﬂ'l = .((n+1j!jg = 1) = "pri 4 . Par conséquent,
R = 1

A+l 7 n
3. 0ona ‘atl _ (aHD) nt _ (nt]) = (1 + }—1) . Or

@ = (ntl)l n® T ot

(1 _|_%)ﬂ _ Il +1fm) _ _ car nln(l1+1/n) = L. Ansi g —

ol

4. La série est lacunaire : seuls les coefficients d'indice multiple de 3 sont non nuls. On applique donc
In 7 (=) |z|a
d'Alembert au terme général w.,,(2) = S5 ,pour z3£ 0. | 2+ _ L cette
g n': } g® P ?é Uy () B
quantité est strictement inférieure 8 1 si et seulementsi |z| < 2 . La série converge donc
absolument pour |z| < 2 et diverge grossiérement pour |z| > 2. On peut aussi remarquer que

c'est la série géométrique de raison 33/8 .Ainsi B = 2.

Point de méthode : pour une série lacunaire, les quotients ﬁﬂ+1/&n n'ont pas de sens (division par
zéro). On raisonne toujours sur le terme général complet.
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Corriaé de I ice 2 : R | la real
de d'Alembert

1. Lasuite (sin ) estbornéepar 1,donc (a, 1") estbornéeet B > 1.Deplus, en
z = 1 ,leterme général gsin n netend pasvers ([ :la série diverge grossierement. Si l'on
avait H > 1, elle convergerait absolument en 1. Par conséquent, H = 1.

2. La série s'écrit Z . zk avec @p =1 si k estuncarréet @g = O sinon. D'abord, les
coefficients sont bornés, donc f > 1.Ensuite,en z = 1, la série Zl diverge. Ainsi
F
RH=1.

3.0na 2% zin — {2 zgjﬂ . C'est une série géométrique, qui converge si et seulement si

|2 22| < 1, c'est-a-dire 2| < % . Elle diverge grossiérement sinon. Donc | — g

4. Le quotient G&ﬂ+1/6&ﬂ vaut 9~ ™ ou 9n+1 selon la parité de 7 :il n'a pas de limite. On
écritalors @p = by + ¢, 00 b, = 2" pour n pair, by = 0 sinon,et ¢ =1 pour

—_ k
7 impair, ¢, = 0 sinon. D'une part, Z bp 2™ = Zk: {4 32:' converge si et seulement
— 2k+1
si |,z| < % : son rayon vaut % . D'autre part, z Cp 2" = Z};: z apourrayon 1.Les
1

deux rayons sont différents. D'apres le théoreme sur la somme, H —= min(%l 1) =3

Corrigé de I'exercice 3 : Lemme d'Abel et encadrement du
rayon

1. D'abord, la série Z Oy 2" converge, donc son terme général tend vers [J. En particulier, la
suite {aﬂ Eﬂ} est bornée. Par définition du rayon, on a donc f = 2. Ensuite, supposons
R >3.Comme |-3|< R, lasérie Z an (—3)" convergerait absolument, ce qui
contredit I'nypothése. Ainsi 2 < A < 3 :le cercle de convergence se trouve dans la couronne
de la figure de I'énoncé.

2. La série converge en g, donc (@, z(y) estbornéeet B > |2y, Silonavait B> |zy,la
série convergerait absolument en “q, puisque <[ serait dans le disque ouvert. C'est exclu par



hypothése. Par conséquent, fi = |2:D| .

_ . —3)" (—1)" . X -
3. En &y = —3, on obtient E ( — E :— . Cette série converge d'apres le critere
0 n 3" T " ] P

- . Lo 1 .
des séries alternées, car % décroit vers (. En revanche, E 7 diverge : la convergence n'est

pas absolue. D'apres la question 2, K = 3.

Corrigé de I'exercice 4 : Comportement sur le bord du disque

1. Avec _ Ll ong Il _ n — 1. D'aprés la régle de d'Alembert, B =1
' Op = n- Tn = n+1 - , =1.
2. En x = 1, on obtient la série harmonique E 7 qui diverge. En = = —1, on obtient

n
E (_,i) , qui converge d'apres le critere des séries alternées.

+ oo
3. Pour © € ]—1,1[, la somme est dérivable terme a terme et S/ (x) = Z zn—l = ﬁ .
=1

n
Comme S(0) = 0 ,onintegre: S{z) = —In(l-z) pour = € ]-1,1[.

n n
4. soit x € [~1,0].0nécrit 2% _ ¢ y? =" Lasuite [ =] ) décroit et tend vers 0, car

|:r;| < 1. Le critére des séries alternées s'applique donc, et il fournit la majoration du reste :

Ce majorant ne dépend pas de * ettend vers ( :la convergence est uniforme sur [—1, D] .
Chaque fonction x — z™/n est continue, donc S est continue sur [—1, 0], en particulier
en —1.Ainsi:
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X

= 5(-1)= lim  (—In(l—z))=—In2.

n—1 z — —1

+oo (_1)n+1
Par conséquent, Z n = In 2. La figure ci-dessous montre les sommes partielles qui

m=
rejoignent le point  {—1, —In 2}, mais s'écartent de la courbe prés de 1 .

(=1, =In2)

~1.00-0.75-0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Point de méthode : la continuité au bord ne découle pas du cours sur le disque ouvert. Il faut un
argument de convergence uniforme sur un intervalle qui contient le point du bord.

Corrigé de I'exercice 5 : Somme et produit de Cauchy de séries




entieres

1. La série Z z™ apourrayon 1 etlasérie Z 2" 2 = Z {Ez}n a pour rayon %.Ces

rayons sont distincts, donc le rayon de la somme vaut 1 . Pour |z| < % , on obtient

2
1 1 {
> (142" =5 +15;avec R=3;.

2. La série Z z™ apourrayon 1.Ensuite, by — —1 :lasuite (by,) estbornée, donc
Ry = 1.Comme by, netendpasvers 0, lasériedivergeen z = 1,donc Hp =1.
Enfin, a, + bﬂ = # , qui donne un rayon infini. On constate que
Rg4p = 4oo> min{Ra, Rb} = 1 : l'inégalité du cours peut étre stricte lorsque les deux
rayons sont égaux.

3. La série Z 2™ converge absolument pour |z| <1 . Son produit de Cauchy avec elle-méme a

m
pour coefficients Cq = Z 1x1=mn+1 Dapres lethéoreme sur le produit de Cauchy de
k=10
deux séries absolument convergentes, pour |z| <1 :

(é)2 — :iz (n+1) 2™,

C'est bien I'égalité demandée.

4. Pour |z| <min(l, R,), les deux séries Z z™ et Z &y 2™ convergent absolument. Leur
n

produit de Cauchy a pour coefficients Z ap X1 = 5p . Ainsi
too k=0

+oo
n=>0

n=1>0

+oo n
z 1
5. Avec g, = %,ona R, = +c0.Donc, pour 2| <1, le_z = E ( E Q) z"
' n=0\ k=0

Déterminons maintenant le rayon exact. D'une part, 0 < 5, < e, donc les coefficients sont
bornéset A > 1.Dautrepart, 5, —+ € ?é 0, donc la série diverge grossiérement en
z = 1 .Par conséquent, le rayon vaut exactement 1.
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Corrigé de I'exercice 6 : Convergence normale sur les compacts

du disque

1. Pour © € [-7;7],0ona |z® < r™.0Or Z ™ converge, car 0 < 7 < 1. Ainsi Z "
converge normalement sur [—7; 7] .

11 3% Ly _
2. Pour = € |-1,1[,ona Rplz) = = ZD ) =5

3
r — 1 ,a mn fixé. Donc ]ELllpl[ |R'”| = T pour tout 71, et ce sup ne tend pas vers 0
1

.0r |Ry(z)| = 400 quand

. Par conséquent, la convergence n'est pas uniforme sur ]—1, 1] . La figure de I'énoncé
montre ce phénomene : les restes sont petits sur [—0,8 ; 0,8] mais explosent présde 1.

3. La continuité est une propriété locale. Soit Ty € ]=1,1[ et r telque |zg| <7 <1.Sur
[—T‘, T‘] , la convergence est normale, donc uniforme, et chaque x — x£™ est continue. Ainsi la
somme est continue sur [—*r, ?‘] , qui est un voisinage de *(1. La somme est donc continue en

tout point de |—1, 1] , méme sans convergence uniforme sur tout I'intervalle.

4. Choisissons £ telque 7 < g < F . Par définition du rayon, la suite {aﬂ p”} est bornée par
unréel AL . Alors, pour |z < r :

ap 2" < laglr™ = la, ™| (5) < M (5)"

Comme O <r/p<1,lasérie géométrique Z M (r/p)" converge. La série converge
donc normalement sur D0, r) .

Corrigé de I'exercice 7 : Sommes obtenues par dérivation

terme a terme




1. La série Z ™ apourrayon 1 etpour somme g{a::l = ﬁ . D'apreés le théoréme de

+co
dérivation terme a terme, pour * & ]—1, 1[, g’l::t:‘:l = Z nzn—l = 1 L )2 En
— —I
too n=1
multipliant par 2, on obtient ﬂz_:l nzh = (1 2)2

2. On pose h'@:‘ (1— Ejz Z nz™  de rayon 1 .En dérivant terme a terme,

o h!(z) = an z™ . 0or

lpy = Um0 +20(00)  (1=2) 422 1t
M) =TT T e T o)

x(1+4x)
(1~=)°

Par conséquent, Z n gh = pour z € |-1,1[.

n=1

. . 1 1/2
3. On applique ces formules en des points de ]—1 1[ Pour = 5.on trouve 1/4 =9 e
(1/2)(3/2) 1 1/3 3 no_ n? _
U—B = 6.Pour = 500N trouve 275 = = . Ainsi 9% = 4. on = 5]

Heallad O

et Z;_”:

Corrigé de I'exercice 8 : Sommes obtenues par intégration

terme a terme

In+1
:L'
1. La série est lacunaire. Pour :1?% 0, on pose un{j;‘:] P . Alors
I
”‘"’1( ) = an+1 2 —3 2. D'aprés la régle de d'Alembert, la série converge absolument si
U () in+3

|z| <1 etdiverge grossiérementsi |£|>1.Donc R = 1.

+oo
2. Par dérivation terme & terme sur  ]—1, 1[ , on obtient S'(z) = Z TN =
1 _1(1 1 =
EZE(E_FmJ et S{0) = 0 .Enintégrantde 0 & = :
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S(z) =5 (~In(l—=) + In(1+w)).

Ainsi S(r) = %ln }i—i pour z € |-1,1[.

3. Pour 1 = %,ona pintl — Donc

1
9-4"

+co
I~ 1 ofly_ 1,32 1 , 1
7 Z GntD & = 5(2) = 3 In 13 = 2ln 3. Par conséquent, ﬂz_: Gnil 4" = In 3

Corrigé de I'exercice 9 : Somme d'une série a coefficients
rationnels

_ 1 Ont1  m+l
L. AveC Gp = poqymg)Ona E—n = a3 —+ 1. donc R = 1.De plus, pour
a—_-ﬂ

1
r e [-1,1], ) nt2) < (12 terme général d'une série de Riemann convergente.

La convergence est donc normale sur [—1,1].

2. On cherche

(n-|—1]1|:1r1+2:' = nil —+ ﬂf-g . En multipliant par n-+1, puis en prenant n = —1,

1 1 1
(ntD)(n+2) — ntl  ntd

ontrouve o = 1.Deméme, S = —1.Ainsi

3. Soit = € ]—1, 1 non nul. Les deux séries Z nLL et Z n‘T—; ont pour rayon 1, donc

n e In(l—=x

on peut les séparer. D'une part, d'apres |'exercice 4, Z ﬂm_-l-]. = 51—,; ‘Tﬁ = — (g; :I.

Yoo Yoo n=1>n m=1

n m —In(l—x) —

D'autre part, Z ndr—H = ﬁ Z % = ( 3:2) . Par différence :

n=>0 =12

g In(l—-z)  In(l—-z)+ 2z (I1—z)In(l—z)+ =
(r) = ——72 72 = 72



(1_$)1n212_$) T pour = ?é 0, et 5@, =a, = % On vérifie la

cohérence'le développement (1—z)ln(l—z) = —$ -|- -|- -|-o|:g;~3) donne
S{a:‘:l —|— —|—o|<;1::| soit ag = % et a; = E

Finalement, 5‘(;[:} —

U
. Chaque fonction = — m est continue et la convergence est normale sur [—1, l] .

Donc S estcontinue sur [—1,1] . Ensuite, on passe & la limite dans la formule de la question 3.
Quand ¢ — 1, (1—z)ln{l—xz) — O par croissances comparées, donc S{1) = 1. Quand

r — —1T1 ,laformule tend vers 2ln 2 — 1. Ainsi ZD m — 1 et
mn—=
=Dt
Z D12 — = 2In 2 —1 . La premiére valeur se retrouve d'ailleurs par télescopage. La

ﬁgure ci-dessous montre la courbe de § et ses trois valeurs remarquables.

— s (1, 1)

02 I T T T T
—-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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Vé 1 ] \ 1 - / =

exponentielle

n241 Gpy1 (+D24+1

’ = (Y .D R = .
ona — CYEECEE)) 7 — 0. Donc +oo

1. Avec Ay = al

2. Onécrit n2 +1 = n{n—1) + n + 1. Pour tout réel , les trois séries suivantes convergent :

|3

3

400 o0 400
n(n—1) n
== ) gy = €2 e”, >

n=2

F 00 o
et = Z (n—1)! — % e’
n=1

+oo o
1
En ajoutant Z i—? — g7, on obtient Z ﬂﬂ_:— z™ = (22 4+ £ + 1) e” pour tout
' n=>0
reR.
Foo 4
1
3. Pour & = 1, ontrouve Z nn-.l_ = 3Je
n=>0

Corrigé de I'exercice 11 : Série entiere trigonométrique

1. Supposons que cos(nd) — 0. Alors cos(2n8) = 2cos?(nd) —1 — —1.0r (cos(2nd))
est une suite extraite de  {cos(nd)), donc elle tend vers 0 : c'est une contradiction. Ensuite,
|cos(nd)| < 1,donc R > 1.Enfin, la série diverge grossierementen £ = 1, donc
R <1.Ansi R = 1.Deméme, |[sin{nd)| < 1, donc la seconde série a un rayon au moins
égala 1.
2. Pour © € ]-1,1[,ona |z e®¥| <1, donc Z (zeif)" = m . En multipliant par la

quantité conjuguée :



1  _1—gxe® _ 1—xcosh+izxsind,
1—IEE9_|1_IEi9|2_ 1 —2xcosf + x2

or cos(nd) z™ et sin(nd) =™ sont les parties réelle et imaginaire de  (z e¢)" . Donc

1 — zcosf reind
C{ﬁ) — 1— 2xcosf + 2 et SI:SE:I 1 —2rcosf 4+ x2°

i ! 1-1/4 34,
- Donc ‘3(2) =1-1/2+1/a = 32 A

[

3. Avec 0 = % et ¢ = %,ona cash =
Too coslnr/3)

ZQ—”‘Zl'

n=1>0

Corrigé de I'exercice 12 : Développements par décomposition

en éléments simples

1. Onfactorise 72 —3z +2 = (1-x)(2—2), puis (1—:1:)1(2—:1:) = 1i$ — gix . Pour
1 1 1 1 n
|z| <1,0na m:zxﬂ.Pour |z| <2,0na Ezi'l—m,&:z#'l‘es

+oo
rayons 1 et 2 sontdistincts, donc f(z) = Z (1 _2n1+1)35n' avec A =1.

n=1_

Vérification : = % = f{[jj

2.0na 1+ =z —2x2 = (1-x)(14+2x), strictement positif pour = € ]—%: 1[ . Sur cet

oh
intervalle, g(x) = In(1—z) + In{1+2x) . Or In(1-x) = _;1 ™ pour |z <1, et
mn

(_1)n+1 o
In{142x) = Z —w %" pour | {%.Les rayons 1 et % différent, donc
n>1
o yntl am
—1 7 —1
g{;n“jl:z( ) 7 z™ ,avec R =

n=1

[t |

3.0na (1- :t:jl{l—I—:J:—I—a:E:l = 1—x3. Donc, pour |z <1,
hiz) = 1 a:3 = (l-=z) Z T3n = Z £3n — Z 37+l | |es coefficients valent 1,

—1, 0 selonque 7 estcongrua 0O, 1 ou 2 modulo 3.Illssontbornés sans tendre vers
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+co
0 : le rayon vaut donc exactement 1. Ainsi A{x) = Z (237 — £37+1) Javec R =1
n=>0

Corrigé de I'exercice 13 : Développement en série entiere de

arcsinus

n—1
1. Pour |u|<1,ona {l—|—’u;jl_lfFE = ch u” avec cq = % H (—% —R:) .0n
k=0

calcule
c (-1)" 1-3..(2n-1) _ (=1)" (2n)! (-1)" (Qn,)
nToon 2" BRI A
Pour |z| <1,onpose 4 = —x2,desorteque |u|<1.Alors ¢, (_a:g)ﬂ _ (22)1_?

d'ou I'égalité demandée.

Zn Zn n
2. Les coefficients (EE )/4” sont majorés par 1, car ( n) < Z( k) = 4" |is sont aussi
k

1 gﬂ) - , , -
Tmp1 + Car ( m | est le plus grand des 2n+1 coefficients binomiaux. La série a

donc pourrayon 1.Onintegretermeatermede 0 a I,avec arcsinl = 0 :

+oo At
arcsinz = Z (%)ﬁ sur |-1,1[,avec R =1.

minorés par

k)
= 4% (An+1)
in+1 .
3. En © = %,ona $4n = 24}1+1'0r a,rcmn% = %—T.Donc
+oo
T Z (En) 1
6 "/ (2n+1) 240D
n=I[
4. Pour |z| < 1,0na (22)5.@;4-1 < (QE) o L o 1 . C'est le terme
- 4" (An+1) | — 4" (2n+1) neF nal2

général d'une série de Riemann convergente. La convergence est donc normale sur [—1, 1] ,etla
somme est continue sur [—1,1] . Comme arcsin estaussi continue en 1, I'égalité sur



+oo
]—1,1[ passe a la limite. Ainsi ( )4 ant D)

m=1

T

Corrigé de I'exercice 14 : Développement par une équation

différentielle

1. Sur |-1,1[, f estdérivable comme produit de fonctions dérivables. On a

/ 1 1 : 1 z f(z),
fi(z) = —— 3 tarcsinz (1_;32)3/2 =2t 1.2

En multipliant par 1 — 2, on obtient {1—;1:3:1 f’(a:} —z f(z) = 1.Deplus, Ff(0) = 0 et
{ est solution de I'équation.

2. Avec y = E Gy £, on calcule terme a terme :

(1—z2)y! — oy = Z na, et 1 — Z na, zntl — Z a, c"tl
n > 1 n > 1 n > 0

On réindexe pour faire apparaitre x™ . Le coefficientde 0 vaut %1 .Pour n > 1, le

coefficient de ™ vaut (n-+1) Cpyl (n—1) Gp_1 0, 1= (n+1) Qpyy — MG, 1.

Par unicité des coefficients, I'équation équivauta & = 1 et (ﬂr—i-l:l Gp41 = "G, 1 pour
n=1.

3. Comme &gy = y(0) = 0, la récurrence donne @nr = 0 pourtout k. Pour les indices
_2k
impairs, dgy 1 = Fk47 Gggp—1- 40U

R - T 2k k! _ ok gtk 4F (k)?
Dok+1 = 12j+1 = 3.5.. (2k+1) = (2k+1)! T (2k+1)!
j':
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On vérifie : Qg = % et ap = 185 Ensuite, pour uk{:t::l = OGgp p2k+tl e quotient

Upt1 2k+2

i, zgk‘_l_ggt:g—};ng.DonC H=1.

4. Soit 9 la somme de cette sériesur |—1,1[ . Comme R = 1, les calculs de la question 2 sont
justifiés par dérivation terme & terme. Ainsi E’ vérifie I équation sur |-1,1[ avec g{0) = 0.

or,sur ]—1,1[, I'équation s'écrit v/ = y + [—.3 - C'est une équation linéaire du

- 1— ,:1:9
premier ordre a coefficients continus. D'apres le théoreme de Cauchy-L|psch|tz linéaire, elle admet

4k (&
une unique solution nulleen 0. Par conséquent, g = f,et f(z) = Z 4% (k) r2ktl

(2k+1n T
sur |-1,1].

Corrigé de I'exercice 15 : Une fonction de classe C infini non
développable

1. On raisonne par récurrence sur 7. Pour n = 0,onprend Py = 1. Supposons
f':”j{g;} = Pﬂ(u,;p} E_lf@"g sur R¥.En dérivant, on obtient

P00 @) = ~ L PR(k) e/ 2" 4 Py (d) e/

x
Ainsi Ppy1(u) = 2u3 Py(u) — u2 P (u), qui est bien un polynéme.

2. Par linéarité, il suffit de traiter P{u) = u¥.Onpose w = 1/x , quitend vers oo quand
z — 0.0r |u|}“" e—u? — 0 quand |u| — 400, par croissances comparées. Donc

P(1/) e 5 0.

3. Montrons par récurrence que [ est ™ sur R avec f':”:'([j]} —Q0.Pour m =0, [ est
continue en (1 d'apres la question 2. Supposons le résultat au rang 1. D'abord, le taux

, . (mleoy —

d'accroissement en 0 vaut W = Q(1/2) o1/ x?, avec Qfu) = u Pylu) .1l
tend vers [ d'apres la question 2. Donc f':”) est dérivableen (0 et f':”"‘l:'([j) = 0.
Ensuite, sur R¥, f'iﬂ‘l‘l:'(@ = Ppy1(l/z) E—lfa:? = 0= f'iﬂ‘l‘l:'{[j}.Ainsi f'i'”*'lj



est continue sur [ . La fonction [ estdonc ¢°° avec f':“:'{[j} — ([ pourtout 7.

4. Si [ était développable en série entiére sur un intervalle |—7; [ , son développement serait sa
série de Taylor, qui est nulle. On aurait alors f = 0 sur |—n7[.0Or flz) = Y N

pour I ?é (0 . Par conséquent, f n'est pas développable en série entiéere en (1, comme le
montre la figure du cours.

Corrigé de I'exercice 16 : Critere de développabilité par Taylor

1. Pour z € |—a,al, la formule de Taylor avec reste intégral s'écrit

Elle est valable car f est de classe (n+l sur ]—a,af .

2. Soit = € ]—a,a[ . Tout  entre O et x vérifie |z —t| < |o et |FOFTU() < M.
Donc

xr
dt B M |$|n—|—1+
— (n+1)!

R, (o) < M | | =0

— n!

Ce majorant tend vers [J par croissances comparées. Ainsi la série de Taylor converge vers f(a:}
. [ est développable en série entiere sur |—a, af .

3. Soit a == 0.Les dérivéesde co8 sont 4 coz et - szin, toutes bornées par 1 . Celles de
ch sont ch et sh,bornéespar ch a sur ]—a,a[ . Les deux fonctions sont donc DSE sur
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]—a, a[ , pourtout @, doncsur R.Les dérivées successivesen 0 valent 1,0, —1,0,...
+oo n
_1 EZR
pour cos et 1,0,1,0,... pour ch.Ainsi cosz = Z % et

+coo £2n
chz = Z (20 pourtout © £ K.
n=>0 '

Corrigé de l'exercice 17 : Résolution d'une équation
différentielle linéaire du second ordre

1. Soit ¥ = Z Gn ™ derayon H > 0. Par dérivation terme a terme :

dr y!' + 2y —y = Z>:0 [ 4(n+1)n a1+ 2(n+1) a1 = On } ™ = Z;O [ (n+1)(4n+2) Ay = On x™.
n > n =

Ny - . . . . B
Par unicité des coefficients, ¥ est solution si et seulement si Gptl = (IntD(2nt+2) pour

o
tout 7. Parrécurrence, @, = ()i Réciproquement, cette série a un rayon infini, car

oo
. z”
— Q0 lorsque G ?é 0. Les solutions DSE sont donc ¥ = g E ; (—En}l! , avec
n =

On41
Ay

g €ER et A = 4oo.

F
2. Pour z>=0,0ona " = {ﬁ}gﬂ , donc Z % = chvT . Ainsi les solutions DSE sont,
sur |0, 4co[ , les fonctions g chvE .

chiT sh'T chiT

[ (g) — ST (g = _
3. Pour £ >0, oncalaule yl(z) = 57 et yll(z) = "3 — 3, 7 Donc

4$y’2’+2y’2—y2=sh@—c}&m+c%m—sh@=0.

Ainsi ¥n est solution. Cependant, yé(ﬁ} — +00 quand x — 0T, donc ¥ nese
prolonge pas en une fonction dérivable en (0 . Elle n'est donc pas DSE en (J, ce qui est
cohérent avec la question 1 : une solution DSE serait proportionnelle a chv® .



. Sur ]D, —|—r:o[ , I'équation s'écrit /7 4 21—$ yl — f—ll_;r y = 0. Cest une équation lineaire

homogene du second ordre, a coefficients continus. D'apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz
linéaire, ses solutions forment un espace vectoriel de dimension 2.0r Y¥; = chvT et

Yoy = shvZ sont solutions et ne sont pas proportionnelles, puisque ¥4 — 1 et Y¥q — Oen

07 . Elles forment donc une base. Ainsi les solutions sur |0, +co[ sont les fonctions

A chvE 4+ u shvE, avec l:}'m, } £ R? . La figure ci-dessous montre les deux solutions de
base : seule la premiére est réguliereen 0.

101 — y,(x) = chvx (série entiére)
== ¥,(x) = shvx (non dérivable en 0)
8 -
6 ]
>
4 -
2 ]
0 ]
0 2 4 6 8
X

Corrigé de I'exercice 18 : Equation différentielle du premier

ordre avec second membre

I

1. Lafonction = — fﬁ—tﬂ dt estla primitive nulleen 0 de § —s g—t<.Donc f est

0
dérivable et
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T
f"(a;) = 2x 6’372 / e_tQ dt + 65':2 6—.1:2 = 21 f(u’?) + 1.
0

De plus, f{0) = 0.L'équation v/ = 2zy + 1 est linéaire du premier ordre a coefficients
continus sur [ . D'apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, { est I'unique solution du
probleme.

2 1y 2
2. D'une part, eZ? — Z xﬂ—? sur R.D'autre part, o—t2 — Z M a un rayon infini,

.
I
—1)" p2n+1
C s . N —rd _ (
et son intégration terme a terme donne f € dt = Z al(Oay1y Encore de rayon
0

infini. Par produit de Cauchy, | est développable en série entiére sur [ .Enfin, o2 est
paire et 'intégrale est impaire, car ¢ _y o—t< est paire. Le produit | est donc impair.

3. Onécrit flz) = Z Gp &™.Comme [ estimpaire, @n = 0. L'équation donne
Z(ﬂ—i_l:'a’ et =14 ;lﬁan 1 7" .Parunicité, @ = 1 et
mn

_ 2 .
(A en ) =20, 1 Ansi agy g = g7 Ggj g doU

_ 2% _ 2k okp 4k
Dok+1 T 35, (2k+1) T (2k+1)! T (2k+1)!

4
15

k
. Finalement, f(zr) = z Ak 22K+ pour tout

7
3 (2k+1t *

On vérifie ay = ag =

re[Rk.

Corrigé de I'exercice 19 : Probleme : dénombrement des

dérangements




1. La seule permutation de {1} fixe 1,donc D1 = 0 .Sur {1, 2}, seule la transposition
convient, donc Dy = 1.5sur {1,2,3}, les dérangements sont les deux cycles d'ordre 3 . Ainsi
D1 =0, Dy=1let Dy =12,

2. Une permutation de {1,- . ﬂ} est déterminée par son ensemble F' de points fixes et par sa
restriction au complémentaire de F' . Cette restriction est un dérangement de ce complémentaire.

Si |Fl=n—Fk,ilya [\eft?](,~ . —)) = (ﬂfk) choixde F',puis Dpg
dérangements. Le cas & = (0 correspond a l'identité, d'ou la convention L) = 1.En sommant

n
sur J,onobtient 7! = Z (E)D};.
k=0

3.0na 0< D, <nl dnc < D—:’* < 1. Les coefficients sont bornés, ce quidonne H = 1.

4. Pour |z| <1, lessériesde e¥ etde f(z) convergentabsolument. Le coefficient de x™
dans leur produit de Cauchy vaut

D n
k;k(n—lk)' = $ Z (niﬂ) Dy = 1.

Ainsi % f(z) = Z;r;ﬂ = IL pour r € |-1,1[.

—I

- _1yk
5. On adonc f{a:} = E?i . D'apres I'exercice 5, question 4, avec , — ( kllj , on obtient
— o, (-t | (D
f_—a: = Z ( ;;-ZD I ™ Par unicité des coefficients, L1, = n! ;;le T

Ensuite, Dy — 24(1—1+%—%+ﬁ) —12-4+4let Dg=5Dg—1,car
D, =nD, 1+ {—l}ﬂ d'aprés la formule. Donc D4 = 9 et Dy = 44
. Ly, . L 1 Ly 1
6. La suite o est la somme partielle de la sériede g , donc - e De plus, le reste

d'une série alternée dont le terme décroit strictement en valeur absolue est strictcement majoré par
son premier terme. Ainsi

D,—%|=n! io (-1)" cont__ 1 1
nT e | = k! (n+D)! = n+l =2
k=n+1
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Comme L}, estun entier a distance strictement inférieure a % de %, D, estI'entierle

plus proche de “%' pour 7. = 1 .Parexemple, % ~~ 44 15 . La figure ci-dessous montre la
conver ided % 1
gence rapide de —T* vers 2.

—e— D,/n!
--- 1/e=0,368

=
o

o
(]

proportion de dérangements

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : suite récurrente linéaire
d'ordre deux

1. On raisonne par récurrence double.Ona 0 S Uy =0 <1 et 0 s up =152
0<u, 2% et 0 u, 1 <27 alors 0 <o < 27FL 42" < 9nt2 ping

|| {1/2)“ < 1 :lasuite (uy, {1/2)“} est bornée, donc R >

b

2. Pour || < % , les trois séries  f(£), = f(x) et x2 f(z) convergent. On calcule



(1—xz— $2) flz) = ug + (ul — uo) T + Z (ug, — U, 1 — ”n—Q) ™,
n > 2

or uy =0, uy —ug =1 etles autres coefficients sont nuls. Donc

(1-z-22) flx) = z.

3.0na @+ =1 et @@:%:_1.Donc
(l-p)(l-vz)=1-(p+¥)z+eps2 =1-x2—x2 Deplus,
L L o —d)a ,avec @ — 1 = VE. Ainsi

l—gosrzl—fgba':(l—lgpx)(l—fgb:r)
f{‘ﬂ:}:ﬁ(l—wﬁ_l—wsr

4. Pour |z| < % ona oz < l’gﬂ <1 et [¢ z| <1.0n peutdonc développer les deux

n

" —
VB

fractions en séries géométriques. Par unicité des coefficients, Uy = pour tout 7.

w—
VB

On vérifie : Uy = = 1.

Unt1

,et Uy >0 pour n > 1. Donc T — ¢, etla

51 ~~ 0,618 . Onretrouve H > % . Ce rayon est

5. Comme || <1<, ona wu, r

regle de d'Alembert donne R — t’lﬂ 5

aussi la distance de (0 au poéle le plus proche de la fraction 11— ;_ -

| &S

Corrigé de I'exercice 21 : Régularité d'une somme au bord du
disque

i1 __m2

T (ntD)
terme général d'une série convergente. La convergence est normale sur [—1, 1] , et chaque terme
est continu. Donc | est définie et continue sur [—1,1] .

1. Ona

7 — 1,donc R = 1.Deplus, pour = € [-1,1],

2. D'aprés le théoréme de dérivation terme a terme, f est % sur ]—1,1[ et

/ rn—1 Teoy n
fi=) = Z 7 . Donc * flo= Z w = —In(l-z) , d'aprés I'exercice 4.
n > 1 n > 1

Ainsi fﬁ:@, ; _ln(%ﬂ:—a:j pour = € |—1,1[ non nul.
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3. Pour x € [0,1], le théoréme des accroissements finis appliqué sur [, 1] fournit ¢, € Jz,1]
tel que f(llj fl=) _ = f(c,) -Eneffet, f estcontinuesur [z, 1] et dérivable sur ]z, 1[.
ln(l c)
or /() =

d'accroissement tend vers oo . Lafonction [ n'est pas dérivable a gaucheen 1 :sa
courbe admet une tangente verticale en ce point.

—y doo quand ¢ — 1 .,et ¢y — 1.Doncletaux

4. On a f'ilj'+f(_1:': Z %: Z (gka Z kz—gf'ilj' Donc

n > 1 E>1
fl-1) = -5 f{l} soit  f(—1) = —%% . La figure ci-dessous résume I'étude : courbe
continue sur [—1,1] , valeurs extrémes et tangente verticaleen 1.

2.0

— 1= Zxm e

n=1

1.54 —-- tangente verticaleen 1 )

l
1.0 1
> 0.5
0.0
—-0.5

- /12
—100 0.75 050 025 0.00 025 050 075 100
X

Revenir aux énoncés des exercices



https://mathovore.fr/series-entieres-exercices-maths-l2

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : séries entieres, cours de maths en L2

Les énoncés : exercices de maths en L2 sur séries entieres

A maitriser avant : Suites et séries de fonctions

Chapitre précédent : Suites et séries de fonctions

Chapitre suivant : Intégrales dépendant d'un parametre

Le méme théme en maths spé : séries entieres, exercices de maths spé

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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