Corrigés des exercices de maths en L2

Séries de Fourier

Les notations sont celles de la fiche d'exercices. On rappelle la forme réelle de la formule de Parseval :

o
1 gl | 1

L1 =55 a4 .
=

ngl

Corrigé de I'exercice 1 : Orthogonalité des exponentielles

aT

1. Ona gint ptmt — SHn—m)t . Si 7 = m, lintégrale vaut f 1dt = 24 . Sinon, posons
ar —ir
k=n—-m ?é 0. Alors f etkt Jt = gtk — g—tkm — 2@51;(};@ — (0 . L'intégrale
ik ik
—ir

vaut 29 si n = m et (1 sinon.

il

2. D'abord, cos ntcos mt = %(ﬂ:os{n—m}t + cos{n+m}t} . Or fcos ktdt = 0 pour
—ar
k?é 0 etvaut 24t pour & = 0.Comme 7 +m = 2, onobtient msi n = m et 0

sinon. De méme, sin nitsin mt = %(ﬁ:os{n—m}t — cos{n—I—mﬁ) donne le méme résultat.

Enfin, £ — cos nisin mt est impaire, donc son intégrale est nulle. Ainsi

fu::os ntcos mi = fsin ntsin mt = T dp,, €t fu:os ntsin mi = 0.

A LN 4 . _alj ﬂ_ﬁb—4ﬂ_1
3. Le polyndbme P est déja écrit sous forme réelle : 5 = 3, @1 —= 4, 0= —%, Gy =1,

les autres coefficients étant nuls. Par orthogonalité, le carré de la norme est la somme des carrés

2
, 1 1 2l
des coordonnées : Ef Pl =324 5(23 +42 4 13} = 9+ 5. Donc
-

il

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Point de méthode : pour un polynéme trigonométrique, la formule de Parseval n'est qu'une conséquence
directe de I'orthonormalité ; elle évite de développer des carrés fastidieux.

Corrigé de I'exercice 2 : Coefficients d'un polynéme

trigonométrique
1. Dlune part, SiI‘lB T = ELE_E—E_LT) — 331z' —_ BELT —|— gg tr — g 2t . En regroupant,
7 —B1

.3 1 gdiz — a—3ix 3 gif — g—ix

SN~ r = 4 R 4 1 23.. . Daqtre part, | |

coat r = 15(3151: _|_ E_W}& E(E‘&m + 4eliT 4 6 4 de—duT 4 E—‘im:) . Ainsi

3 . _ 3sinx —sin 3a t 4 . _ 3+ 4cosdr+ cosdrx
Slﬂ r = 4 e cCos+t I = R .

2. Par unicité des coefficients d'un ponnome trigonométrique, on lit les Cxn dans les écritures

1 _ 1 _ 3 _ 3
—g =gonapour fiocg=g. ¢ =-%, c=7%>

_ 3 1 S R
€3~ 0 =8’ “+£27 4" 14 =I5’
¢y = U sinon. On vérifie au passage que ¢_, = Cp ,car f et g sont réelles.

exponentielles. Comme

—% ,et ¢, = U sinon.Pour 9 : = =

-
3. D'abord, f.;;.354 fdt = Qar Cg{g} — 3 . Ensuite, cosb = gg , et Parseval donne

-
Z‘Lf — Z|Cﬂ(g}|2 — —4 LB + g-glﬁ . Or cette somme vaut
o

Corrigé de I'exercice 3 : Parité et liens entre coefficients

1. Pour n =0, cg = Eﬂ'f f = .Pour m > 1, onécrit e—tnt = cognt — s3in Nt -

o zh
Ainsi, ¢, = S fﬁ:os nt — —f fsinnt = Tﬂ' De méme,
dp + t0p zb

-5 %  Les trois formules sont établies.

el = cosnt + wsin nt donne o_ =



"
2. Si f estréelle, 7, = Lﬁf e—int gt — % f{j}eéﬂt dt = ¢_,, . Donc
I Y

C_n = Cp pourtout 7.

f estpaire, t — f(t)sin nt estimpaire, donc &, = O .En revanche,
i m

t — f(t)cos nt est paire, donc f = Ef.Ainsi by =0 et

o 0

Gy = %ff{t)cos nt dt.Si [ estimpaire, lesroles s'échangent: @, = 0 et
by = ﬁffl:f:lﬂlﬂ nt dt.

4. Avec le changement de variable 1 = —t , on obtient
iy

cﬂ{h} = ﬁff{u}emﬂ du = .:_ﬂ(f} . Ensuite, avec u = t 4+ 7 et I'invariance de

2ar

l'intégrale sur une période, cﬂ{g} ff{u}e_m':“ ) duy = etRTe {f} Donc

cn(h) = c—nlf) et cnlg) = ':_1:' cn(f)-
5. L'hypothése s'écrit g = —f . Par linéarité et la question précédente,

{—1)ncﬂ(f} = —cp(f) - Pour 7 pair, celadonne 2cy(f) = 0. Les coefficients
d'indice pair sont nuls. Par exemple, le créneau de I'exercice 4 vérifie cette propriété.

Corrigé de l'exercice 4 : Coefficients d'un signal créneau

1. Pour £ € [0,n[, —x € |-m0[,donc f{—z) = -1 = —f(x).Deplus, f(0) = O et
f(=m) = f{r) = 0. Parpériodicité, f estimpaire sur R.Enfin, f est constante sur
]—m O] etsur ]0, [ : ses restrictions se prolongent en fonctions constantes, donc (1 . La

fonction f est impaire et de classe ¢l par morceaux.

2. Comme f est impaire, @, = 0. Ensuite,
m

1—(—1)"
by = %fmn ntdif = ﬁ[ Cﬂiﬂt]m = %# Ainsi a, =0, by, = % pour
0
7. impairet b, = 0 pour 7 pair.
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3. Seuls les indices impairs 1. = 2k +1 < 2p + 1 interviennent. Donc

_'p .
4 sin{(2k+1)x)
SEp-I-l(f:":j::' = k1 .
4. Pour n 21, ¢ = w — _%’* et ¢, = %.Pour 7 impair positif,
' 21 41 _— ' . .
Cp = _% et cpy =7 = —W(_ﬂ).Amm gﬂ(f} = _% pour tout 7. impair

de Z,et c,(f) = 0 pour 7 pair.

Corrigé de I'exercice 5 : Coefficients de la valeur absolue

1. Lafonction & — || estpairesur [—m, 7] .Elle prend la méme valeur T en — eten T,
donc son prolongement 241 -périodique est bien défini et continu en =41 . Par ailleurs, [ est
affine sur [—m 0] etsur [0, 7].Ainsi f est paire, continue et de classe (1 par

morceaux.
-
2. Comme [ estpaire, b, = 0.D'abord, ag = %fﬁ df = . Ensuite, pour 7 > 1, une
n I:I KiB n
1 . -1 -1
intégration par parties donne ftcos nt df = [tsn;ll—w:]ﬂ - %fsm nt df = % . Par
(G X ) : 4
, 2(—1)" — 1 T —— _ —
conséquent, g — g R . On obtient &y » Gp = —— 3 pour 7 impair,
Gnp = 0 pour n > 2 pair,et b, = 0.
+oo
cos([2k+1)r
3. La série de Fourier s'écrit % —% H .Comme f estcontinueet 1 par

k=0
morceaux, le théoreme de convergence normale assure que cette série converge
normalement vers [ sur [R.On le vérifie aussi directement : le terme général est majoré par
4
r(2k+1)%

Corrigé de I'exercice 6 : Créneau : Dirichlet et Parseval




La fonction f est (71 par morceaux et continue en E—T . Le théoreme de Dirichlet donne donc

- sin({2k41)m /2)
G =1=x
2 k

. my E ..
k41 . Or 51n({2k—|—1}2) = (—1)" . Ainsi
Z 2E+1 T 4
k=0
2. En 0, leslimitessont f(01) =1et f(0 ) = —1,dedemi-somme O.Le théoréme
annonce donc que la série vaut 0 en (. C'est cohérent, car tous les termes sin(n- 0) sont
nuls.
iy
3.0 L%f 2 _ =1, car fg — 1 sauf en un nombre fini de points par période. Parseval donne
1 —ir
= = P — 1 afrE
2 2.D P .
_ 1 1 _ 5
4. Notons S = Z}:lnﬂ , qui converge. Les termes pairs donnent kz 42 = 4. Ainsi
mn
g 2 B 35 2 = 1 a2 N
ki [P kil H —_ — —
g = E+?,dou g = §.F|nalement Zﬂg =5 -

n=1

Les sommes partielles .S'NI:f:l sont continues. Si elles convergeaient uniformément, leur limite

serait continue. Or, par Dirichlet, cette limite est { elle-méme (qui vaut déja la demi-somme aux
)I [

sauts), et f est discontinue en [ . La convergence n'est donc pas uniforme sur [

La figure ci-dessous montre les valeurs S jy(#)(7) : elles oscillent autour de 1 et s'en rapprochent
lentement, au rythme d'une série alternée.
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1.3 1 —eo— Sy (A (r/2), N impair
-== f(n/2)=1

1.2 1

07 ! T T T T T

Corrigé de I'exercice 7 : Valeur absolue et somme des inverses

des carrés impairs

. La série converge vers f en tout point (exercice 5). En x = (1, on obtient

4 1 +co

[:l = il — 1 ’J"I'2
27T 2.D P -
kgﬂ(zk—klj onc ;;Z:: (2k+1)2 8

]
y a2
| _ ’.i"l'_ |:| 2
. D'une part, o +2 =3 D'autre part, z = ’% et
—ir
1 1 ]
= 2 == . T = .
EZ G 2;ﬁ2(2k+1)4 ET , OU ;D(gk_Hﬁ . Ainsi
- 1
2 _nl_ 8T U= > 73 |
3 z =13 — ,dol T = 96 Ensuite, avec n;ln4' les termes pairs
= Lo
U 15U _ m# 1 _
valent T Donc E = E On obtient Z (2k—|—1)4 = 9§ et Zln4 = a0 -
n—

cos((3k+1)x)
. Par convergence de la série en tout point, flz) = Sop1(f)=) = Z

T opa2
k:_:» g O+
flg) = Sop1(f) (@) < L
Donc |(z) = Sap+1(F) @) k“§+1(2k+1)2 Comme * — (2t+1)2 décroit,



+oo
1 di 1

< = . Ainsi
1(2;:+1)9— P(2t+1;|9 2(2p+1)

. En sommant,
k> pt

1 o f _dt
(k412 = . 1(2r+1)9
@) - Sap+1(H)@)] < m pour tout réel .

0o

4. Il suffit que m < 1074, c'est-a-dire 2p+1> 2 ~2 637 . Le plus petit entier impair

convenable est £5.Le choix p = 32, soit Sgs(f), garantit une erreur uniforme au
plus 10—2.

Corrigé de I'exercice 8 : Fonction en dents de scie

ar

. L . L .o
1. Ona cy = Eﬂ'ft dft = 0 .Pour n ?é 0, on intégre par parties :

T - - T

fﬁe—mt dt = [%] + # e—tnt d¢ . La seconde intégrale est nulle. Le crochet

kiD
- — i
T T . n - n
vaut M= A=l thﬂ_lj .Donc . _ U=1)"  Ensuite,
Q. — ¢ Jr_zn — 0 et . " ;z( D™ pinsi W(=1)" |
non —n =€ bn:“:":n_‘:—n:':ﬂ'T' Cpn = " m

nf0) an=0et , _ (=1

n

2. Lafonction f est (1 par morceaux (affine sur |—r, 7 ). Elle est continue en tout
T+ (—m
THD 0= flm)-Le
théoreme de Dirichlet donne donc la convergence en tout point vers f . Pour tout réel =,
+oo (_1 n+1
2) —sm—sinnz = f(z) ; en particulier cette somme vaut = sur |-, [ et 0
n=1
en L.

r ﬁ;‘ T + 27w& et, en 7T, la demi-somme des limites vaut

3. En & = % sin?a—ﬂ vaut 0 pour 7 pairet { 1);‘“" pour n = 2k+4+1.Comme
(—L)* oo )k
(_l}ﬂ_l_l = 1 pour 7 impair,ona 3 — EZ 2k+1 - On retrouve Z % = %

m
_|_
- 1 _ 12 5 1 2 _ 1 1 _ ’fr_
4. D'une part, watg dt = 5 . D'autre part, EZ bn = Ezﬂg.Donc Z 5 = .
—ar _

a |b,| = ﬂ , terme général d'une série divergente. La série E |b,,| diverge : la série
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de Fourier ne converge pas normalement. C'est attendu, car f est discontinue. En effet, une
convergence normale serait uniforme et donnerait une somme continue.

La figure suivante superpose | et Sm{f} . On y voit la convergence vers [ aux points de saut et la
valeur % atteinteen = = %

— ® valeurlimite O en m+ 2km
41— S1o(f) B x=n/2:somme /2
2 .
0 - -
—2 -
41 . . . . . .
-3 -2 -1 0 m 21 3

Corrigé de I'exercice 9 : Développement de x? et somme des
1/n4

aT

2
1. Lafonction f estpaire, donc by = 0.Dabord, ay = E—Tftg dt = 2% . Ensuite, pour

0
2 .
t sm mt | Ztcosnt _ 2g1n nt CEntre 0 et T,

n =2 1, une primitive de +2cog nt est + 2 3
n
elle varie de M.Donc a :23?, a _%': L) pour n>1,et b, =0.
n2 0 3 n 2

2. Comme f(—) = f(m), f estcontinue;elleestaussi ¢l par morceaux. Par le théoréme de
convergence normale, sa série de Fourier converge normalement vers [ ; dailleurs

1
G,cos nr| < 4 .Pour z € [—m 7], +4 == jwsnx-
mn



2
3.En T =7, coznmr = (—1}n,d'ou T4 = % -|-4Z$.En x = 0, on obtient

+oo oo n+1
2 (—1)" ae s 1 _ w2 (=D g2
0= % +4Z?'Am5| Z n2 — 6 €t Z n2 — 13-
n=1 n=1
T
1 a4 a3 4 1 1
. D'une part, — = = autrepart, Y _ T~ et 3 da = — . Donc
4D or 5 D J=mtet 5) a2 =8) -5.D
—ir
+
w4 4ar 1 _ ﬂ'_
SZE:——?ZE On obtient Z nd = 90

5. La convergence étant uniforme sur [—’ﬂ', *rr] , ONn peut intégrer terme a terme sur le segment
I

d'extrémités 0 et x.Or fu:os ntdt = M . Ainsi 5'7_3 — ’-‘TZ Ly 42( lj sin nx
0

1) sin nx
En multipliant par 3 : 3 — 7z = 122:Ii ) pour tout T € [—m, 7.

La figure ci-dessous illustre la convergence normale : dés N = 4, la somme partielle épouse [,y
compris aux points anguleux -4 utilisés a la question 3.

12.5 1 —— f(x2 périodisée)  —-- S4(f)
— Si(h) ® x=n:Z(2)=n%6
10.0 A
7.5 1
5.0
2.5 1
0.0 -
—2m -1 0 n 2mi

Corrigé de I'exercice 10 : Somme de la série des sin(nx)/n
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1. Soit x € |0,2w[.Alors 2w — x € 0, 2], et par périodicité
m—dr+ T

g(-z) = gl2r —x) = — 5 = -"5F = —g(z). Comme g(0) = 0, l'mparité
vautsur [0, 27, donc sur R par périodicité. Enfin, g est affine sur |0, 277[ . La fonction g
est impaire et (71 par morceaux.

-
2. Comme ¢ estimpaire, b, = E—Tfﬂ 5 boin nt dt = %f{ﬂ' — t)sin nt dt . Par parties,
0

0

i m

f{ﬂ- _j}gin ntdf = |:—(ﬂ—_ﬂ+smi|0 - %,/COE nt dt = %.Ainsi bn{g:] = % (et
0 0

an(g) = 0).

3. La fonction g est continue sur |0, 27r[ . Le théoréme de Dirichlet donne donc la convergence

vers g(x) surcetintervalle. En 0, g(0T) =7 et g(0 ) = —7, de demi-somme nulle.
oD .
Donc Z e =15 pour z € ]0,2n[,etlasérievaut 0 en £ = 0.
n=1
i3 -I--:}ol
4. Avec T = E—T € 0, 2] , on obtient T ;r"r — %.Donc Zlﬁsin%—ﬂ = E—T .
n=

5. Pour x € [0,2m[,ona m—x € |—m [, donc %f{ﬂ—x‘):ﬂgizg{ﬁ.En

r=2>0, %f@r} =0 = g([j:l . Les deux fonctions étant  24r -périodiques, I'égalité vaut sur
. . 1 .
R . Ensuite,avec w = m —%,0na by{g) = ﬁf flusin{nm — nu) du . Or

(—1" 2(—1)*!
A=

sin{nm — nu) = —{—l}ﬂsin nu - Donc p (g) = _(_éjnbﬂ(fj = _

On retrouve bien bﬂ{g} — % .

Corrigé de I'exercice 11 : Période quelconque : une parabole de
période 2

1
1. La fonction f est paire, donc by, = 0. D'abord, ay = f{l —t2)dt = 2 _% —
—1

] =5

1
Ensuite, pour n = 1, f.;og(nﬂ- t)dt = 0 . Une primitive de tgcos{ﬂ;t} , avec
—1



t2gin kt | Qtcos kt  2sin kit 4(—1)"

k = niar, est L —+ 12 -7 Entre —1 et 1, elle varie de el Par
, 4(—1)" _ 4 4(—1nt+? >
conséquent, g = ( — o) .Donc g, =7, g, = ——gT pour n > 1,et

by = 0.

2. Comme f{-1) = f(1) = 0, f estcontinuesur R.De plus, elle est polynomiale sur chaque
[Zk —1,2k + 1] donc (1 par morceaux. Le théoréme de convergence normale, transposé a

n+l

la période 2, s'applique. Ainsi f{x) = 3 2.4 | Z ;CDS{HW z) pour tout réel .
n=1
n+l
3. En $:D:1_3+ ':1:'2 En £ =1,00 cos(nm) = (-1)"
mn
=) n+1 +oo
2 4 U™ w2 L
0 =3 )i Pene D =fjet D ca=
n= n=1

4, D'une part, %f{l — 13)2 di = f{l —2td 4 t‘i) di =1 — % _|_% — & Dpautre part,

15
a2 8 1 B 4 _24—20 _ 4

0_ 4 e L _ BNl o B 4 24-00
Ezget 32 9% =a) 1O 55 =45 = a5 Done
F1_4amrt ot

Zn4_458_90

n—=

Corrigé de I'exercice 12 : Valeur absolue du sinus

1. Ona [sin{—z)| = [sin | et [sin(z + )| = |—sin z| = [sin z|. La fonction est continue
comme composée de fonctions continues. Enfin, sur [D, ?r] , elle coincide avec sin , qui est
1 . La fonction f est paire, continue, T -périodique et (71 par morceaux.

aT

2. Comme f estpaire, a, = E—Tfsin tcos nt dt . On linéarise :

0
sin tcos nt = %(sin{{n—kl}t} — sin(fn—1)¢)) . Pour m ?é a,
n "
: 1—(=1)" _ : N .
sinmtdt = —7—— .Si 7 estpair, n £ 1 estimpair, et I'on obtient
0

1 -2 o o ,
g(ﬂ ] ) =71 Si n = 3 estimpair, les deux intégrales sont nulles ; pour

T Kig
- 2
fsm tcost di = [%ﬂ = 0.Ainsi a, = —
0
0

T(n2 — 1) pour 7. pair (en
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particulier Gy = %), tn, = 0 pour n impair, et bn =0,
3. Lafonction [ estcontinueet (1 par morceaux, donc sa série de Fourier converge normalement
vers elle. Enposant # = 2k,ona 52 _1 — 42 _1 .Donc

. 2 i_+Oocosﬁk$ .
sinz| =% —% 7 - pour tout réel =,
4k« —1
k=1
. 2_4 1 . 1 . ,
4. En :f =10 .1 a —1 ﬂ—ﬂ;ﬁsg_l,doulavaleur E.Autremithode.
L . _m
Ak 1= E(Ek—l — 1 , et la somme télescopique vaut i-l.En T =73,
k 3 4x— (D 21 L
cos(ﬁgﬂ) = l:—l:l ,donc 1 = R FZ&};E—I . Ainsi kgl‘ikg 1 = et
R ) LI P
2_17 4
k:lék 1

e~ 1 1 4 B . _ ,
.Donc ;3 E (@k2 — 1)2 =5~ .2 = n9y2 -Onobtient ;;._1(4;‘*"2 —12 = 16 , Soit
; : : 1,1, 1
environ 0,1169, ce que confirme le calcul des premiers termes ( 5T T ooE = 0,1164 ).

Corrigé de I'exercice 13 : Inégalité de Bessel et coefficients
impossibles

1. Pour 7 = 1, l'identité du parallélogramme donne

(2 |2 2 2
g 2 |an — thyl |an + tby| |6 |b.n| inéaalité i
|Cn| T |C n| — ) — 5 . L'inégalité de Bessel devient

.

.:;2 +co

selle: 8 4 1 2 1 2 A

donc, pour | réelle : 7 +5 Z (g% +b3) < erff{t:' dt . Le méme calcul vaut pour f
n=1 Zar

complexe, avec des modules.

2. Par l'absurde, supposons qu'une telle f existe. Par Bessel, Z:|bﬂ|2 converge. Or |.§.,n|2 — %

terme général de la série harmonique, qui diverge. Aucune fonction de 7> n'admet ces

coefficients. Pourtant % — [ : Riemann-Lebesgue ne suffit donc pas a caractériser les

coefficients de Fourier.



2 1 1
3. Comme 'iln':ﬂ;ljj _,pg-ona m 2 7 a partir d'un certain rang. Par comparaison de

séries a termes positifs, Zm diverge. Il n'existe donc pas non plus de telle

fonction.

m m
4. On écrit ging(ﬂ,ﬁ} — l_cgﬂ.Ainsi, /f{t}ging{nt} dt = %ff — %ggn{f:] . Par le
—ir —ir

lemme de Riemann-Lebesgue, G&gn(f:l — 0. Donc l'intégrale tend vers % ff{t} dt.

5. Par la formule de dérivation, zn c,(f) = cﬂ{f”), avec f’ £ D . Le lemme de Riemann-
Lebesgue appliqué & £’ donne cn{f’r} — 0.Donc ncy{f) — O :les coefficients

sont g(%} .

Corrigé de I'exercice 14 : Meilleure approximation en moyenne
quadratique

1. Notons f(£) = £ sur ]—m, o[, prolongée en dent de scie, et sp(f) = sin k% . Alors
Ia,b) = 2w |f —(@s) + ngj‘E- Donc I(a,b) est, au facteur 27 pres, le carré de

la distance de f & un élémentde F' = Vect(s;, s;) pour la forme

<ﬁ§>=%_ff§-

2. Le minimum est atteint par la projection orthogonale pl:f:l de f sur F .Comme I:Sl, 32:1
ki

est orthogonale avec f 2 — g ,0na

f f 51 ff 2 . L'exercice 8 donne by = 2
1 et

p(f) = sy = b1(f)sy + balf)sy
by = —1. Enswte, par Pythagore, le minimum vaut

kip
ftg dt — fp(f}g = %‘Tg — (4 4+ 1) . Le minimum est atteinten (a,0) = (2, —1) et
—ir —ir

dord

vaut “o— — 5y 4,96 .

3. Le méme raisonnement, avec le sous-espace des polyndomes trigonométriques réels de degré au

plus IV, montre que le minimum est atteinten S p7(f) . Comme @, = 0 et b% = % , 0N
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-
N
3
obtient ™ pr ftg dt—ﬂz 52 Donc m ;; = %_4W2é'
1

4, Par le théoreme de Parseval, |f - 5N':f:'|2 — 0 , C'est-a-dire
mN = 2w|f - .S'N(fﬂg —+ 0 . En passant a la limite, 4¢rz = %3 On retrouve

R
-
n=1

La figure ci-dessous compare f et sa meilleure approximation p{f} = 2sin t — sin 2£. L'aire
colorée représente I'écart  f — p(f ) , dont I'intégrale du carré vaut environ 4,96 . L'écart se
concentre prés de =, la ol la dent de scie est discontinue apres périodisation.

3] m—f(x)=
—_— 2sinX —Sin2x
écart f— p(f)

- —FII/Z 0 mI'Z n

Corrigé de l'exercice 15 : Noyau de Dirichlet

1. En £ = 0 ,chacundes 2N 4+ 1 termesvaut 1.Pour t Q 2m&  ona gt ?é 1,etla

(AN 414 .
i . s . On factorise E(N+%}It au
e‘ii J— 1 &

2esin(V + 1)p)
2esin(t/2)

somme géométrique donne 1 s () = e—t Nt

numérateur et E?ffg au dénominateur. |l reste . Donc




sin(V + 5)b)

Dy(t) = Wet Dy(0) = 2N +1.

m

2. Parl'exercice 1, / kit dt = 0 pour ﬁ@% 0. Donc fDN — 94 . Ensuite, DN est
—Ir

réelle et, par orthonormalité, Ef D%J = |DN|§ = Z 12 Ainsi f‘DN = 9 et

.
1 ip2 _
ﬂfDN_ZN—I—l-
—r

3. Par linéarité de I'intégrale

T
Snl(filz) = gﬁff{ﬁ)eﬁk(a: — i) gs = lﬂff{t}DN{a: — t) dt . Le changement
k_ Ll
de variable % = x — t donne une intégrale sur [ — m, = + 7], de longueur 24T . Par
i

périodicité, on peut la ramener a [—?r, *rr] . Ainsi ,S“N(f} {gg} = %ff{;p — “}'DN("‘-&:' dg -
—r

: 1
4, sur 0,7, ona 0< sm2 < E (donc 11y o { )| > 2|51n((N + 28 avec

(VN + g)’ﬂ' (k-i-l)fr

W= {N _|_2:|t on obtient f|D | > Zf |sin du > ZZ f{ii‘l;&lrd . Or

(E+1)r ’ﬂ'
4 N 1

| sin u|du = 2- Donc f|DN| > 5 Z f- Comme la série harmonique diverge,

ﬂ_kﬂ' 0

f|DN{tjl| dt — oo . Le noyau n'est donc pas borné en moyenne : c'est pourquoi la seule

]
continuité de f ne suffit pas a garantir la convergence, et pourquoi Dirichlet demande une

hypothése ¢71 par morceaux.

Corrigé de I'exercice 16 : Une fraction rationnelle en cosinus

1. La série converge normalement, car |2_|”|Eémr| — 2_|”| , terme général d'une série
tr - . ,
convergente. Posons g = ET,avec |q| = % Les termes d'indices 7 et —7 sont conjugués,
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donc la somme vaut 1+2 REZ " =1+2 Re — etz . En multipliant par le conjugué,

n>1
eiz  et¥(I—e—tF)  gaiz_ ] o deosxr—1 o
I—eir T p_esf  B-dcmz Sa partie reelle est ===, ——. Ainsi la somme
_ — —|nlpinr — 3
vaut 2= %cosx +dcosx — 2 oo Zj | |emﬂ? = dcoiz.
b—4dcos ne 7

1 —|n
2.0na [ = gz 2 | |E’:n, , avec convergence uniforme. On peut donc intégrer terme a terme
n

_ 1 _
contre €.y, , qui est bornée. Par orthonormalité, Cm':f:' = EZ 2 |ﬂ|< Emy Emm > . Ainsi
f)

cnl(f) = pourtout necid.
2
3. Par périodicité, ff{:::}-:os nrdr = map(f) = (e, +c_y) = %’TZ_”‘ our m > 1.
0
Pour n = 0, l'intégrale vaut 24 cy = %’T , ce qui correspond a la méme formule. Donc
2T
_cosnx 2w
5 — dcos a:d‘ﬂ: — 3.9% pour tout n < [N.

0

am
1 —|al 4 _ —n _ 1
4. Par Parseval, ﬁffg = Zﬂ: g = @(1 —|—EZ4 n).Or 24 3, donc cette
0

15 . _ 10w
somme vaut 37 = 2.F.A|n5| — .

La figure suivante montre [ et ses sommes partielles S1(f) et S3(f) . Les coefficients
décroissent géométriquement, d'ol une convergence tres rapide.



- —rIT/2 0 H}Z n

Corrigé de I'exercice 17 : Equation différentielle périodique

sanhs résonance

1. Lafonction % est (72 et 24 -périodique. Donc ¥ et w/ sont continues, périodiques et
1 . La formule de dérivation s'applique deux fois : r:n{y”} = cn{yr’} = {in}gcn{y).
Ainsi c,(y/) = —nlc,(y).

2. Par linéarité, I'équation donne (2 — ﬂg]cﬂ{y} = cp(f).0r 2 —n2 ?é O pour tout entier 7,
a2
T '

et bn(y) = 0. Deux solutions ont les mémes coefficients et sont

car 2 estirrationnel. Donc
__A=D"

an(y) = n2(2 — n2)

continues : elles sont donc égales, par le corollaire d'unicité. Il y a au plus une solution, qui vaut

ﬂ( :, — 2 2 En forme réelle, %{y} =
— N

2 (—1)"cos na

2
nécessairement y(r) = & + -‘-lz k(3 —nd) -
n=1

3.Pour 22, 2-n=n?2-2> %2 Les termes de la série sont donc majorés par %,

ceux de la série dérivée par 3 et ceux de la série dérivée seconde par nd- Ces trois séries

convergent normalement. Par le théoréme de dérivation terme a terme, ¥ est (2 et

y/(5) = _42( 1)"cos nz . Ensuite,

2 — nl

ks
yll 4 2y = 3 _|_ 42( 1)"cos ”‘T(jg 1) — ’%2 4 42%. Par I'exercice 9,

cette somme vaut f(z) : Ia fonctlon Y est bien l'unique solution.
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4. Les solutions de '/ + 2y = 0 sont Acos(vV2z) 4+ Bsin(v2z) . Posons § = 2yZrr. La
périodicité impose y(2m) = y(0) et y/(2m) = y/(0), soit (cosfd — A + (sind)B = 0
et —(sinf)A + (cosf — 1)B = 0. Le déterminant vaut

(cosd — 1}2 +5in%9 = 2 — 2cosf .l est non nul, car & E 2mfd . Donc A =EB =10.la
différence de deux solutions périodiques, solution périodique de I'équation homogeéne,
est nulle : on retrouve l'unicité.

Corrigé de I'exercice 18 : Equation différentielle et résonance

1. Par 'absurde, soit ¥ une solution 27 -périodique de (F4).Comme uy/ = f —4y est
continue, ¥ est (2. L'exercice 17 donnealors (4 —n?)e,(y) = cp(f).Pour n = 2, 0n

obtient [ — Cg{f} — aﬁ(f) % , ce qui est absurde. L'équation (E'4) n'a aucune

solution 2 -perlodlque c'est une résonance.

2. Les solutions de  (Eqg) sont Yy, + Acos3z + Bsin3z o0 ¥p estune solution
particuliére. Or les fonctions cos 3x et sin 3x sont 24 -périodiques. Il suffit donc de trouver
une solution particuliére périodique. L'analyse donne {9 — n?)e,, (y) = cn(f). Pour

n=+3, r:ﬂ{f) = 0 car 3 estimpair: aucune contradiction. On pose donc

2k
YplT) = gr— 7 Z Hkg —mlsj[g i 257) .Comme |9 —4k?| > 1 et

{4?@2 1}|9 4k2| i 16}@‘1 la série et ses deux dérivées convergent normalement. La

dérivation terme a terme donne y-’ﬁ’ + 9y, = % - % %

de (Eg) sont 21 -périodiques : ce sont les fonctions %, + Acos3z + Bsin 3z,
avec (A, B) € RZ.

= f . Toutes les solutions

3. Une condition nécessaire est (A — n2)c,(f) = 0 pourtout 7 telque } = n2.0r

Cnlf) ?é 0 exactement pour 7 pair (y compris n = 0, ou co = E—T). Donc )\ — 4k2,

k € N, est exclu. Réciproquement, si A ?‘é 42 pour tout j , la fonction

an(f) aq(f)
Z ;,\ 3 _ ag2c0s 2k est bien définie. Elle est (2 par convergence normale des

séries derlvees, et solution comme & la question 2. L'équation (E ;) admet une solution
241 -périodique si et seulement si A ¢ {4?@2 k€ [H} .

Point de méthode : la résonance ne se produit qu'aux fréquences effectivement présentes dans le
second membre. C'est pourquoi A& = 5 n'est pas un obstacle : |sin :J::| ne contient aucune



composante cos 31 .

Corrigé de I'exercice 19 : Exponentielle et somme des 1/(n? +

a?)

T

1 (@ — i)t . gla —im)mw _ —(a —in)w o

1. Ona Cﬂ_zfrfe dt = e — o) ,car a zn%D.Or
—1r

. . ﬂ ,
e —INM — giNT — {—1} . Le numérateur vaut donc

':—1:'n':e'ﬁfr —e—9m) = 2{_1:'n5h':5m:' Ainsi ¢, (f) = (:TI;I%T:?.

La fonction f est (1 parmorceaux. En 1, f{m ) = 97 et

2.
flaT) = f(—mT) = 797, de demi-somme ch(a) . Par Dirichlet,
n
Sn(f)m) = Z cp(—1)" — chiam) Or {—l}ncn _ M’ ot
[N (a — )
sh{am) /1 Da
1 1 _ a0 Ch{ﬂﬂ':l = T i + 519 .
a—¢n+a+m—az+nz'[’°”c ﬂ;la + n< | .EnisolantIa
oo 1 sreoth(ar) 1
Somme : an-i—a?: 2a T a2
n=1
y 2
, 1 f gqr _sh(2am) o sh*(am)
3. D'une part, e | €48 dt = Sam . D'autre part, |,;~n| — W—Emz Al Parseval donne
1 B greh(2am) mreothlam)
Z o+ 72— Qash(am) @ ,gracea sh(2u) = 2shuchwu . Orle membre de
E L
i T
gauche vaut ¢2 = a2 + n?. On retrouve exactement la formule de la question 2.
n
4, Pour a € 0,1, 0 < — _1'_ 5 < ﬁ : la série de fonctions de @ converge normalement sur
[0, 1] . Sa somme est donc continue en 0, et tend vers z# Par ailleurs,
1w 9 sreothiam) 1 1 a2 1
+oo 1 -
passant a la limite, Zlﬁ =5 -
n=
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corriaé de I ‘e 20 : C I

fonction C! par morceaux

1. Soit —T = T <...< Tp = T une subdivision adaptée. Sur chaque [Tg_1, T3], on
intégre par parties avec le prolongement ¢l :

ff’{t}e—ﬁ'ﬂt dt = [f{t}e—ﬁ'ﬂf] anff{t}e—mt dt .Comme [ est continue,

I
k—1 Te—1
les crochets se télescopent. Il reste f{ﬂ}e—mﬁ‘r — f(- W}EW’J‘T = 0 par périodicité. Donc

en(f1) = in cu(f)-
|'3n(f :'|

. L'inégalité de Cauchy-Schwarz dans ¢£2 donne

2. Pour nFE 0, |eu(f)] =
> 'Cﬁ < ( > a)” E( S lenlf )P)”E > a=2% =% g
nE 0 n £ 0 nE 0 nF 0

Bessel appliqué a f’r majore la seconde somme par |f’;|§ Donc ;JCHU‘)' < ﬁ|f |2

mn

3. Comme [ estcontinueet (1 par morceaux, Dirichlet donne fl=) = ;E
n

tout . Ainsi |f{ :' SNI:f}(xﬂ < | l;j!rc“{fﬂ Le méme argument qu'en 2 donne la
n

1/2
majoration ( Z E) |f |g.Enﬁn, par comparaison série-intégrale,

1 2
Z ﬁg f%:%,donc Z 22 < I . Ainsi 5UP|f 5N'(fj'|“i\/7|f|
N

4. Pour flz) = |&| sur [—-ma], fF' = 41 saufenun nombre fini de points, donc
|j“r|2 = 1.0nobtient sup|f — S (f)| < /2/IV . Cette majoration, en p;—1/2, est
bien moins bonne que celle de I'exercice 7, en ;\y—1 . Par exemple, pour garantir 10—2 , il

faudraitici IV = 20000, contre N = 65 avec le calcul explicite des coefficients.

5. Le créneau de I'exercice 4 est (1 par morceaux mais discontinu. Sa série de Fourier ne converge
pas uniformément puisque les Sm{f} sont continues et que la limite ne I'est pas. De plus,
Z|bﬂ| Zﬁk+l — +co . La continuité est donc indispensable : sans elle,

I'intégration par parties laisse des termes de bord, et cﬂ(f’} = in cp,(f) devient
faux.



Corrigé de I'exercice 21 : Inégalité de Wirtinger

1. L'hypothése donne ¢y(f) = 0. Par la formule de dérivation, cn{f”} = necy(f) La
2
formule de Parseval, appliquée & [ puis a f’r £ P, donne %ffz = Z |Cn':f:'|2 et
0 n :,E 0
2T aar 2
Eif n3|cﬂ{f}|2.0r nd > 1 pour H%D.Donc ffgg ff”g.
0

n:,,élﬁl

9 2
2. La différence des deux membres vaut ZﬁZ}: gﬂ 1}|C’”{f)| , somme de termes positifs. Il y a
n

égalité si et seulementsi c,(f) = 0 pour |n| > 2.Danscecas, f et Ci€] +Cc_j€_4
sont continues et ont les mémes coefficients : elles sont égales. Réciproquement, ces fonctions
réalisent I'égalité. L'égalité a lieu exactement pour fl:ﬂ?:l = acosz + Bsin x, avec

o, 5 réels.

3. Soit G la fonction impaire sur [—r, 7] égalea g sur [0, ], prolongée par 2 -
périodicité. Elle est bien définie et continue, car g(0) = 0 et

G(—m) = —g(m) = 0 = G{m).Elleest 1 par morceaux, et fG — (0 par imparité.

m
De plus, G'(z) = g/(—x) pour = € ]—m, O[. Donc f Efgg et
kiD - U
fG" 12— Efgf' 2 La question 1 s'applique 3 (3 . Ainsi fgg < fgf 2, avec égalité si
0 0

0
et seulementsi g(t) = Ssint.

i

5
4. Ona fﬁg{ﬂ' — )2 dt = 35 (calcul détaillé a l'exercice 22). Ensuite, g/(t) = m — 2t et

o

22

m
—21)3 3
f{?r — Et}g di = [—%L = % On vérifie TT—D ~ 10,20 < %3 10,34 : I'écart

est faible, car @ est trés proche de ,J,B—Tgin i.
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Vé 1 ] \ 1

série alternée

1. La définition sur [0, r] et I'imparité imposent f{z) = —=z(m + ) sur [—m, 0]. Les deux
formules donnent 0 en O, donc I'imparité est compatible. Ensuite, f{r) = O et
f(—m) = —f(m) = 0 :le prolongement 2 -périodique est bien défini et continuen .

Enfin, f estpolynomiale sur [—, O] etsur [0, 7r] . La fonction f est bien définie,
continue et ('l par morceaux.

T

2. Comme [ estimpaire, Gyn = 0 et b, = %fﬁl&r — t)sin nt dt . Une premiére intégration

_ tlr — t)cos nt 1
par parties donne —T + & I:”ﬂ' — Et}cos nt di, et le crochet est nul. Une

0

. m m n
— 2t t —1
seconde donne % [w —+ %fsm nt dt| = % Eq ) . Donc
0

by = 505 = —n3 pour 7 impair, et by, = 0 pour 7. pair.

3. La fonction f est continue et ¢1 par morceaux : le théoréme de convergence normale
s'applique. On le voit aussi car  |by,sin nx| < # . Pour tout réel T,
8 T2 sin((2k+ 1))

f{a:‘:l =7 Qk+1)° la convergence étant normale.
k=10

_ w2 . Ty _ ok w4 _ B (—nF
4.En T =7, f(7)="TF¢ sin(2k+1)3) = (—1)* . Donc = WZ(Q;;+1)3'A'"S'
IR _(DEF g o . .

Z TmLL1vd — 1375 - Onretrouve aussi ce résultat avec la formule de ['exercice 9, question 5, en
k_U(Ek—i—lj

T
=0
5. On développe tg{ﬂ - t)g — 42 — 290 £3 4+ 2. Donc
i
5 5 — 5
ftglfrr - t}g dt = Tr 2 —|— = W*ﬁ = TT—D . Par imparité de  f,

b
| 5|||—t =
;:;‘ﬁi'
B
|
=1
W
{8
|
m
-:::-
o
]
-
[7)]
o)
<
Q
o
o
S
=
)
|5|
={RS
Il
Bl
=[]
=
[ ]
Tl
(R
T
—
o
L]
O
o
=
A

2 —t)2dt = L5 e

|5|
-+
o +
Il 2
%)
i
_|_ —
—
=
I
o
a3,



¢(6)
6. Les termes pairs de ﬂ:l:fi:l valent Z(Ekjﬁ %7 - Donc g(@} = 96[] , puis

B
¢(6) = 53960 = 945 On obtient ((6) = gz -

B sin({2k+1)x)
TTSIH r = [2[&.4_1)3 , donc

7. Par la question 3, flz) -

E>1
B . B 1
|fﬂ?—ﬁ51ﬂ$|“_:ﬁ — , s
(z) kgl(gk-l_l)a .Onisoleleterme % = 1,égala 2? Pour k£ > 2,la
Z Yo
(o 1 dt \ 1 di 1
décroissance donne < , d'ou < = 2=.
(2k+1)% = f(2t+1)3 Z (2k41)3 — f(ztﬂ)a 36
S S :

Ainsi la somme est au pIus ﬁ + % = 108" Donc

14
suplf 3ol :t:l < 1[:'8?1' = am, = 0,165,

Comme le montre la figure ci-dessous, f et 51':}?:' = ,_?B—rgin + sont presque confondues. A droite,
l'écart f — S1(f) reste sous 0,11 en valeur absolue, ce qui respecte la borne 0,165 ; I'écart

f = S3(f) estencore plus petit.

fln/2) =mn?/4 —— =51() —— F=53(f)
0.1
0.0 A
(A=28sinx _o1
—Irr —11/2 0 H/IZ rr —In O rr

Revenir aux énoncés des exercices
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Pour aller plus loin en L2

e Le cours : séries de Fourier, cours de maths en L2

Les énoncés : exercices de maths en L2 sur séries de Fourier

A maitriser avant : Suites et séries de fonctions, Produit scalaire et espaces euclidiens

Chapitre précédent : Isométries, endomorphismes symétriques et théoreme spectral

Chapitre suivant : Formes quadratiques, coniques et quadriques

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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