Exercices de maths spé

Séries de fonctions

Pour chacune des séries de fonctions suivantes, déterminez un intervalle, le plus grand possible, sur lequel
elle converge normalement.

sin(nx)
1. Z n2+1 pour x £ K.
n>1

2 2

n > 1

33|5—‘1
[ - |

pour z € [—1,1].

—nIT
pour £ € |0, 4+oo[ . Montrez que la convergence est normale sur  [a, +oo|

[

n > 0
pour tout a > 0, mais pas sur ]D, —I—C:O[ )

2 -—nT
4 Z;;;l ree pour x € [0, 4oo[. On étudiera les variations de 5 —3 £2 g—nT .
n

Pour n € Net = € [0,1],onpose unl(z) = ™ (1 — x) . La figure ci-dessous représente
N

quelques sommes partielles S py = Z U .
n=>0
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1. Calculez S py{z) pour x € [0,1], puis la somme S{x) de la série.

2. La convergence est-elle uniforme sur [0, 1] ?sur [0,1] ?

sUp u
3. Calculez g lp] ™ . La série converge-t-elle normalement sur  [0,1] ?
i

4. Soit @ € ]0,1[. Montrez que la série converge normalement sur [0, a.

+CO —nr
Pour £ >0,onpose flz) = Z S
n =

1. Montrez que f est bien définie et continue sur |0, +oo .

2. Montrezque f estdeclasse 1 sur ]0, +oo| etexprimez f’r{x} sans signe somme.



3. Déterminez la limitede f en —oo.

+oo

—n
4. En déduire que f(x) = —In{l —e ™) pourtout x > 0, puis la valeur de S
n=1

1

I

+co
Onnote S(zr) = Z 2™ = =, pour x € |-11[.
n=>0

1. La série Z ™ converge-t-elle normalement sur  |—1,1[ ?Sur [—a,a] pour 0 <a <1°7?
(g) = —1
2. Montrezque § estdeclasse (2 sur ]—1,1[, avec S'(z) = nz}:lﬂi?” ot
S”l:j[;‘jl = Z n{n_l} 1;']‘1—2 -

nEE

+ oo +oo
3. En déduire, pour || <1, les sommes Z n o™ et Z n? g™

+co n +oo n2
4. Calculez Z 2—14 et g_”
n=1 n=1

Exercice 5 : Calcul de In 2 par intégration terme a terme

n
1. Soit x & ]—1, 1[ . Montrez que la série Z}:D ¢ converge normalement sur le segment
n

d'extrémités 0 et .

+oo

U
2. En intégrant terme a terme, montrez que —In{l — x) = Z s
n=1
+oo +oo a+1
e - _ 1 3 _ )
3. En déduire les éqgalités In 2 = ﬂz_:l R et lng = ﬂz_:l o7
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+oo
1 , 1 .
4. Montrez que le reste Z —~7n estmajoré par ;77w nar - Quelle valeur de W garantit,
n 2 (WN4+1) 2
n=MN+1
par cette majoration, une erreur inférieurea 10—3 ?

Exercice 6 : Une intégrale calculée terme a terme

+oo -
Pour x £ [k, on pose F{:J:} = Z Smigﬂ . On admet que {{2} _ %2 ot {{4} _ g_g |
n=1

=

. Montrez que ' est définie et continue sur [.

. Montrez que F' estdeclasse ¢l sur E et calculez F’{D}.

N

+oo 1

. Calcul pr—
3. Calculez ;;Z—:D(Ek+1)4

I

m
. En déduire la valeur de fF{a:} dz .
0

Exercice 7 : Convergence uniforme sans convergence normale

A

+oo
Pour = > 0,onpose Sz} =
n=1

(=1
n+ T
1. Montrez que la série converge uniformément sur [El, —I—m[ :

2. Montrez qu'elle ne converge normalement sur aucun intervalle [a, b] avec 0 <a<hb.

3. Montrezque S estcontinuesur [0, +oof et déterminez sa limiteen oo & l'aide du
théoreme de la double limite.

4. Montrez que § estdeclasse (71 et strictement croissante sur [0, +oof .



5. Montrez que  S(x) + S(z+1) = _:rL—I—l pourtout = = 0.

6. En déduire un encadrementde S{z) pour = > 1, puisun équivalentde S(z) quand
r — oo,

Pour m > 1 et z > 0,onpose Uyp(r) = zre ",

1. Montrez que Z Uy converge simplement sur [D, —|—r::o[ et calculez sa somme SI:JS“:I .

2. Lafonction § est-elle continueen 0 ? Qu'en déduisez-vous sur la convergence uniforme sur

[0, +oof ?

3. Calculez |Y%nl,, sur [D, —|—D::u[ . Retrouvez que la convergence n'est pas normale sur cet
intervalle.

4. Montrez que la convergence est normale sur [a, —|—00[ pourtout o > 0.

, 1 .
5. En évaluant le reste A en 1 — 5575, montrez que la convergence n'est pas uniforme sur
N4+1

10, +oo[ .

Exercice 9 : Somme non bornée et défaut d'uniformité

Pour n =1 et £>0,onpose uy(r) = ze ™ z2,

1. Montrez que Z Uy converge simplement sur |0, +oo[ et exprimez sa somme S{x).
2. Déterminez un équivalent de SI:CL?:I quand £ — 0T

3. Montrez que chaque g est bornée sur |0, +o0o[ etcalculez [%nly, .
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4. Montrez, sans calculer de reste, que la convergence n'est pas uniforme sur ]D, —|—r::o[ .

5. Montrez que la convergence est normale sur [a, +0o[ pourtout a >0, puisque S est
continue sur |0, 400 .

Exercice 10 : Réqularité et limites de la fonction zéta

T 1
Onpose ((x) = Z_ nE-

1. Déterminez le domaine de définition I} de ¢ .

2. Montrez que la série converge normalement sur [a, —|—oo[ pour tout a > 1. Converge-t-elle
uniformément sur I} ?

3. Montrez que ( estdeclasse (*°° sur D etexprimez g(kj'.
4. Etudiez les variations et la convexité de ¢ .

I
5. Calculez T —in}l—oo 5{35:' )

6. Montrez, sans comparaison série-intégrale, que a: li}m1+ g':ffi' =

al&

1. Soit & >>1.Montrez que pour tout n = 2,

Tl
I M

T
1
—;cEf

2. Endéduire que =3 < ((z) < 14 ;=3 1, puis un équivalent de  {(z) quand £ — 11.

3. Montrez que la fonction = — {(x) — ﬁ est bornée sur |1, +oof .



4. Montrez que 2% (g(:::} —1-927°% ) —+ 0 quand x — oo . En déduire un équivalent de
C(x)—1en +oo.

Exercice 12 : Somme de la série harmonique alternée

+oo n+1
1 n
Pour z € [0,1] ,onpose flz) = Z HTE

n=1

=

. Montrez que la série converge uniformément sur [D, 1] .

N

. Montrez qu'elle ne converge pas normalement sur [D, 1] .

w

. Justifiez que f est continue sur [0, 1].

4. En intégrant terme & terme sur un segment bien choisi, montrez que  f(z) = In{1 + x) pour

r e [01].
+oo (_1:|n+1
5. En déduire la valeur de Z —m
n=1

+oo +oo
— z 52 T
Pour = € R,onpose F(r)= ng_l a,ru:ta,n(ﬂz) . On admet que f T ei 95 = 35
- 0

1. Montrez que F' est définie sur [, impaire et continue.
2. Montrez que F' estdeclasse ¢l et strictement croissante sur [ . Calculez F’{D} .

3. Montrez que . _lin}Fm F(z) = oo
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4. Montrez que la série ne converge pas uniformément sur [R.

5. Soit & = 0. Par comparaison série-intégrale, encadrez FI:J?:I par des intégrales, puis montrez
que F(z) ru % quand T — +co .

+aoo 1
Pour x £ [K,onpose Q”@:' = Z n? 4+ 72
n=1

1. Montrez que J est définie et continue sur R, etque g{0) = ¢(2).
2. Montrezque § estdeclasse (1 sur R.On pourra utiliser I'négalité¢ 2|z|n < n? + x2 .
3. Etudiez la parité et les variations de 9. Déterminez sa limiteen oo .

4. Pour x >0, encadrez g(x) par deux intégrales, puis montrez que g(x) rv §T—$ quand
r — oo,

+oo

Soit € [0,1] .Pour § € R,onpose P.{@) = Z r™ cos(nd) . La figure ci-dessous
n=0

représente P, sur [0, 7] pour trois valeurs de 1.



> — r=0,3
— r=0,6
4 A —_— r=0,8
- 3 |
)
[
Q.
7 -
1
0
0 /2 m
0
1. Montrez que la série converge normalement sur [E.
. ' 1 —rcosd
2. Enutilisant cos(nd) = Re(e*nf), montrezque P,(B) = =5 =5 =g
kip m
3. Calculez fPT{S} df , puis fPr{tS'} cos(k8) df pour k > 1.
0 0
m
P 1 —r2 . dd
4. Vérifiezque 2 Ppr(f) -1 = 1—5 = +3 - En déduire f T Srcosd - 72
0

Exercice 16 : Fonction éta de Dirichlet et retour sur zéta

+oo I:—l:lﬂ'_l
On pose 7(x) = Z D
n=1
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1. Déterminez le domaine de convergence simple de la série.

2. Montrez que la série converge uniformément sur [GL, —|—D:u[ pour tout @ == 0. Converge-t-elle
normalement sur [, +oof lorsque O0<a <17

3. Montrez que 7] est continue et strictement positive sur 0, 00| , et calculez sa limite en

oo,
4. Montrez que n(x) = (1 — 21=%)¢(z) pour = >1.

5. On admet le résultat de I'exercice 12 :  1{1) = In 2 . En déduire de nouveau un équivalent de
¢(z) quand z — 11.

Exercice 17 : La série théta et son équivalent en 0

+o0 +oo
Onpose 8(z) = Z e—72 T 0On admet que f e—s? ds = %
0

n=10

1. Déterminez le domaine de définition de & .
2. Montrez que @ est de classe (T sur ]D, —I—c::o[ et qu'elle y est strictement décroissante.
3. Calculez —lin}i—oo 9':5‘5:', puis montrezque 8(r) —1 ~ e~ % quand £ — +oo .

4. Montrez que % <z <14 EJ_TTTT pour tout x > 0.

5. En déduire un équivalent de  8(z) quand 5 — o7

Onpose wf(r) = —zlnz pour = € ]0,1] et (0) = 0.



=

1. Montrez que § est continue sur [0, 1] etque 0 < ¢ <

+oo n
_ Wiz .
2. Montrezque x~ + = E L pour T € 10,1], et que cette série converge normalement
n=10

sur [0,1].

1
3.Pour n=>1et 0<k < mn,onpose Iﬂ,k — f;]_?ﬂ (ln $}k dx, ou l'intégrande est

_k

prolongé par continuité en (. Montrez que I, x = |

Fnk—1pour k =1

1

4. En déduire que f@(ﬁ}n dr = # pourtout 7 € N.
ki
0

L +co
5. Montrez que f T dr = Z # , puis donnez une valeur approchée de cette intégrale a
0 n=1
10—3 preés.

Joo P
Pour £ > —1,onpose f(z)= Z m ,etl'onnote Hyp = Z % pour p = 1.0n
n= k=1

rappelleque Hp ~ Inp quand p — +co.

1. Montrez que f est définie sur |—1, +oo .

2. Montrez que la série converge normalement sur [a, —I—OO[ pour tout @ > —1. En déduire que
f estcontinuesur -1, +oof.

3. Calculez  f(0), puis montrez que  #(p) = HE pour tout entier > 1. Donnez F(1) et

r
2.
4. Montrez que f estdeclasse (1 et strictement décroissante sur |—1, +oo] .

5. Déterminez la limite de f en +co.
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6. Montrez que f{x) — 1—% admet une limite finie quand s+ —s —]T , que vous calculerez. En

déduire un équivalentde f en _1t.

7. Onpose (x) = = f(x) pour = > 0.Montrezque 1 est croissante, puis que
Hp <4lx) < Hpyio0 p=|z |, pour z>1.

8. En déduire que  f(x) ~ IHT‘T quand £ — oo .

1
9. Exprimez ff(a:} dx comme la somme d'une série numérique.
0

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : séries de fonctions, cours de maths spé

A maitriser avant : Suites de fonctions : convergence simple et uniforme, Séries numérigues et
vectorielles

Chapitre précédent : Suites de fonctions : convergence simple et uniforme

Chapitre suivant : Séries entiéres

Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre


https://mathovore.fr/series-de-fonctions-corrige-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/series-de-fonctions-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/suites-de-fonctions-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/suites-de-fonctions-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/series-entieres-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/qcm-maths-spe

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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