Cours de maths spé

Séries de fonctions

I. Convergence simple et uniforme des séries de fonctions

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de [ et ':’Uln:'n =~ [ une suite de fonctions de [
dans [ = R ou (. Une série de fonctions est simplement la suite de ses sommes partielles. Ainsi, tout
ce que vous savez sur les suites de fonctions s'applique. Cependant, la structure de somme apporte des
outils nouveaux, en particulier le reste et la convergence normale.

1. Convergence simple, somme et reste

Définition :

b1
Onnote Sy = Z U la somme partielle d'indice . La série Z Uy Converge
k=0
simplement sur I si, pourtout x € I, la série numérique Z Uy () converge. On définit
+oo
alors sa somme S(r) = Uy (Z) et son reste
n=_

+oo

Bp(n) = S(0) - Spl@) = ) ule).

E=mn+1

Pour chaque < fixé, on étudie donc une série numérique. Par conséquent, tous les criteres de
convergence des séries numériques servent ici : comparaison, regle de d'Alembert, critére spécial des
séries alternées. L'ensemble des I ou la série converge s'appelle le domaine de convergence simple.
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2. Convergence uniforme et restes

Définition :

La série Z Uy converge uniformément sur ¥ si la suite de fonctions (.5,) converge
uniformément sur I vers § , autrement dit si ISLépI |S(@) — Snlz)| — 0 quand

n — oo,

Propriété :

La série E Uyq converge uniformément sur I si et seulement si elle converge simplement sur
T et sila suite des restes () converge uniformément vers la fonction nulle sur I :

sup |R,(z)|n = 4+00]0.

T e f
De plus, si Z Uy, converge uniformémentsur I, alors {uﬂ} converge uniformément vers
0 sur 1.

Démonstration :

La premiére équivalence est la définition, puisque 5 — .5, = H,, . Ensuite, on écrit
Up = Sp—Sp—1 = Bp_1 — Ry . Donc |Un|,, < [Bn—1l, +I8nl,  quitend vers

| (:I

Prenons  tp(z) = ™ sur ]-1,1[. La série converge simplement et S(r) = T Sonreste

_I "
+1 . .
vaut R, () = ‘T_E .Sur ]-1,1[, ce reste n'est pas borné, car il tend vers +oo quand




£ — 1. La convergence n'est donc pas uniforme sur |—1,1[ . En revanche, pour 0 <& <1,0na

sup |Hyp| < i—a — U :la convergence est uniforme sur [—a,a].

La figure ci-dessous montre ce phénomene. Les sommes partielles collent a la somme au voisinage de (.
En revanche, pres de 1, elles restent bornées tandis que la somme explose.

14 4
—— somme S(x) = 1
121 ,
— S(x)= 2 X"
10 - n=0
5
81 — =2 X
1
61 — S12(x) = z n
.. =
2-
?_;_
0

~1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Méthode :

Pour prouver gqu'une série de fonctions ne converge pas uniformément sur I, on dispose de trois

arguments. D'abord, le terme général ne tend pas uniformément vers [J. Ensuite, la somme est

discontinue alors que les %xn sont continues. Enfin, on minore SL}F‘ |Rn| en évaluant le reste en

un point bien choisi, par exemple Ty =1-— % .
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Il. Convergence normale

Majorer le reste d'une série est souvent difficile, car on ne connait pas la somme. C'est pourquoi on utilise
en priorité une notion plus forte, qui ne demande qu'un calcul de borne supérieure sur chaque terme.

1. Définition et théoreme fondamental

Définition :

On suppose chaque tn bornée sur I etonnote [Ynlos 7 = ;Lépf [un(®)]  La série

E Uy converge normalement sur I sila série numérique [Unlge, T CONVerge.

En pratique, il suffit de trouver une suite  {cty;) indépendante de = telle que |ty (Z)| < oy, pour
tout & € I, avec z oy, convergente.

Théoreme :

Si E Uy converge normalement sur I, alors elle converge absolument en tout point de I, et
elle converge uniformément sur I .

Démonstration :

Pour £ € I,ona |un(z) < [Un|,, . Par comparaison de séries & termes positifs, Z Ug (T)
converge absolument, donc converge. Ensuite, pourtout x € [ :

400 400

[Bo(@)l=| > wple)| < D0 juy

k=n-+1 k=n-+1




Le majorant est le reste d'une série numérique convergente. Il ne dépend pas de * ettend vers (J.

Donc SL}P’ |Bp| — 0,

Méthode :

Pour établir la convergence normale sur un intervalle adapté, on procede ainsi. D'abord, on calcule ou
on majore SL}F‘ [t , par une majoration directe ou par une étude de fonction (dérivée, tableau de

variations). Ensuite, on teste la convergence de la série des bornes. Si elle diverge sur I, on
restreint l'intervalle : on travaille sur [a, +oo[ avec a >0, ousurunsegment [—a,a], en
écartant le point qui pose probleme.

Soit un(xr) = x2e ™% sur [0, +oo[ ,pour n > 1.0n dérive:
ul (r) = £ e ™T(2 —nx). Ainsi, Un croitsur [0,2/n] puis décroit. Par conséquent,

Yl = un(?‘%) = 45—;2'

A —2 -
La série E ‘122 converge : la série converge normalement sur [0, +oo] .

2. Convergence uniforme sans convergence normale

La réciproque du théoreme est fausse. L'exemple typique est une série alternée dont le terme général
n'est pas sommable en norme. Dans ce cas, on majore le reste grace au critére spécial des séries
alternées.
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Soit wup(x) = (—1)" a,(z) ol pourtout = € I ,lasuite (an(z)) estpositive, décroissante
et de limite nulle. Alors U, converge simplement sur [ et |Rn(:t?}| < &ﬂ+1(¢t?:l . Side

plus SL}p Gn — D, la convergence est uniforme sur I .

i
Considérons Up(r) = (=1 gy [0, +oo[ ,pour m > 1.Pour x fixé, —L_ gécroit vers
I

n n+r
0.Donc |Ry(x)| € 77 < 737 ! la convergence est uniforme sur [0, +oof .

m
1
h

Cependant, |un|oo = &, et la série harmonique diverge : il n'y a pas convergence normale.

Comme le montre la figure ci-dessous, les sommes partielles d'indices consécutifs encadrent la somme. De
plus, elles restent dans une bande de largeur uniforme autour d'elle.

0.0

—0.8 1 e S3(X)
— 54(x)

0 2 4 6 8 10



l1l. Continuité de la somme et théoreme de la double limite

1. Continuité

Théoreme :

Si chagque U estcontinuesur I etsi E Uy converge uniformément sur I, alors la somme
5 estcontinue sur I . Il suffit méme que la convergence soit uniforme sur tout segment de 1,
ou sur tout intervalle d'une famille qui recouvre I au voisinage de chaque point.

Démonstration :

Les sommes partielles Sy sont continues, comme sommes finies de fonctions continues. Elles
convergent uniformément vers S . Le théoreme de continuité des limites uniformes, vu pour les
suites de fonctions, donne la continuité de 5§ . Enfin, la continuité est une propriété locale : si tout

Ly = possede un voisinage relatif ou la convergence est uniforme, alors § est continue en
g,

4o

La fonction zéta de Riemann est définie sur |1, +oo[ par ({z) = Z # Pour a >1 et
n=1
z > a,ona 0<n~% < n~% Donc la série converge normalement sur [a, +oo[ . Chaque

terme est continu, donc ¢ est continue sur [a, +co[ pourtout @ 31, doncsur J1, +oof .

1
. A —r 1 ,
La série de z&ta ne converge pas normalement sur |1, +oa[ ,car SUP %% = 7 Elleny

x>
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converge pas non plus uniformément. En effet, pour tout 7, le reste  F,(z) tend vers —+co
quand 4 —s 1T . Travailler sur [r:c, -I-D:u[ est donc indispensable.

2. Théoreme de la double limite

Théoreme :

Soit @ une extrémité de I, éventuellement —+oo . On suppose que E Uy converge
uniformément sur I et que chaque “pn admet une limite finie £,, en . Alors la série

Z £,, converge, et

Autrement dit, on peut intervertir la limite et la somme. Ce théoreme découle du théoreme de la double
limite pour les suites de fonctions, appliqué aux sommes partielles, dont la limite en @ vaut

2 &

kgn

Calculons la limite de ¢ en oo . La série converge normalement, donc uniformément, sur
[2, +oo[ .Deplus, 17F — 1 pourtout ,et n—F — 0 pour 7 > 2 .Parle théoréme de
la double limite, _ lim ((&) =14+04+0+4+...=1,

T — +oo

La figure ci-dessous résume l'allure de ¢ . Ony voit I'asymptote horizontale ¥ = 1 et I'asymptote
verticale 1 = 1, que nous justifierons en partie VI.



— =2 %

n=1
---- asymptote y =1
----asymptote x =1

Méthode :

Pour calculer une limite de la somme en une borne @, on cherche un intervalle contenant un
voisinage de & sur lequel la convergence est uniforme (souvent normale). Puis on calcule la limite
de chaque terme. En revanche, si la limite attendue est infinie, on ne peut pas utiliser ce théoreme.
On minore alors la somme par une somme partielle : lorsque les termes sont positifs,

N
S(z) > Z Up(z) pourtout IV,

n=>

Remarque :

Le théoreme sert aussi a prouver une absence de convergence uniforme. Par exemple, si chaque
Un tend vers Ef'ﬂ en & mais que E Ef'n diverge, alors la convergence ne peut pas étre
uniforme au voisinage de .
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IV. Intégration terme a terme sur un segment

Théoreme :

Soit [@, 8] un segment. Si chaque %n est continue sur [a, B] etsi Zun converge
b

uniformément sur [a, ], alors la série E fu” converge et
)

o
o

Démonstration :

Lasomme .S est continue, donc intégrable sur [a,b] . Par linéarité de I'intégrale,
n b
fS” — Z fuk . Ensuite,
it k=0"
b b b
S— [ 5| £ [ |Bul £(0—a)sup|iy,]
a a a [a:b]
b b
Le majorant tend vers (. Donc les sommes partielles Uy convergent vers fg.
E<n'a i




1

Feo T
Calculons f Z ‘. dt.sur [0,1],0na

0 n=1

donc terme a terme :

1
—|—L La partie 11 est télescopique et vaut —1

o L 1.1
M n2ntl) " n2 R +1
Finalement, l'intégrale vaut %2 -1.

Le théoreme concerne un segment. Sur un intervalle non borné, la convergence uniforme ne suffit
plus. Par exemple, notons  A(s) = max(0,1 — |s — 1|}, fonction triangle d'aire 1, et
t

’Un':?:' = % (ﬁ) pour 7 = 1 .Posons UYp = Vi et Yn = Yy41 = Yn, Alors

. . 1
Sp = U, 41 tend uniformément vers 0 sur [0, +oof , car |Vn+1| . = ngi- Pourtant,
+oo oo
f S, = 1 pourtout 7, alors que la somme est nulle. Pour un intervalle quelconque, on utilise

0
le théoreme d'intégration terme a terme du chapitre sur l'intégrabilité.

V. Dérivation terme a terme et classe C"k de la somme

1. Le théoreme de classe C"1

Théoréme :

On suppose que : chaque Uq estdeclasse ¢l sur I ;la série E Uy cConverge

simplement sur I ; la série des dérivées E ud, converge uniformément sur tout segment de
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I .Alorslasomme § estdeclasse (71 sur T, et

/ &
5 (x) = Z ul,(z) pour tout ¢ € I.
n=20

Démonstration :

Fixons Ty € I etnotons T = Z !, continue par le théoréme de la partie Ill. Pour
T
z € I, lethéoréme fondamental de I'analyse donne  Syp(x) = Sp(zg) + f Sh.(t) dt .on
I

1]
fait tendre 7 vers linfini. D'une part, Sy,(z) — S(z) et Sp(zy) — S(xy) . Dautre part, la
convergence est uniforme sur le segment d'extrémités < et z, donc I'intégrale tend vers

xI
fT (Ainsi, S(x) = S(zg) + f T'(t) dt et § estune primitive de la fonction continue
. al

T.

2. Classe C"k et classe C"x

Corollaire :

Soit & > 1.Sichaque %n estdeclasse 'k sur T, siles séries Z u[;li") convergent
simplementsur ¥ pour 0 < g < k-1, etsi Z ugfj converge uniformément sur tout
segmentde I, alors § estdeclasse ¢k sur I et s1) = Zu—.[n,ﬂ pour 7 < k.

La fonction ¢ estdeclasse (7 sur |1, +oo[ . En effet, la dérivée k -iéme de
£ = n~ % =e—xlnn vaut {—lnn}kn—E.Pour a>le x > a,ona



[(—In n}k n~% < (In n}k n "% . Choisissons § telque 1< b < a.Alors

(In njk n—% = o{n—bj par croissances comparées, donc cette série converge. Chaque série

Tey — In n
dérivée converge normalement sur [a, +co| . Par conséquent, ('(z) = _Z nr <0 o

n > 2

Hey _ (In n)? 0 . o
¢ {1?:' - Z nT = Y. { eststrictement décroissante et convexe.
n o> 4

Méthode :

Pour montrer qu'une somme de série est de classe ¢l , on rédige en quatre temps. Premiérement,
on vérifie que chaque %n est (1 eton calcule “1{1 . Deuxiémement, on établit la convergence
simple de Z Uy . Troisiemement, on prouve la convergence normale de Z u{q sur tout
segment [a, &) C I, ousurdesintervalles [a, 4co[ . Enfin, on conclut en citant le théoréme de
dérivation terme a terme.

. . . ginlnT
La convergence uniforme de E Uy ne suffit jamais. Par exemple, E % converge
n
L . cos(nz) .
normalement sur [£ . Pourtant, la série des dérivées z ﬂ divergeen 1 = [J.0On ne peut

donc pas dériver terme a terme sur [.

VI. Etude asymptotique par comparaison série-intégrale

Au bord du domaine, la somme tend souvent vers I'infini. Le théoreme de la double limite ne s'applique
plus. On compare alors la somme a une intégrale, exactement comme pour les séries numériques.
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Soit ¢ :[0, +oo[ — R4 continue, décroissante et intégrable. Alors

+ 00 +oo + 00
sy ar< Y ems [ )
1 n= 0
+co +co
i n'est définie que sur |1, +co| , on a de méme 7
Si ¥ n'est définie [1, +oo] d [@iﬂglgﬂ{}igﬂ(l)+‘{gﬂ

Démonstration :

Par décroissance, pour t € [n,n+1],ona @n+1) < @(t) < @(n). Enintégrant sur
n+1 n

[72, n+1] , on obtient f @ < p(n) et deméme, @(n) < f @ . Il reste & sommer ces

n n—1
inégalités pour 1 = 1.

La figure ci-dessous illustre les deux encadrements. Les rectangles pleins débordent au-dessus de la
courbe, tandis que les rectangles en pointillés restent en dessous.



1.21 — tt (ici x=1,5)
rectangles [n, n + 1] de hauteur n™*

1.0 - --- rectangles [n — 1, n] de hauteur n~*
0.8 1
0.6 1
0.4 1

rmmm

1
0.2 | fe---> ,

1

I l-

i I I'"' "_'E'_'ﬁlu——l
0.0 L— . ! | : |

1 2 3 4 5 6 7

t

Théoreme :

1 1 , fp L
Pour tout = =1, -1 < Clx) <14 1 rar consequent, (@) s 1t o1 et

T li}ml+ gl@} = o0 :

Démonstration :

Pour x =1,lafonction # — £+ estcontinue, positive et décroissante sur [1, —I—-::o[ . De
+oo
1

plus, f T dt = 71 La proposition précédente donne I'encadrement. En le multipliant par

1
£ —1>0,onobtient 1 < (z—1){{x) < x . Par le théoréme des gendarmes,

(z—1)C(x) — 1.
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La figure ci-dessous montre la courbe de ¢ coincée entre ses deux bornes. L'écart entre elles vaut

toujours 1, ce qui devient négligeable devant ﬁ quand  — 1.

0 1 1 1 1 1 1 1 1
1.00 1.25 150 1.75 2.00 2.25 250 275 3.00

X

Pour obtenir un équivalent de S(x) = Z ¢,.(n) aubord du domaine, on vérifie d'abord que

i— @E(i} est monotone pour chaque . Ensuite, on encadre .S{x) par deux intégrales. Puis
on calcule I'intégrale principale, souvent par un changement de variable qui fait sortir la dépendance
en I . Enfin, on vérifie que I'écart entre les deux bornes est négligeable.

+co
Soit S(x) = Z e~ %YM pour £ > 0.Llafonction ¢ —y o—=VT est décroissante sur
n=1




+ao +oo
[0, +oo[ . Avec # = 42, on calcule f e— oVt g = f 9y e—TU dy — 2 . De
0 0

T2
1
plus, fe—m"f dt < 1.Donc % —1< 8 < %.Ainsi, S(z) ~ % quand ¢+ — 0T .
0

Ce qu'il faut retenir

¢ Une série de fonctions converge uniformément si et seulement si ses restes tendent uniformément
vers (.

¢ La convergence normale, E r SL}P |uﬂ| < 100 entraine la convergence uniforme et la

convergence absolue en tout point.

e On établit la convergence normale sur un intervalle adapté : un segment, ou [GL, —|—r:c::u[ , en évitant
le point critique.

e Pour une série alternée, le critere spécial donne |Rn(1?:l| < |Uﬂ+1|:1?:l| , d'ol la convergence
uniforme sans convergence normale.

¢ La somme d'une série de fonctions continues qui converge uniformément sur tout segment est
continue.

* Le théoréme de la double limite permet d'écrire  lim E Uy = E lim uy, sous convergence
uniforme au voisinage de .

e Sur un segment, la convergence uniforme permet d'intégrer terme a terme.

¢ Pour dériver terme a terme, il faut la convergence uniforme de la série des dérivées sur tout
segment.

¢ La comparaison série-intégrale donne des équivalents au bord, par exemple ﬁ:{;[;‘:l o ﬁ quand

r —1t.
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Questions fréquentes sur séries de fonctions

Faut-il toujours chercher la convergence normale en premier ?

Oui, dans la plupart des cas, car elle se vérifie par un calcul de borne supérieure et entraine la
convergence uniforme. Cependant, elle échoue pour les séries alternées du type Z (-1)" /(n+2).
On majore alors le reste grace au critere spécial des séries alternées pour obtenir la convergence
uniforme.

Pourquoi travailler sur des segments ou des intervalles [a, + [ plutét que sur tout le domaine ?

La continuité et la dérivabilité sont des propriétés locales. Il suffit donc d'établir la convergence uniforme
sur tout segment, ou sur tout intervalle [a,4oo[ avec @ =1 pour zéta. Sur le domaine entier, la
convergence uniforme est souvent fausse, par exemple pres d'un bord ou la somme explose.

Comment obtenir un équivalent de la somme au bord du domaine ?

Lorsque le terme général est une fonction monotone de n, on encadre chaque terme par des intégrales sur
[n-1, n] et [n, n+1]. En sommant, la somme est coincée entre deux intégrales que I'on calcule. C'est ainsi
que I'on prouve ¢ (x) ~ 1/{x—1) quand x tend vers 1.

Quelle hypothése est indispensable pour dériver terme a terme ?

Il faut que la série des dérivées converge uniformément, au moins sur tout segment, et que la série elle-
méme converge en au moins un point. La convergence uniforme de la série de départ ne suffit pas. Par
exemple, E sinlf.r:!f@l,/n2 converge normalement sur R, alors que la série des dérivees diverge en 0.

Pour aller plus loin en maths spé

e Les énoncés : exercices de maths spé sur séries de fonctions

e A maitriser avant : Suites de fonctions : convergence simple et uniforme, Séries numériques et
vectorielles

e Chapitre précédent : Suites de fonctions : convergence simple et uniforme


https://mathovore.fr/series-de-fonctions-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/suites-de-fonctions-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/suites-de-fonctions-cours-maths-spe

e Chapitre suivant : Séries entieres

e Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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