Corrigés des exercices de maths spé

Séries de fonctions

Corrigé de I'exercice 1 : Convergence normale sur un intervalle
adapté

S;r;':_"""j) < n91—|—1 < # Ce majorant ne dépend pas de T et la série de

Riemann E 3 converge. La série converge normalement sur [& tout entier.

1. Pourtout =z € R,

rh 1
2. Sur [-1,1] ,ona sup [L2| = n2.atteinten x = 1. Donc la série converge
z € [—1,1] .
normalement sur [—1,1]. Par ailleurs, si |z| > 1, alors |i_|2 —4 +oo Par croissances
comparées, et la série diverge grossierement. L'intervalle [—1, l] est donc le plus grand

possible.

3. Soit ¢a>0.Pour & = a,ona O0<e™T < e~ "% avecégalitéen T = a.Ainsi,

n
Ynle, [a, +oo] = (e7%) " . Clest le terme d'une série géométrique de raison e~ % € 0, 1]
sup e~ 4 =1
x>0
quand  — 0. La série Z 1 diverge. La convergence est normale sur tout

[a, +o0[, a >0, mais passur ]0, +oof .

, donc convergente. En revanche, sur |0, +oof ,ona ,car eI 4 ]

4. Posons up(T) = x2e"F pour m > 1.Alors ul(r) = £ e "F(2 — nz). Ainsi, Un

N LA . -1 , .
croit sur [[]! %] et décroit sur [%1 —|—C@[ . Son maximum vaut un(%) = 4 Eg . La série
n
—12 -
E % converge. De plus, pour = < 0, leterme g2 7T tendvers oo . La série

converge normalement sur [D, —I—CO[ , qui est son domaine de convergence tout entier.

Point de méthode : lorsque la majoration directe ne suffit pas, étudiez les variations de tq pour
obtenir exactement  sup |ty .
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Corrigé de I'exercice 2 : Une série télescopique non
uniformément convergente

I
1. La somme est télescopique : S py(z) = Z (7 — 2ty = 1 — 2N+ poyr

n
z € [0,1[, £N+1 _ g, donc S{z) = 1.Pour x = 1, tous les termes sont nuls, donc
S5(1) =0 .Ainsi, S =1sur [0l et S{1)=0.

2. Chague U estcontinue sur [0,1] , mais S estdiscontinue en 1 .Sila convergence était
uniforme sur [D, ] , la somme serait continue. La convergence n'est donc pas uniforme sur

N4+1
[0,1] . sur [0, 1], lereste vaut R py(z) = 2N+ o FI;IIIL}[:E +1 — 1

tend pas vers (. La convergence n'est pas uniforme non plus sur [D,l[ . La figure de
I'énoncé le confirme : chaque & jy redescend vers ( au voisinage de 1.

. Ce supremum ne

3. Pour m =0, supug=1.pour n>1, wi(r)= ,ﬂ:”_l(n — {ﬂ—l—l),:t::l. La fonction
_ T

” . . ,
n atteint donc son maximumen Ty ntl

T
sup u. = (-2} 1.
PUp = (n+1 n+1
[0,1]
n 1y " 1
Or (ﬂiﬂ) — (1 + ﬁ) — e—1.Donc sup u, ~ z5 . terme d'une série divergente. La
convergence n'est pas normale sur [El, ] . C'est cohérent, puisque la convergence normale
entrainerait la convergence uniforme.

4. Pour = € [0,a],ona 0 < upfe) < 2™ < a”, et Za” convergecar D<a <1.Lla
série converge normalement sur [0, a].

Corrigé de I'exercice 3 : Dérivation terme a terme d'une somme
explicite

1. Soit a>0.Pour = > @,ona ()< E_nm < eg—™ma, terme d'une série geométrique

convergente. Donc la série converge normalement sur [, +ca[ . En particulier, f est définie
sur |0, +oo[ . De plus, chaque terme est continu. Par le théoréme de continuité, f est continue




sur [@, +oo[ pourtout @ >>0.Donc f estcontinue sur |0, 4ocof .

2. Posons ., (x) = ul(x) = —e~ "% . Sur [a, foof ,
|ul(z)| < e~™% :la série des dérivées converge normalement. Tout segment de |0, +co|
est inclus dans un tel intervalle. Par le théoréme de dérivation terme a terme, f est (1 et, en
sommant la série géométrique :

/ 2 e % 1
flle)==> :le—m = —{-—e7F = —ef_1
mn =
Ainsi, I:;r;:l

ex—l

3. La série converge normalement sur [1 +oo| , et chaque terme tend vers 0 en oo . Par le

f@) =0,

théoreme de la double limite,

Ey —> -|—oo
4. Posons g(z) = n{l — e~ %}, bien définiecar 0 < e~ % < 1.0n calcule
9@ = 1=,= = _e$1—1 = f'(z) .Comme 0, 4co[ estunintervalle, f — g est

constante. De plus, Q‘I:ﬂ?:l — —Inl =0en 4co,demémeque f.Donclaconstante est
nulle. Ainsi, f{z) = —In{l—e™%).En £ =1 :

& e " 1

S e = —In(1-1%) = —In(z}) =1 —In(e — 1).

n=1

La somme vaut 1 —In{e—1) = 0,459 .

Corrigé de l'exercice 4 : Sommes des séries de terme général n
Xx“netn?x"n

sup |27 =1 » n . ,
1. Ona -1 , donc la série |z IOD diverge. Il n'y a pas convergence normale
! nl — m
sur |—1,1[.En revanche, [iipa] [=7| = a , et E a”™ converge. La convergence est
1

normale sur tout [—a,a], 0<a <1.

2. Les fonctions Up:% — ™ sontdeclasse % .Sur [—a,a],

n+1)a®
(n aﬂj—l — g < 1,donc

Z na”1 converge. De méme, |ull(z)| < n(n—1)a™—2, etle quotient de deux termes

consécutifs tend encore vers @ . Ainsi, E Uyn et E uﬁl convergent simplement sur

lul(z)| = ﬂ,|;]_’;|ﬂ_1 < n an—l . Parla régle de d'Alembert,
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]-1,1[, et Z ull converge normalement sur tout [—a,a] . Or tout segment de  |—1,1[ est

inclus dans un  [—a,a] . Par le théoréme de classe (% avec k = 2, S est (2 et

1 2
se dérive terme a terme. Par ailleurs, SI(SF} = (1—z)2 et 5”'@:‘ = (1—z)®"

no_ !
3. D'une part, Z nzt =S5 (j::' (1— Ejg D'autre part,

— — 2 gl _ _2z2
;2 n(n 1:' =" = 24 57(z) = (1—z)3. Comme 72 = n{n—1) 4+ n , on additionne
k)
ces deux séries convergentes :

n_ 2z2  2(l=2) 224 g
DI e )

1+
Ainsi, Z nzh = (1 ng et Z nd zh = Erl( ;ra)
I

1/2 1/2)(3/2
4. Avec ;]_?:%: Z%:Lzﬁet Zgz%zﬁ.mssommesvalent

Corrigé de I'exercice 5 : Calcul de In 2 par intégration terme a
terme

. n
1. Soit % entre O et z.Alors [t*| < | et Z || converge car |z| <1 .La
convergence est normale sur le segment d'extrémités [ et =.

2. Les fonctions ¢ —s +™ sont continues et la convergence est uniforme sur ce segment. Par le
théoreme d'intégration terme a terme sur un segment :

xI
HIUU =10

r
f% = —In{1—x) . Aprés le changement d'indice 7 4+ 1 — 7 , on obtient
0

+oo

—In{l-z) = Z .

m=1



3. Avec ¢ = % : —ln% =Iln2 = Z ﬁ . Ensuite, avec g; :] —é :
_n" 3 —1)"
—ln% — Z(n ; . En changeant de signe, lnﬁ = né:l n 9 -
4. Pour n = IN+1,0na %Eﬁ Donc
+ 00 + 00
1 1 1 1 1.
n2" = N+1 9" T NH+1 9N
n=N-+1 n=N-+1

Pour IN = &, ce majorant vaut ﬁ ~ 2,2 X 10—3, ce qui ne suffit pas. Pour N = 7, il
7
1 -3 . . . 1 R
vaut 1094 < 10— . Il suffit de prendre [V — 7. On obtient alors Zl o~ 0,6923 , a3
n—

comparera In2 = 0,6931.

Corrigé de I'exercice 6 : Une intégrale calculée terme a terme

gin(mor .
(nz) < L La série converge donc normalement sur R . Ses termes

1. Pour tout réel =,
- na

3
n
sont continus. Par conséquent, F' est définie et continue sur [£.

cos(nz)

m2
dérivées converge donc normalement sur [E. De plus, la série converge simplement. Par le
COElnIT

(nz) . En

"2

2. Chaque terme est (71, de dérivée

. 1 -
, majorée en valeur absolue par nd La série des

théoréme de dérivation terme & terme, F' est ¢l et F/(r) = Z
- 2
particulier, F’{[j} = (@) = %

3. La série 2 # est a termes positifs et converge. On peut donc séparer les indices pairs et

impairs :
+ 00 +0o0 —+00
1 1 ¢(4) 1
((4) = it i= "1 T E i
= 2k) =% (2k+1) =0 (2k+1)
1 15 4 4
Ainsi, Z (2k+1)% — 16 30 = 95 .

K> 0

4. La convergence est uniforme sur le segment [D, ﬂ'] et les termes sont continus. On integre donc
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aT

terme & terme. Or fsin{n;t:} dr = [_-:-:-simrj}g = # . Ce nombre vaut % si n
0
est impair et (J sinon. Par conséquent,
Y3
300 n 100
1-(-1) 1 4
[P as = 35T -2 3 -
0 n=1 k=0 (2F+1)
L'intégrale vaut TT—;

Corrigé de I'exercice 7 : Convergence uniforme sans

convergence normale

1. Soit = = 0. La suite (m)ﬂ > 1 est positive, décroissante et tend vers (J . Par le critére

1 < 1
n+l+r = ndl-
Ce majorant est indépendant de & ettend vers ([ .La convergence est donc uniforme sur

[0, +oo] .

spécial des séries alternées, la série converge et son reste vérifie |R,,(z)| <

1

1
2. S0t 0 < a<b.Ona ?u{% n+r — nta,et ﬂ%’_a o % . La série harmonique diverge. La
a!

convergence n'est normale sur aucun intervalle [a, &].

3. Chaque terme est continu et la convergence est uniforme : § est continue sur [0, +oo] .

Ensuite, chaque terme tend vers [ en o2 . Par le théoréme de la double limite,
lim S{z)=0,

T — oo

Questions 4 a 6

Ii—l]lﬂ‘"'l

(n+x)?
dérivées converge donc normalement sur [0, oo . Par le théoréme de dérivation terme a
; (—1]n+1
terme, S est 1 et 5 I:CLT:I = Z —(n—i-a:]lz . Cette série est alternée, de premier terme
n > 1

4, La dérivée du terme d'indice 1 vaut majorée en valeur absolue par 1 . La série des
n



positif, et ses termes décroissent en valeur absolue. En groupant les termes deux par deux, on

1 1 L.
To2 T (ra) >0 Ainsi, §

obtient une somme de quantités positives. Donc 5';{1?:' > (1

est strictement croissante.

(—p™—t
5. On décale lindice dans  S{z+1) : Sle+l) = Z n_|_1_|_$ Z m+ x . Par

n > 1 m > 3
1 (=1)
ailleurs, S(z) = T4z T Z m—+x . En additionnant ces séries convergentes terme a
mo> 2
[H H i 1 1
terme, les termes d'indice m > 2 s'annulent. Donc  S(z) + S(r+1) = 7

6. Soit = = 1.Parcroissancede S ,ona S(z—1) < S(z) < S(z+1).D'une part,
25(@) < 5@ +SE+) = 7
» 25(x) > S(z-1)+ S(z) = _51]:. Ainsi,
1 .
< S(2) < ~2(z+1)

En multipliant par —2zx, on obtient ,:ri—i—l < -2z S(z) £1,puis —2z5(x) — 1.

D'autre part, en appliquant la question5en = —1 = 0

Finalement, S{g:) I quand T — oo,

AT

La figure ci-dessous montre la courbe de § coincée entre les deux bornes obtenues a la question 6.
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Point de méthode : une relation fonctionnelle du type 5(:1:‘} + S(ﬂ:—H} = h(ﬂ:‘:l ,jointe a la
monotonie, donne un équivalent sans aucun calcul de reste.

Corrigé de I'exercice 8 : La série de terme général x e~ (-nx)

1. En £ = 0, tous les termes sont nuls:  S(0) = 0 .Pour x > 0, on reconnait une série
géométrique de raison e~% € ]0,1] :

Se)==z ) (e79)" = 155%= = =57

La série converge simplement sur [0, +co[ ,avec S(0) =0 et S(z) = ;z—7 pour

>0,

2. Comme e —1r z en O,ona S(z) = 1quand x — pt.0r S{0) =0 .La
fonction 5 est discontinue en (1. Puisqueles %mn sont continues, la convergence ne peut
pas étre uniforme sur [0, +oo] .



3.0na uffz) = e (1 —nz).Donc Un croitsur [0 %] et décroit ensuite. Ainsi,
_ l) _ 1 i 1 . : . -
|u’”|oo = un(ﬂ = 75 « Laserie Z zn diverge : la convergence n'est pas normale, ce qui

est cohérent avec la question 2.

Questions 4 a 5

4. Soit o >0.Pour 5 > %,on a % < g .donc U décroitsur [a, +oof . Par conséquent,

_ —7Ta
SUD Uy = G E L _ e , _

[a +p [ n . La série E a e~ "% est géométrique de raison e~ % < 1. Les
7

premiers termes, en nombre fini, ne changent pas la nature de la série. La convergence est
normale sur [a, +0of .

—(W41)x
Ruylr) = Te T = £E _ 1
5. Pour = =0, N'(:' n}zj:f+l 1 — = .Posons Ty = Nai

X
Comme 1—e~ " < % pour u = O, on obtient RN{xN} = e—1 N > g1,

I—e¢ °N =
1
Donc ]Dsip [ [Bn| > & pour tout IV . La convergence n'est pas uniforme sur
’ [ace]
10, +oo] .

La figure ci-dessous illustre la solution. Les sommes partielles valent 0 en 0, tandis que la somme tend
vers 1 :le défaut d'uniformité se concentre au voisinage de (.
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1.2 1
limite 1len 0™t — SWx) = 71 pour x>0
1.0 1 — S3(x)
— S15(x)
0.6 1
0.4 -
0.2 1
0.0 1
X

Corrigé de I'exercice 9 : Somme non bornée et défaut
d'uniformité

1. Soit z>>0et g = = ][j, 1[ . La série Z x g™ est géométrique, donc convergente,
et

T q
S(x) ) - E$2$_1+

I
La somme vaut S(z) = -2 —7.
2. Quand x — 0T, g2 _1 ~ x2.Donc S{gg} ru % : la somme tend vers —+co en
ot.

I . 1 | A
3. Ona ul(r) = e~ nT4(1 —En;trz),qwsannule en T =——.la fonction g croit avant

. Lo R 1 =12 1 - " ,
ce point et décroit apres. Donc |un|m = e = Fen En particulier, n est borneée.

4. Raisonnons par I'absurde et supposons la convergence uniforme sur ]D, —|—r:o[ . Alors il existe
N telque |S{z)— Sp(z)| <1 pourtout = >0.0r Sy estbornée, comme somme



finie de fonctions bornées. Donc .S serait bornée sur |0, +oo| , ce qui contredit la question 2.
La convergence n'est pas uniforme sur |0, +-00[ .

- 1 1 A o
5. Soit a>0.Pour n > 75, 0na 7= <a,donc Un décrolt sur [a, +ool . Ainsi,

SUp Up = G e—na?
[a, +-o0f
normale sur [a&, +oo[ , donc uniforme. Par conséquent, S est continue sur [a, +oo]

pour tout a >0, doncsur |0, +oof .

, terme d'une série géométrique convergente. La convergence est

Point de méthode : une limite uniforme de fonctions bornées est bornée. Une somme qui explose au
bord interdit donc la convergence uniforme au voisinage de ce bord.

Corrigé de I'exercice 10 : Régularité et limites de la fonction

zéta

1. Pour i fixé, Z 1.~ % est une série de Riemann. Elle converge si et seulementsi =+ >1.Le
domaineest D = ]I, oo .

2. Soit a>1.Pour = 2 a, 0<n™+ < n 9 et Z n~—% converge. La convergence est
donc normale sur [a, —I—CO[ . En revanche, supposons la convergence uniforme sur 1. Chaque
terme n—T tend vers % quand 4 —3 17T . Lethéoréme de la double limite donnerait alors la

convergence de E % , Ce qui est faux. La convergence n'est pas uniforme sur 7.

1+

k
3. 0Ona ;?n—ir:(_lnn}kn—iﬁoit a>1 et b:TE ]1!G[.Pour r>=a,

[(—In n}k n% < (In ﬂ:lk n~4.0r nb(ln n}k n~% = (In n}k nb—a — 0, donc
(In n}k n—% = g{n—bj , terme d'une série convergente. Pour chaque k , la série des

dérivées  -iémes converge donc normalement sur [a, +oo[ . Par le théoréme de classe
k
A (—lnn)
9, Cest (°° sur D et 'f( j'@:‘ = Z nt _ pour k > 1.
n > 2

Questions 4 a 6
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. Pour k& = 1, tous les termes sont strictement négatifs : g’ <0 .Pour k = 2,ilssont
strictement positifs : g” > 0. La fonction ¢ est strictement décroissante et strictement
convexe sur [},

. La convergence est normale sur [2, +co[ .Deplus, 17F =1 et n~F — Opour n > 2.
s0re imi lim ) =1
Par le théoreme de la double limite, r = deo {{ :' .

. Comme ¢ est décroissante, elle admet une limite L € ]0, +co] en 11.Soit IV > 1. Les
N

termes étant positifs, ¢ (x) > E n~% pour £ > 1.Enfaisanttendre £ vers 1,on
- _ 1 im ) = 4oo
obtient L > H 5y = ﬂg_lﬂ.Or H py — +0o0. Donc o1+ .

Corrigé de I'exercice 11 : Equivalents de zéta par comparaison

série-intégrale

. Pour x>1,lafonction # —s #+ T estdécroissantesur [1, +oo[ .Si t € [n, n+1], alors
n+1

=% < n ™. Enintégrant, f +% 4t < n—=.Deméme,si t € [n—1 n],
nﬂ
7T > nTT,dou nTf < f t~ % dt.L'encadrement est établi. Notez que I'inégalité
n—1
de gauche vaut aussi pour n = 1.
+ao

. On somme l'inégalité de gauche pour 7 = 1 : f + T df < g(;p} Puis on somme celle de
1

+oo +ao
droite pour n 2 2 : ¢(r) -1 < f +% 4+ .0r +7F 4t — [

1 1
Ainsi, ﬁ < o) < 1—|-$L_. En multipliantpar £ —1>0, 1< (z-1)¢{(x) < =, qui

tendvers 1.Donc ((r) ru -7 quand 1 1T .

t1_$]+oo

1
l1—x 1 r—1"

. D'apres la question précédente, 0 < ((z) — ﬁ < 1 pourtout z > 1.Cette fonction est

donc bornée sur |1, +oof .



T
4. Ona 2£(§':5E:' —-1- E_E) = ngg (%) .Sur [2, +oof , comme % <1l.,0na

T
(%) <& ig : la convergence est normale. De plus, chaque terme tend vers 0 en oo . Parle
- N

théoréme de la double limite, cette somme tend vers 0. Ainsi, ¢(z) —1 = 2" " +0(2" 7).
Donc ((r)—1~ 2 " quand = — +oo.

Corrigé de I'exercice 12 : Somme de la série harmonique

alternée

.Soit x € [0,1] et g, = Z".lasuite (an) estpositive et tend vers 0. Elle décroit, car

v
E:l — w?_—li < 1 lorsque x >0, etelle est nulle lorsque & = 0. Le critére spécial des
rntl 1

i [terné nne | nvergen t —— L
séries alternées donne la convergence e |Hﬂ{x)| < | < o a convergence est donc

uniforme sur [0, 1].

Al

a-_-'i"!-
Ona SUp W =
"% 0,

normale sur [0/1] .

, terme de la série harmonique divergente. La convergence n'est pas

. Les termes sont continus et la convergence est uniforme sur [0, 1]. Donc f est continue sur
[0,1],y comprisen 1.

.soit & € [0,1[.sur [0,z], |(—t)"| € =™ :lasérie Z (—2)" converge normalement,

1 N .
de somme :——.On integre terme a terme sur ce segment :

1+t
x
400 400 n—1
dt n pntl (=1)" " 2"
In(1+e) = /ﬁ = (1) =),
0 n=1_0 n=1

Ainsi, f(z) = In{l14+x) sur [0,1].

. Par continuité de f en 1, (= . li}ml— In(1+z) = In2 ponc
+oo [—1)”"'1
—— = In 2.

n=1

Point de méthode : la convergence normale échoueen x = 1. C'est donc la convergence uniforme,
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obtenue par le reste alterné, qui permet de passer a la limite au bord.

Corrigé de I'exercice 13 : Une série d'arctangentes

1. Pour tout réel u, |arctan u| < |ul, par I'inégalité des accroissements finis, car

T .
larctan’| < 1. Donc |arctanﬁ| < L% , et la série converge absolument. Sur [—A, 4],

L A .
le terme est majoré par 5 : la convergence est normale. Les termes sont continus, donc F est

continue sur chaque [—A, A] , donc sur [ . Enfin, chaque terme est impair. Ainsi, F' est
définie, continue et impaire sur [.

1/m2  p2
1+ 22/n% = n% + 22
# . La série des dérivées converge donc normalement sur [R . Par le théoreme de dérivation

2
terme a terme, F est (1 et F’{x} = Z n‘}n—_‘_ﬂ =0 .Donc F' est strictement

croissante et F"([]) =¢(@) = %ﬂ

2. La dérivée du terme d'indice 7. vaut . Elle est positive et majorée par

3. Par croissance, F' admetunelimite L € ]0,4+co] en 4o00.Soit N > 1.Pour = > 0,

N
tous les termes sont positifs, donc  Fi(x) > Z a,rcta,n%. Quand x — o2, le membre
n=1

de droite tend vers N% .Donc L = NE—T pour tout IV .Ainsi, _lin}km F'iﬂ?:' = +oo,

Questions 4 a 5

. kil SR
4. Supposons la convergence uniforme sur [ . Chaque terme tend vers 7 en —+0co . Le théoréme
. . . m .
de la double limite imposerait alors la convergence de E 7 . Ce qui est absurde. La
convergence n'est pas uniforme sur [£.

5. Soit x>0 et @(t) = a,ru:ta,n:—g pour £ >0, prolongée par (0} = E—T . Elle est continue,

positive et décroissante sur [EI, —|—r:o[ . De plus, f,ﬂl:i:l m % en —+oo, donc elle est intégrable.
+oo oo

La comparaison série-intégrale donne f © < F(@ < f fp.Avec t = JT 5, on obtient



+oo +aoo
f @(t) dt = vz J,ou J = f a,rcta,nﬁ ds. Calculons J par intégration par

parties sur [g, M. La dérivée de s — arctan(s—2) vaut —lf_ﬁ. Donc
M M
d L™ d
arctan § = |sarctan=;
[ 52] T l—l— 4 5
=) g £

Le crochet tend vers 0, car M arctan(M —2) < ﬁ et earctan(e—2) < 5. Ainsi

. Enfin, @ < % d'ol

“wl‘f!

_ |
J=235=

-(:."e""‘--..__hl—l

H -5 < F(e) < T

Par conséquent, F(x) r *rr\/'_ quand T — +oo.

Corrigé de I'exercice 14 : Une somme de fractions rationnelles

et son équivalent a l'infini

1. Pourtoutréel =, 0 < ﬁ < % . La convergence est normale sur [k, et les termes sont
ne—4rs —n

continus. Donc J est définie et continue sur [¢, avec g{[j} = g{z} = —

2. La dérivée du terme d'indice ¥ vaut

2zln < n? + £2. Donc

2
—m .Comme (n — |:1:|:|2 > 0,ona
2zl _  2[z[n 1 < 1.
(n2+22)? 7 n(n2+22)? = n(n?+z?) = nd
La série des dérivées converge donc normalement sur [£ . Par dérivation terme a terme, &

2

3. Chaque terme est pair, donc & est paire. Pour £ >0, g"{:t::l < 0 : g eststrictement
décroissante sur [0, +oo| . Enfin, chaque terme tend vers D en -+oo, etla convergence est
g(z) = 0,

normale sur [ . Par le théoreme de la double limite, - _} _|_Oo
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4. Soit x == 0.Lafonction £ — m est continue, positive, décroissante et intégrable sur
+oo +oo

: €ttt dit dt
[0, +o0[ . La comparaison série-intégrale donne f a127 < gz < f a127 . Orune
0

+co +oo
— di dat 1 1
primitive est %arctan% . Donc f 24 42 = % et f F24 2 = E(E—T - &I‘Ct-in&) - En
0 1

multipliant par T :

—arctanxs < g(z) < 5

B2

Quand T — +oo, ar-:tan;l—r — 0.Donc g{x) ~ % quand T — +co.

, . . ar
La figure ci-dessous compare la courbe de & a celle de hp- Les deux courbes se rapprochent en valeur

relative quand x grandit, conformément a I'équivalent.

2.5 1

1

1 ———

‘l 2x

\ — n,_2 — = 1
20{ \ 900 =1% gix) n;”z”z

0_0 I I T T T T T T 1



corriaé de I ice 15 : N e Poi t intéarati

terme a terme

1. Pourtoutréel &, |r™cos(nf)| < r? et Z r™ convergecar 0 < r <1.La
convergence est normale sur [R.

2. Comme |r .5*2;'5'| = 1 < 1, la série géométrique complexe converge :
ﬂZ}:U ':TEEEI} —1 —lr,ret'ﬁ‘. La partie réelle d'une série convergente est la série des parties
réelles. On multiplie par le conjugué :
1 1 —re—t6 1 —rcosf + trsinf
1—re® — (1 —re®d)(1 — re—19) — 1—2rcosf + r2
Donc Pr(8) = [ gcoss 72

3. La convergence est normale sur [EI, ’."T] et les termes sont continus. On intégre terme a terme.
i

. kiR
Pour n = 0, fl df = .Pour mn>1, fcos{nﬂ) dd = [Smgﬂj}ﬂ = [ . Ainsi,
a

fP’-'" = 7 . Ensuite, soit k > 1. La série Z ™ cos(nd)cos(kd) converge encore

normalement, avec le méme majorant ™. Or
cos(nd)cos(kf) = %(cos{{n—k}t?} + cos(n+k)8)) . Comme n +k > 1, l'ntégrale sur
m
k

[0,7] vaut 5 si n = k et O sinon. Donc fPT{S)cos(R:S} do = I
0

4, Notons D = 1 — 2rcosd + r2, quine s'annule pas car D > {1—?‘)2 = [J . On calcule

2P, —1= QTWSE] -0 _1 _DTE .Enintégrant sur [0, 7],
m

_ 2 _ de __m .
(1 r}f = 2m —m = 7 .Donc fl—?rcosuﬁ'+r2_1—r2'Pour r=0,o0n
0

retrouve blen .

Corrigé de I'exercice 16 : Fonction éta de Dirichlet et retour sur
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N
D>
~r
Q

1. Si = <0, alors |(—1)”_1 n~ % = n~% > 1 :leterme général ne tend pas vers 0 etla
série diverge grossiérement. Si x > 0, lasuite (n~ %) est positive, décroissante et tend vers
0 . Le critere spécial des séries alternées s'applique. Le domaine de convergence simple est

10, oo .

2. Soit a>0 et x = a.Llecritere spécial donne |R,,(z)| < (n—|-1]_$ < I:n—|—]_:l_a . Ce
majorant tend vers [J et ne dépend pas de Z.La convergence est uniforme sur [a, —I—m[ .

—T _ —
2 S_LII_I;D[ T =TT 5 g < 1, la série de Riemann E n~—% diverge. La
1

convergence n'est donc pas normale sur [a, —|—CO|: lorsque 0<a <1,

En revanche,

3. Les termes sont continus. La convergence est uniforme sur chaque [a, —I—c::c-[ ,donc 7! est
continue sur ]D, —|—CO[ . Ensuite, on groupe les termes deux par deux, ce qui est permis car la

—I — I
série converge : ﬂ{i::' = kz}:l ({Zk_l} - {Zk} ) . Chaque parenthese est positive, donc

T}{,ﬂ:‘:l =1 - 27 % =0, Enﬁn_, sur [l, —|—r::o[ , la convergence est uniforme. Le premier terme

. lim r =1
vaut 1 etles autres tendent vers (. Par la double limite, P T, T]"i :' ,et >0,

Questions 4 a 5

4, Pour x >>1, les deux séries convergent absolument. On soustrait terme a terme :

_ -1} ,,—
() —nlz) = ;1 (1 - (D" ) nTF e coefficient vaut 2 pour 7. pairet (0 pour
mn

7. impair. Donc Q{;} N ‘-ﬁ'(ﬂ?} = ZZ {Zk}_:r = El_ﬁg@l . Ainsi,
E>1
(@) = (1 -21=%)¢(D) -

5. Par continuit¢ de 77 en 1, n{z) — ln2 quand 5 —s 1+ . Parailleurs,
1_9l—7 — | _—(e—DIn2 (c—ln2,car 1—e~ ¥~ uen 0.Pour £>1,ce
facteur est non nul. Donc

C($) — li?(;l)—ﬂﬂ ™~ (.r—lrll)%n 2

quand + —s 17T,

On retrouve g(g:} . ﬁ



Point de méthode : la série alternée se prolonge continliment la ou la série a termes positifs explose.
Relier les deux fonctions transfére alors la régularité de I'une en information asymptotique sur l'autre.

Corrigé de I'exercice 17 : La série théta et son équivalent en 0

1.Si = <0,alors e—nér > 1 etla série diverge grossierement. Si x ==, alors
0<enicx < e ™T, terme d'une série géométrique convergente. Le domaine de définition
est |0, +oof .

2. La dérivée j -iéme du terme d'indice 7 vaut {_ﬂg}k e—N2T Soit ¢=>0.Pour = = a,
elle est majorée en valeur absolue par n2k e—n2a.0r pn2.p52k c—m2a 5 g par
croissances comparées, donc ce majorant est un o( L ) Chaque série dérivée converge donc

normalement sur [a, +co[ . Par le théoréme de classe (°°, § est ¢°

/ 2e—micx
10, 40| . De plus, o' (x) = Z noe <0 . g est strictement décroissante.

3. La convergence est normale sur [1, +oo| . Le terme d'indice 0 vaut 1, et les autres tendent

T lim ) =1 ;
vers [ . Par la double limite, 7 = doo '::' . Ensuite,

_ —(m<—1)x
e*Blz) -1) =1+ Z}:g e ) .Sur [1, +oo[ , chaque terme de cette derniére
T

série est majoré par E—(f’?z—l) : la convergence est normale. Chaque terme tend vers (0, donc
la somme tend vers (. Ainsi, e%(f(x) —1) = 1, c'est-a-dire O(x) —1 ~ =T,

Questions 4 a 5

4. Soit x > 0. Lafonction ¢(t) = e—1? T est continue, positive, décroissante et intégrable sur

+oo +co
[0, +oo[ . Avec t = &, I(x) = f e—tir g = % e—s? ds = 2":,__ D'une
0 0

n+1
part, pour 71 > 0, () > f @ dot 8(z) > I(r) . D'autre part, pour n > 1,
m

n

pn) < f @, dou 8(r) —1 < I(x). Ainsi, LJ_ 8(x) < 1+2J—

n—1
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5. En multipliant par +& , on obtient m < VT 5’{:1::1 < VT + ? Par le théoreme des gendarmes,
VT 0(z) — ? .Donc  f(x) ~ ﬁ\@ quand o — ot.

Comme le montre la figure ci-dessous, la courbe de & reste dans la bande de hauteur 1 obtenueala
question 4. Pres de (), cette bande devient négligeable devant les deux bornes.

Corrigé de I'exercice 18 : L'intégrale de x puissance moins x sur

[0, 1]

1. Par croissances comparées, xlnx — 0 quand £ — 0T : ¥ estcontinueen (J, donc sur
[0,1].sur ]0,1], lnz < 0,donc ¢ > 0 .Ensuite, ©/(r) = —Inx —1 sannuleen 1.

=
Donc % croit sur ][j! %] et décroit sur [%1 1].Ainsi, 0<¢e< (p(%) = % .



=
_ _ wlr)
2. Pour £ € ]0,1], x~ ¥ =e alnaz = (o) = Z a1, par la série exponentielle. En

n >0
x = 0,lasérievaut 1, quiestlalimitede x—% :onprolongedonc «—% par 1 en 0.
n —
E ﬂ
De plus, SUP i < n! , terme d'une série convergente. La convergence est normale sur

[0,1]
0,1].

Questions 3 a5

3.Pour n=>1let k>1, gn (In ;p}k — 0 en g7, doule prolongement continu. Soit
€ € ]0,1[ . On intégre par parties sur [¢, 1], en dérivant (In ;r;}k et enintégrant ™ :

1 1

1
n+1 _
/x” (In )¢ dz = T (In :I;')k} — ni—l—l/ z" (In )1 dz.
3 g 3
1 k
Le crochet vaut _w,quitend vers 0. Les intégrandes sont continus sur [0, 1], donc
n

les intégrales sur [g, 1] tendent vers les intégrales sur [0, 1]. Ainsi, I, = _ni—l—l Fpk—1-

4. On itere . fois, avec Iy = it

1 1
Inn = (—H—H) n! Ino=

1

Or f:,ﬂ(ﬂ?:lﬂ = {_1:]'3’1 Fiokds (ln ,ﬂ:‘:ln, donc f{pﬂ = {_1}?‘1 I'J‘l,'n = ﬁ?our no=10
0

(-1)" n!
(n_i_l)ﬂ—l—l

1
, la formule donne 1 = f 1 . La formule vaut donc pour tout 7 < [N.
n

r
5. Les fonctions % sont continues sur le segment [D, ] , et la convergence y est normale. Par

intégration terme a terme :

1 +oo

—+ oo
— _ E: 1 n! _ E: 1.
0 n—=~0 n—1

—

Numériquement, 1 —|-% + % + Elﬁ + ﬁ ~ 1,29126 . Le reste vérifie
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1
_ —n _ _67° —5
no" < Z}: 6 —1_1f5“:3xm . Donc fa:_ff dr =2 1,291 a
= 0

Corrigé de I'exercice 19 : Probleme : étude complete d'une
somme de série

1. Soit = > —1.Pour n =1, n+x>0,doncleterme est bien défini et positif.

1
nin+r)
De pl LI Lp i érie de Ri te, [ est

eplus, Zroiy ™ na- Par comparaison avec une série de Riemann convergente, | es
définie sur |—1, +oof .

1 1
n(n+) = n(n+a) . Ce

majorant est équivalent a ﬁ . La convergence est donc normale sur [a, +0o[ . Les termes

2.5t a> —1.Pour £ 2 a, n4+x>n-+a>0,donc 0<

sont continus, donc | est continue sur chaque [a, +oa[ , et par suite sur |1, +-o0] .

3. D'abord, f{[j} — g(ﬁ} — %2 . Ensuite, soit p = 1. 0n décompose n(nl-l—p) = %—3(% — ﬂi—iﬂ')
.Pour N =1,
L 1 1 Iar 1
Z(ﬁ_n+p):HN—(HN+p—HP)=HP— n
n=1 n=N+1

La derniere somme compte I termes majorés par N1—|-1' donc elle tend vers (1. Ainsi,

Hp

flp) = S dou f()=1let f(2) = 3.

Questions 4 a 6

1
4. La dérivée du terme d'indice 7 vaut Talntz)? Sur [a, +oo[ , sa valeur absolue est majorée

1 —1 oy Yo Ve
- .q ™
par ﬂ(ﬂ-l-a:lz n3 - La série des dérivées converge donc normallement sur [r:&, —|—CO[ . Par
/
o . N 1 T = — _— { [:] .
dérivation terme a terme, f est (1 et f l: :1 — E ta)? Donc f est

strictement décroissante sur |—1, +oo] .



5. La convergence est normale sur [0, +oo[ , et chaque terme tend vers 0 en 400 . Par la

. =0
double limite, T _} _|_OO f'@:‘

. . 1 @=Y i
. on isole le premier terme : r—ig - = I, ou nin-+x) . Pour 1 -~
6. Onisole | terme : f(z) — 35 = g@) ou T T Lo nlata) P > 2

3 2 1 1 .
et £ > —5,0na n+x>n-—5>0.0Donc D{ﬂ(ﬂ+$]5ﬂ(ﬂ_3fg)rqu'e5t

équivalent a 1 . Ainsi, T est continue sur —3: ool , en particulieren —1. Or
7 +
_ 1 _ 11
g(-1) = E : nin—1) — § : (n—l - ) =1 ponc flz) — T4, — 1 quand
n > 4 n > 2

- —y —1+ . Il en découle flz) = 1_|_ + O(1) . Par conséquent, f'@:‘ ~IF
1t.

Questions 7 a 9

_ l =z
7. Pour & =0, "'b':j::' - ;1 n n+x.0r ﬂxﬂ =1- nﬂﬁ est croissante en . Chaque
n

terme est donc croissant, et I'inégalité passe a la somme. Ainsi, '-:,EJ est croissante. Soit
z>let p=|z|>21.Comme p<z<p+1,ona P(p < Y¥(x) < Y(p+l).or
W(p) = p f(p) = Hp .Donc Hp < 4f(z) < Hpy1.

H Hp 1
8. Soit £ > 2,desorteque P = 2 et Inp>0.0nécrit p_2p OF
In = Inp Inz
facteur tend vers 1.Pourlesecond, Inz —In2 < In{zx —1) <Inp < In = désque
nop Hp+1

r =3 , caralors -1235 ; donc 1— — 1.De méme,
2
In x nIT

Inz < n{p—i—l} < Inxz 4+ In 2. Par encadrement, % —3 1 . Finalement,

. Le premier

— 1, car

(;p} T quand T — +oo.

9. La convergence est normale sur le segment [D, 1] , et les termes sont continus. On integre terme a

1
terme : dr _ _ l[ n{n_|-1:)] (1 + ) . Donc
nlntx) — "
! 0
2 1
ff{:t:“jl dr = Z ﬁlﬂ(l —|—ﬁ)-
0 n=1
La figure ci-dessous résume I'étude : asymptote verticale & = —1, valeurs %ﬂ 1 et % aux points
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0, 1 et 2, puisdécroissance lente vers (J, au rythme de lnT”’

57
| — )= 2 4y
: n=z1l
41 | ———. Inx
1 X
] ---- asymptote x = -1
31 |
29 2
: 6
| 1
1 - i 2
0 : : : : :
0 2 4 6 8

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths spé

Le cours : séries de fonctions, cours de maths spé

Les énoncés : exercices de maths spé sur séries de fonctions

A maitriser avant : Suites de fonctions : convergence simple et uniforme, Séries numériques et
vectorielles

Chapitre précédent : Suites de fonctions : convergence simple et uniforme



https://mathovore.fr/series-de-fonctions-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/series-de-fonctions-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-de-fonctions-exercices-maths-spe
https://mathovore.fr/suites-de-fonctions-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/series-numeriques-vectorielles-cours-maths-spe
https://mathovore.fr/suites-de-fonctions-exercices-maths-spe

e Chapitre suivant : Séries entieres

e Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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