Cours de maths en L2

Séries a termes quelconques

l. Suites de Cauchy et complétude de R

Pour une série a termes positifs, la suite des sommes partielles est croissante. Il suffit donc de la majorer
pour conclure. Des que les termes changent de signe, cet argument tombe. Il faut alors un critere de
convergence qui ne suppose pas de connaitre la limite. C'est le role des suites de Cauchy.

Définition :

Une suite réelle ou complexe (i, ) est de Cauchy si

Vex>0,

AN €N,

vV p,g =N,
Jup —ug| < e

Autrement dit, les termes se rapprochent les uns des autres, sans référence a une limite.

La figure ci-dessous montre la suite 1, = 2 + 3{—1}“/@4-1}. A partirdurang IN = 11, tous les
termes restent dans une bande de largeur & = 1/2 . Ainsi, deux termes quelconques d'indices au
moins IV sont a distance au plus €.
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Propriété :

Toute suite convergente est de Cauchy. De plus, toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration :

Supposons Uy — £.Soit £>>0 et N telque |uyp —£| < ef2 pour n > IN . Pour
p,q 2 IV, I'négalité triangulaire donne |tip — ug| < |tup — £] +|€ —ug| < €.

Ensuite, soit {4y} de Cauchy. Avec & = 1,onobtient IV telque |t —tpr| < 1 pour
n > N . Par conséquent, |tn| < max(|ugly. .. [t 1]y [U ] + 1) pourtout =,

Théoréme :



Complétude de [ etde (. Toute suite de Cauchy réelle ou complexe converge.

Démonstration :

Soit (wuy) de Cauchy. Elle est bornée, donc le théoréme de Bolzano-Weierstrass fournit une sous-
suite (”w(ﬂ):‘ qui converge vers un réel #.Soit £ == 0. D'abord, on choisit IV tel que

|p — tg| < & pour p,g = NN .Ensuite, on choisit n > N tel que |ufﬁ'[ﬂ]' - £ <e
Comme @{n) > n > N, onapourtout p = N :

— — — L] < 2e.
jup — £ < |up u{p(n)|+|%(n) | < 2¢

Donc Up —* £ .Dans C, on applique ce résultat aux parties réelle et imaginaire, qui sont de
Cauchy.

Remarque :

Dans @, le résultat est faux. En effet, les approximations décimales de 3 forment une suite de
rationnels de Cauchy, mais sa limite n'est pas rationnelle. La complétude est donc une propriété de
[, liée a I'axiome de la borne supérieure.

T
1
La suite Hy = Z L n'est pas de Cauchy. En effet,

¥

1
Hﬁn_Hn ==

L > n - ﬁ = % pour tout 7. Elle diverge donc, sans qu'on ait besoin
E=n+l
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I de calculer quoi que ce soit d'autre.

Il. Critere de Cauchy et convergence absolue

1. Le critere de Cauchy pour les séries

n
Notons Sp = Z U . La série Z Uy, converge siet seulementsi (Sy) converge. Par
k=0
complétude, cela revient a dire que (S, ) estde Cauchy. Or Sp =Sy = Uy g +... + Up,

Théoreme :

Critere de Cauchy. La série réelle ou complexe E Uy converge si et seulement si

Ce critére explique deux faits bien connus. D'abord, avec P = 71 4 1, on retrouve que le terme général
d'une série convergente tend vers (. Ensuite, les « tranches » U, 41 =+ ...+ tq,, tendent aussi
vers [J.C'est ce qui fait diverger la série harmonique.



2. Convergence absolue

Définition :

La série E U, est absolument convergente si la série & termes positifs E |tp| converge.

Théoreme :

+oo +oo
Une série absolument convergente est convergente, et Z Up | < [t .
n=A0 n=>0

Démonstration :

Soit € >0 . La série Z |un| converge, donc elle vérifie le critére de Cauchy : il existe IV tel

r
que Z |u}:| < € pour p>>n = IV .Orlinégalité triangulaire donne
k=n+l
r r
Z UL < Z |”F:| . Ainsi, Z Uy vérifie le critere de Cauchy, donc converge.
E=mn+l kzn—%l

Enfin, l'inégalité |5n| < Z |U;;| passe a la limite.
k=0

Définition :

Une série convergente mais non absolument convergente est dite semi-convergente.

L'exemple type est la série harmonique alternée Z (—l}n_"ljn . Elle converge (partie I1l), alors que
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Z lfn diverge. Autrement dit, la réciprogque du théoréme est fausse.

Méthode :

Montrer qu'une série est absolument convergente. On étudie la série positive E |up| avec
les outils des séries a termes positifs :

majorer |un| enutilisant |cos| <1, |sin| €1, [ef] =1;

chercher un équivalent de  |ty,| de type Riemann 1/n® ou Bertrand ;

* montrer que 1% |tuy,| — 0 avec a >1,donc |uy,| = o(l/n®) ;

appliquer la régle de d'Alembert &  |t.,| .

cos(n)

1 2
T+ Ona |ug,| < g pour n > 1 et E 1/n4 converge. Donc E Uy
converge absolument, sans que I'on connaisse le signe de ses termes.

Soit Upy =

3. Séries complexes

Une série complexe se raméne a deux séries réelles. En effet, |Re ty,| < |ug| et |[Im uy| < |uy|.

La série complexe Z Uyp converge si et seulement si Re(uy) et Z Im(ug)
convergent. Dans ce cas, Z Uy = Z Re(up) + 2




- . Ly n
Pour |z| <1, la série géométrique E z™ converge absolument car E |z| " converge. De
n

1 — zntl 1 :
plus, };ZU zk = 1—=z 't 1—gz. Avec z = % et , la partie réelle donne par exemple
cos(nd) _

zﬂ_Rg

EE—Q'I.F.

n =0

ll1l. Séries alternées

Définition :

Une série réelle Uyn estalternée si {—1:17/1 U, garde un signe constant. On peut alors
écrire u, = (-1) a, oU wu, = (-1}”"'1 a, avec Gpn = 0.

Théoreme :

Critere spécial des séries alternées. Soit v, = {—1}ﬂ Gn . 0U (@) estdécroissante et
tend vers (. Alors:

* la série E Uy converge ;

e sasomme S estcomprise entre deux sommes partielles consécutives S, et Sn41 ;

+oo
e lereste H,, = Z Uy a le signe de  Yp41 et vérifie |Rn| < a1
E=n+l
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Démonstration :

D'abord, 92n+2 =520 = Ggu1n9— Gy, 11 S0 donc (Sp,) décroit. De méme,

Son43 — Sont1 = Oopya ~Gona3 = 0, donc {Sgn+1:l croit. Enfin,
Son41— S = —Gon4y 0

. Les deux suites sont donc adjacentes : elles ont une limite
commune § .

Ensuite, pourtout 7,ona Sond+l <85 < Sqp et Sopt1 €5 € Sonaa . Ansi, § est

toujours entre Sy, et Sp+1.Parconséquent, |Bp| =[5 —Sp| < [Snt1 - Syl =a,,
et R, alesignede Snt+l—35p = Upy1 .

n >1

_1yn+l
La figure ci-dessous illustre la preuve pour Z { 1:' f/ﬂ’ . Les sommes partielles d'indice pair
montent, celles d'indice impair descendent. EIIe;encadrent la somme, qui vaut |n 2.

1.019 = ® S,, (croissante)
m S,,.1 (décroissante)
0.9+ — In2
0.8 .
- R
» AN o
074 A A AR R A A MM momom
IR
05{
0 5 10 15 20 25 '

Méthode :



Appliquer le critere des séries alternées. On vérifie trois points, dans cet ordre :

1. le terme s'écrit {—l}n an avec Gn = 0 ;
2. Oy — o,

3. (@) estdécroissante, par exemple en étudiant une fonction f telle que a, = f(n).

Pour majorer une erreur, on utilise ensuite | Fp| < Gpal-

1 n
La série ;1 {_ :' f{m converge, car l,-’v’ﬁ décroit vers (0. Cependant, E 1/m diverge
n

(Riemann, o = 1/2 ). Elle est donc semi-convergente. De plus, pour obtenir la somme & 10—2
pres, il suffit que 1/ym+1 < 102, s0it n > 9999 .

L'hypothése de décroissance est indispensable. Un terme alterné qui tend vers (I ne suffit pas : la
partie V en donne un contre-exemple.

IV. Transformation d'Abel

Certaines séries ne sont pas alternées, mais leurs termes oscillent. C'est le cas de E sin(n) /n . La
transformation d'Abel est I'analogue discret de I'intégration par parties. Elle reporte I'oscillation sur des
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sommes bornées.

Transformation d'Abel. Soit ':fln:'n > 1 et ':bn:'n > 1 deux suites. On pose Bp = U et
B, =b+...4+ b, . Alors,pour n>1,

I
Z a, by =a, B, + Z (ap, —ap,q) B
k=1

Démonstration :

Onécrit b = By — Bp_1, puis on sépare les deux sommes et on décale l'indice dans la
seconde :
7. i3 n—1 n—1

car le terme d'indice 0 est nul puisque By = 0,

Théoreme :

Critere d'Abel. On suppose que {an} est une suite réelle décroissante de limite nulle, et que les
sommes By sontbornées: |B,| < M pourtout 7.Alors Z @y by converge, et son
reste vérifie




k=n+1

Démonstration :

D'une part, |ay By| < M a, — 0.Dautrepart, |(ag — Gfr;;_|_1:l Byl £ M (ag — Gl'rk_H:l,
car Gp —Gr.g = 0. 0r la série télescopique Z l:ak - a’k—|—1:' converge, de somme %1 . La
série % (ay —ag 1) B estdonc absolument convergente. Ainsi, la formule d'Abel montre

que 0L b converge. La majoration du reste s'obtient en appliquant la méme transformation

aux sommes Z , puis en faisant tendre I vers l'infini.
k=n+1

Lemme :

n
Y etks

Pour 8 e R\27Z et n > 1, Em.
k=1

Démonstration :

' e 21 — ginf o
Comme etf ?é 1, la somme géométrique vaut g28 11 Et:;., . Son module est majoré par
— £

T om) - Enfin, [1 — eif] = [e7*0/% — "% = 2lsin(g/2).

Prenons an = 1/n et b, = ein.Llelemmedonne M = 1/sin(1/2).Donc
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Z e /n converge, et ses parties réelle et imaginaire Z cos(n)/n et

aussi. En revanche, E |sin(n)|/n diverge (voir la fiche d'exercices). La série
est donc semi-convergente.

b5

in{n)/n
sin(n) /n

La figure suivante compare les deux séries. Les sommes partielles de Z sin(k)/k se stabilisent vers

I:ﬂ' - 1}/2 , valeur que I'on démontre avec les séries de Fourier. Au contraire, celles de

Z |sin(k)|/% croissent sans limite, lentement, comme un logarithme.

4.0 ;
N > sin(k)/k
e B k=1
Fs ;
© 3.0 — > |sin(k)|/k
+ k=1
® 254 -——- (m—1)/2
w
Q
€ 2.0-
S
3 1.5
1.0+" - =
0O 25 50 75 100 125 150 175 200
n
Méthode :

Utiliser une transformation d'Abel. Face a unterme a,, b, ,oU @n décroitvers (0 et by,

oscille ( etnfd)

1. on calcule ou on majore les sommes B, = b1 +..

(1"

cos(nd),

.—|—bﬂ;

2. on applique la formule d'Abel, ou directement le critere d'Abel ;




3. on vérifie a part I'absolue convergence, qui échoue souvent.

PN o ;o / . . mn
Le critere spécial des séries alternées en est un cas particulier:  b,, = {—1) et M =1.

V. Développements asymptotiques et séries de Bertrand

1. Les séries de Bertrand

Les séries de Riemann ne suffisent pas toujours comme échelle de comparaison. Par exemple,
1/(nInn) est négligeable devant 1/7 , mais prépondérant devant 1/n® pourtout o > 1.

Théoreme :

S S

Séries de Bertrand. Soit <, 5 € R. La série ;2 ne (ln n)# converge si et seulement si
n

o >1,oubien o =1et F>1.

Démonstration :

Si a>1,onchoisit ¥ avec 1<y <a. Alors nVy, =n? " © {ln n}_ﬁ — 0, donc
Ug = o(1/n7) : convergence.Si a <1,ona nwu, =nl—a(ln n}_ﬁ — oo, donc
Ugy = 1/n a partir d'un certain rang : divergence.

Enfin,si oo =1 et S <0,0na uy >1/n dsque n>3.5i a=1et >0, 1la
fonction £ — 1/(z (In ;]::PB:I est positive et décroissante sur  [2, +oo[ . On compare donc la
série a I'intégrale. Or une primitive est (In le_ﬁ/(l—ﬁj si B ?é let In(lnx)si g =1.
Elle a une limite finieen —+co sietseulementsi 5> 1.
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2. Nature d'une série par développement asymptotique

Pour une série a termes positifs, deux termes équivalents donnent des séries de méme nature. Pour une
série a termes de signe quelconque, c'est faux. Il faut alors pousser le développement asymptotique.

Méthode :

Etudier une série a l'aide d'un développement asymptotique. On écrit Uy, = Upy + Wy , OU

. E Uy releve du critére des séries alternées ou du critere d'Abel ;

e Wpy est de signe constant, et on connait un équivalent de gq , ou bien
wy = O(1/n%) avec a>1.

Alors E Uy converge si et seulement si E Wy, converge. On pousse donc le développement
jusgu'au premier terme non alterné.

(-1)" n -
m+ =D pour m 2 2.0na wu, ~ (-1) /v, terme d'une série

convergente. Pourtant, un calcul exact donne

Soit uﬂ e




Ceterme wWgx est négatif et équivalent a —lfn . Donc E Wy, diverge, et E Uy aussi,
comme somme d'une série convergente et d'une série divergente.

La figure ci-dessous le confirme numériquement. Les sommes partielles de Z (—l}k/’u@ se

stabilisent. En revanche, celles de E U, dérivent vers —oo comme —|n 7. Ce contre-exemple
montre aussi que la décroissance est nécessaire dans le critére spécial.

l_

O_
[¥)]
@ 1
w
g _o
M
o
g -3
-
£ —4-
o
T 5] — > (-1)*Vk (converge)

el T Z(—l)k/(\/?+(—1)k) (diverge) —
0 100 200 300 400 500 600
n

VI. Produit de Cauchy et sommation par paquets

1. Produit de Cauchy de deux séries

Définition :
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. b .
Le produit de Cauchy des séries Z Gn et Z " ast la série Cu , OL
produi uchy [ "0 "0 [ E n ., OU

Cp = kznjo ap by _f = Z a by

kEk+1l=mn

Comme le montre la figure ci-dessous, ©mn regroupe les produits & br situés sur la diagonale
k + 1 = n .Lasomme partielle ;N Cn porte donc sur le triangle & +{ < IN . Au contraire,
n

le produit des sommes partielles porte sUr lecarré k,I < N .



o o o o [ [
carrék,I<N

5_ . . l‘ Y Y
diagonale k+/=n
elle donne ¢,

S 4 O o o
()
o
o 31 ® ®
o
©
-
= 2 @ ®

trlangle kK+I=<N

i

0 1 2 3 4 5 6
indice k de ag

'—l
1

Théoreme :

Si Z iy et Z b.,, sont absolument convergentes, leur produit de Cauchy est absolument
convergent et
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Démonstration :

Ay = > lagl .. Bv= > bl 4op -
Notons F TN et 1 S ,delimites 4 et A& .D'abord, le

| <
triangle est inclus dans le carré, donc Z |C‘-”«| — E
g n'< N k+T< N

La série E €y converge donc absolument.

|a}:||bf| <AyBy < AB

Ensuite, le carré de coté p = | IV /2 | estinclus dans le triangle. La différence entre le produit
des sommes partielles et W n porte sur les indices du carré de c6té IV hors du triangle.
n

On en déduit

[

(Ik Z bl_ Z Cp
<N n < N

Pour =z € C,lasérie Z z”;’n! converge absolument (regle de d'Alembert). Le produit de

R gkpn—k  (a+b)"
Cauchy de Za”;’n! et Zbﬂ/n! a pour terme ;f! T , par la formule

du binéme. On obtient ainsi exp(ajexp(b) = exp{a+b}_.

Sans convergence absolue, le produit de Cauchy peut diverger. Pour g,, = b, = (_1}ﬂ/~m+1 ,
les deux séries convergent, mais |¢,;| = 1 pour tout 7.




2. Sommation par paquets

Regrouper des termes consécutifs revient a extraire une sous-suite des sommes partielles. Soit {ﬂk:l

une suite strictement croissante d'entiers avec Ty = -1 Le paquet numéro jk est
Uk =1t, 1+ ..+Un, e 3 Uj=5n

Propriété :

Si E ugq converge, la série des paquets E Ut converge vers la méme somme. La
réciproque est vraie dans deux cas :

esi Uy = 0 pourtout 7 ;

e si u, — 0 etsiles paquets ont une longueur bornée.

Démonstration :

Le sens direct vient de ce que  (.Sm; ) est extraitede (.5, . Dans le premier cas de la
réciproque, (Sn} est croissante et admet une sous-suite convergente, donc elle converge. Dans le
second cas, notons I, la longueur maximale des paquets et § lalimitede (5n,) . Pour

le_l <N E ﬂk ,ona |Sﬂ - Sﬂk‘| i: |un-|—]_| Tt |uﬂk| E L _f.‘. glii{_l |uj| . Ce

majorant tend vers 0, donc S, —+ 5.

n
La série Z I:—l:l diverge, car son terme ne tend pas vers (. Pourtant, les paquets
(1-1) 4+ (1 —1) 4. .. donnent une série nulle. Le regroupement ne permet donc pas de
conclure sans hypothese.
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Regrouper n'est pas réordonner. Une série absolument convergente peut étre réordonnée sans
changer sa somme. En revanche, pour une série semi-convergente, un changement d'ordre peut
modifier la somme : c'est le théoréeme de réarrangement de Riemann, hors programme. La fiche
d'exercices le vérifie sur la série harmonique alternée.

Ce qu'il faut retenir

e Dans [ et ([, une suite converge si et seulement si elle est de Cauchy : c'est la complétude.

e Critere de Cauchy : Z Uy converge si et seulement siles tranches %, 11 + ...+ Up sont
uniformément petites pour 71 grand.

¢ La convergence absolue entraine la convergence ; la réciproque est fausse (séries semi-
convergentes).

¢ Une série complexe converge si et seulement si ses parties réelle et imaginaire convergent.

mn
o Critére spécial : si @n décroit vers 0O, Z (-1)" @y, converge, et |Fpn| < a, ;1 avecle
signe du premier terme omis.

e Transformation d'Abel : @n décroissante de limite nulle et sommes de &, bornées donnent la
convergence de E Oy by

* Bertrand : Z 1/(n® (In n)®) converge si et seulementsi a>1,0u o =1 et B>1.

e Pour un terme de signe variable, les équivalents ne suffisent pas : on développe jusqu'au premier
terme de signe constant.

e Le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes converge vers le produit des
sommes.

¢ On peut regrouper les termes d'une série convergente ; la réciproque demande des termes positifs,
ou des termes tendant vers [ et des paquets de longueur bornée.



Questions fréquentes sur séries a termes quelconques

Quelle différence entre convergence et convergence absolue ?

Une série converge si ses sommes partielles ont une limite ; elle converge absolument si la série des
|un| converge. La convergence absolue entraine la convergence, grace au critere de Cauchy. La

s s T
réciproque est fausse : E (—1)" /n converge sans converger absolument.

Peut-on utiliser des équivalents pour une série alternée ?

Non, le théoreme de comparaison par équivalents exige des termes de signe constant. Par exemple,
(—1}ﬂj{m + (—1}ﬂ} est équivalent a {—1)n/m , Mais sa série diverge. Il faut pousser le
développement asymptotique jusqu'au premier terme de signe constant.

Quand utiliser la transformation d'Abel plutét que le critére des séries alternées ?

L o . mn . .
Le critere spécial ne traite que les termes de la forme {—1) @, - La transformation d'Abel s'applique
dés que @ décroit vers 0 et que les sommes de by, restent bornées, par exemple avec
by = cos(nuﬂ} ou end . Le critére spécial en est un cas particulier.

Le produit de Cauchy de deux séries convergentes converge-t-il toujours ?

Non. Il converge vers le produit des sommes si les deux séries convergent absolument. Sans cette
hypothese, il peut diverger : avec @, = b, = {—1)ﬂ/~m—|—1 , le terme du produit ne tend méme pas
vers 0.

Pour aller plus loin en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur séries a termes quelconques

A maitriser avant : Séries numériques a termes positifs

Chapitre précédent : Séries numériques a termes positifs

Chapitre suivant : Intégrales généralisées
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e Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/qcm-maths-l2
https://mathovore.fr/licence-l2-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

