Corrigés des exercices de maths en L2

Séries a termes quelconques

Corrigé de I'exercice 1 : Suites de Cauchy et série harmonique

an
1 .
1. Lasomme Hg, - H, = Z ¢ compte 7 termes. Chacun est au moins égal au plus
{ k=n+1 ] ] 1
petit, 5-.Donc Eg, — H, > n-5- = 5. Supposons (F ,,) de Cauchy. Avec ¢ = 3

il existerait IV telque |Hp— Hg| < % pour p,g 2 IN.Oor p=2N et g=N
donnent un écart d'au moins % : contradiction. Par conséquent, () n'est pas de Cauchy,
donc elle diverge, car toute suite convergente est de Cauchy.

P

2. Pour p>m > 1, l'inégalité triangulaire et [cos k| < 1 donnent |up — uy| < é
! ] ! ! k=n+1
Comme k > 2 ,ona P < Rh—D) — k-1 k- La somme est donc télescopique :
P
1 1 1 1 1
Up — Ug| < E (k—l_k =n—p<n
k=n-+1

Soit e>0et N > 1/e.Pour p,g = IN onobtient |[vp — vg| < €. Ainsi, (vy) est
de Cauchy. Par complétude de R, (vy) converge.

. S S .
D'abord, w, 4 — Wy = Fititm 0. Ensuite,

Wy, — Wy = 27 —vAl = VT = 100 Donc (w,) n'est pas de Cauchy, et dailleurs
elle diverge. En effet, la définition exige |’u;1.;J — uq| < € pour tous les couples p,g = IV et
pas seulement pour des indices consécutifs.

Point de méthode : pour montrer qu'une suite n'est pas de Cauchy, on exhibe deux indices £, g
arbitrairement grands, souvent 7 et 2 , dontI'écart ne tend pas vers 0.
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Corrigé de I'exercice 2 : Convergence absolue de séries réelles

et complexes

gin m
BETH

Par comparaison de séries positives, la série converge absolument.

1. Pour n =1,

= n—iﬁ . Or la série de Riemann Z 1/n3f3 converge, car % ~1.

2. Ona |un| = 11:1—;1 . De plus, ﬂS-'IIrE |’Ufn| lr;_” —3 [ par croissances comparées. Donc
|un| = O{UHBfg} , et la série converge absolument.
' 1 o ‘o
3. Comme |e”’«| =1,o0na |uﬂ| = 372 - Ainsi, la série converge absolument.
n

n > 1 |lun+1| (ﬂ—i_ljz
= Jun| T 2m2
z |tir,| . la série converge absolument.

4. Pour

2 < 1. D'apres la regle de d'Alembert appliquée a

5. Posons z — % Alors  |z| = ‘@ < 1, donc la série géométrique Z |z| converge : la
série converge absolument. Sa somme vaut
+ 00 . .
o L _ 2 _ _20+9) 2049
E : 1—z = 1—¢ 7 (1—2)(1+9) 2

La sommevaut 1+ .

Corrigé de I'exercice 3 : Critere spécial des séries alternées

1. Posons rs&ﬂ = f{n} avec flz) = :L,QLH Ona an20et g ~ % —3 (. De plus,

f l: :l (3;24_1)3 < 0 pour £ > 1.Donc {G&n:'n > 1 est décroissante. Le critere spécial

des séries alternées s'applique : la série converge. En revanche, Oy ™ ﬁ et E lfﬂ diverge.
Donc la série est semi-convergente.

2. Lasuite 1/n® est positive, décroissante et tend vers 0 car o > 0. Par le critére spécial, la



série converge pour tout ¢ = 0. Ensuite, Z l;’ﬂﬂ‘ converge si et seulementsi o = 1.

Ainsi, la série est absolument convergente pour « >>1 et semi-convergente pour
O <1,
3. Posons  g(x) = .Ona g/(z) = % négatif pour x > e .Donc (lnn [ n)
décroit a partirde 7 = 3. De plus, elle tend vers ([ par croissances comparées. Le critere

spécial s'applique a ;3 et les deux premiers termes ne changent pas la nature. La série
mn

converge. Cependant, E}m” j::» pour 7. = 3 .Par conséquent, la série est semi-

convergente.

Point de méthode : la décroissance ne doit étre vérifiée qu'a partir d'un certain rang, car les premiers
termes n'influent pas sur la nature d'une série.

Corrigé de I'exercice 4 : Majoration du reste d'une série

alternée

1. Lasuite a, = 1/ﬂ3 décroit vers 0. Le critere spécial donne donc
1 1 —
|5—5N|EE&N+1 N1 or mim 3 squivautd N +1 > 10. Le plus

petit entier est IV = 3. Ensuite, lereste & — 5S¢ ale signe du premier terme omis,

_[_ljll Donc & < 5q .Enfin, § estcomprisentre Sg et
Ug = oo <O 9 - Enn. P J

510 = Sg—10—3 . Onobtient S¢-10"3 < 5 < §g.

2. Ic @y, = ﬁ-l—l , qui décroit vers (J . Le reste apres le terme d'indice IV vérifie

N > 48,5 .Onprenddonc IN = 49.Lesindicesvontde 0 a 43 :il faut 50 termes.
Cette convergence est tres lente : chaque décimale supplémentaire colte environ dix fois plus de

|R | < 2N1+3 . La condition 2N1—|—3 < 102 équivauta 2V +3 > 100, soit

termes.

o)
3. Lasuite @, = # est décroissante, car E:l = n}i-l

1
donc |Rp| < VL) O 9! = 362880 <100 et 10! = 3628800 > 108 . Il faut donc
N +1 > 10. Le plus petit entier est NV = 9. Au contraire de la question 2, la
convergence est ici tres rapide.

< 1,ettendvers 0.Lereste vérifie
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Corrigé de I'exercice 5 : Critere de Cauchy et tranches de séries

e

Z Uk
k=n+1
p>n = N Enprenant p = 2n, on obtient |uﬂ+1—|—...—|—u2n|€_i£ pour m = IV,
Ainsi, uﬂ+1+---+ugﬂ_>':'.

1. Soit £ = 0. Le critére de Cauchy fournit IV tel que < € pour

2. Comme {un} décroit, chacun des 7. termes Yy 13- - Yo, est au moins égal a U, .
Donc 0 = nug, < u,,q+...4 Uy,  Parencadrement, 7 Uq, — 0 puis
2n un. — 0 Ensuite, pour les indices impairs, la décroissance donne

0 < (2n+41) ug, g < (2041) uy, = 2551 20wy —1-0=0.

Les deux sous-suites d'indices pairs et impairs tendent vers (. Par conséquent, 7 u, — 0.

3. La fonction f{g;} = lln p

inverse d'un produit de fonctions positives croissantes. Pour & = 2, on a donc
k41

flk) = f f(t) dt . Ensommant,

est positive, continue et décroissante sur  [2, +0o[ , comme

n+1
T
1 dt
Y > | i = In(In(n+1)) — In(In 2) = 4co.
E=2

Donc la série diverge. Pourtant, son terme est positif, décroissant, et n U — [0 .La

—Ilnn
condition 71 u, — 0 n'est donc pas suffisante.

_ 1 " fero _.n 1 L
n = Inig est positif et decroissant. Or n wu,, = Inta 3 ?é 0. Sila série
convergeait, la question 2 donnerait 7 i, — 0. La série diverge.

4. Le terme



Corrigé de I'exercice 6 : Une série alternée divergente

1. Si n estpair, vy, = Lﬂ+%}[j.5i 7 estimpair, 1, = %_%.Or . = 2 donne
WL < 71, donc % « % .Ainsi, Uy <0 pour 7 impair: la série est alternée.

2. 0na |uﬂ|:_:%_|_%_>[j.Donc Uy — 0,

3. La série E I:—l:l /Jﬁ converge par le critere spécial. En revanche, la série harmonique

Z 1/n diverge. Si Z Uy convergeait, alors Z 1/n = Z (uﬂ _ (—l}n/m)

convergerait aussi. La série E Uy, diverge.

4. Lesigne alterne et u, — 0. C'est donc la décroissance de (|uy|) qui fait défaut, comme

on le voit sur la figure de I'énoncé. Pour m > 1,0na |ug, | = i~ 2l o
1

| |— —+ 1 Par I'inégalité d i ts fini liguée ¢
Unen ol = s T Imta ar I'inégalité des accroissements finis appliquée a

T — 1:—1;’2, dont la dérivée est majorée en valeur absolue par % (gm+1)_3f3 sur
[2m+1, 2m+2],

1 1 1 1 1
Imtl  Bmis = (2ma1)?2 < 2m + 2m+2

En réarrangeant, on obtient [tq,, 1| <|tg, 1 o|. La suite (Juy|) n'est pas décroissante.

Corrigé de I'exercice 7 : Terme alterné perturbé, discussion

selon le parametre

1. Pour n > 2 et w>0,0na nﬂgzﬂ‘}l.Donc nﬂ+{—1}n:_:=-nﬂ—1}[j,et U

A n
est bien défini. De plus, n? +ﬂl;_1:' _y 1. Ainsi, By ':_HE' .
2. On réduit au méme dénominateur :
71
nn®—n®—(-1) 1

W ( ) n & (RO: € (_1) ) m < (nﬂ-’ + (—]_) )
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D'apreés la question 1, le dénominateur est positif. Donc  wy, < 0 et Wy ™~ — 05

3. On écrit (=" La série Z (=1)" /n® converge toujours, par le critére
' Un — no + W~ 9 J P
spécial. Ensuite, —Wwx est positif et équivalent a ljngﬂ . Donc Z Wy converge si et

seulementsi 2a =1.

°oSi o < % , E Uy estla somme d'une série convergente et d'une série divergente. Elle

diverge.

oSi l, U estla somme de deux séries convergentes. Elle converge. De plus,
2 mn

|tiy| ~ 1/n%, donc la convergence est absolue si et seulement si o > 1.

Bilan : absolument convergente pour o > 1, semi-convergente pour % <o <1,

divergente pour 0 < o < %

4. Le théoreme de comparaison par équivalents ne vaut que pour des séries de signe constant. Ici,
les termes changent de signe. Ainsi, pour ¢ < % , Umn estéquivalent au terme d'une série

convergente, mais la série diverge.

La figure ci-dessous illustre les trois régimes. Pour & = 0,4 | les sommes partielles descendent sans
limite, a la vitesse de —E 1/?@0’8. Pour & = 0,75 et & = 1,5, elles se stabilisent.



_154 — @= 1,5 : absolument convergente
— a=0,75 : semi-convergente
—— a=0,4: divergente

10t 102 103
n

Corrigé de I'exercice 8 : Logarithme d'un terme alterné

1 _ —1)"
1. Pour n = 2 ,0ona n®>=1,donc @il.Alnsu 1_|_':nuj > 1_$}D,etle
logarithme est bien défini.
2. Le développement limité 1n{1_|_;p:| = r — E—E + 9{353} donne 1n{1_|_;p:| — T _%? quand
" 1 . 1
g —+0.0r 5 — ':ﬂu:' s pet 2 = 35 Par conséquent, wy ~ —z— o0 En

particulier, xn est négatif a partir d'un certain rang.

3. Le raisonnement est celui de I'exercice 7. La série E {—1} /nﬂ converge par le critere spécial.

Ensuite, —Wn est positif a partirld'un certain rang et équivalent a 2;2& . Donc Z W

. . . 1 ‘.
converge si et seulement si o = 5 Enfin, |"'—*‘1n| m |;pn| = g car ln{l—i—x} r~ & .La série
est absolument convergente pour ¢« > 1, semi-convergente pour % <o <1,

divergente pour ¢« < % .

4, Pour k& > 1, on calcule

u2k+u2k+1:1n(%)+ln(%ﬁil):1n1=0,
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241
Donc Z Uy, = 0 pourtout IV = 1. La série converge d'apres la question 3, puisque

=2
" ) AIN+1
o= 1= 5 Sa somme est la limite de la sous-suite des sommes partielles Z Uy . La
n=2

somme vaut (.

Corrigé de I'exercice 9 : Démonstration du critere d'Abel

1. Pour k > 1,ona by = Bp — Byr_1.Donc
n—1

zn: akbk= zn: akBk— Zn: akBk,1= zﬂ: a’kBk_ Z a’k—I—lBk‘
k=1 k=1 k=1 =1

Leterme %k — 0 de la seconde somme est nulcar By = 0. Onisole alors leterme k = n

n n—1
de la premiére somme et on regroupe : Z 0 bk =a, B, + Z ':'5&;,: - 'ﬁ’k+1:' By
=1

2. D'une part, |an Byl < M a, — 0.Dautrepart, () décrolt, donc G —Ggiq = O et
[(ag —ag ) B.lk| < M (ag —ag_ 1) La série télescopique Z (ag —ap 1)
n—
converge, car z (ag —ag, 1) = @y —ayn — 6. Par comparaison,

k=1
Z (ak - 'ﬁ’k+1:' By converge absolument, donc converge. Les deux termes de la formule ont

une limite. Par conséquent, ay by converge.

3. Le méme calcul, mené entre n+1 et P, donne

p p—1
kE=n+1 k=n-+1

Chaque |Bg| est majoré par M . La derniere somme est donc majorée en module par
M (a, | —ap). Ans
p

Z O‘,k bk

k=n+1

En faisant tendre D vers oo, le reste vérifie |fn| < 2Ma, ;.



4. Comme & ¢ onZ ona et ?é 1. La somme géométrique vaut
13

2

ik0 — gif L—ef _2
e =€ » de module au plus 1= eif]

1 — etd
k=1
Oor 71— 33.'5' — E-é{;'}.-"g (E—éﬁ'f@ — EE.EJ'IQ} = 92 5111{5'/2:] E'EIEIJ'FE , de module 2 |51Hl:5',/2:l| )
D'ou la majoration par W%{Tﬁm . On applique alors la question 2 avec Gy = % et

by, = el :lasérie Em'?/ﬂ converge. Ses parties réelle et imaginaire convergent

aussi. Les séries Z cos(nd)/n et Z sin(nd)/n convergent.

Corrigé de l'exercice 10 : Semi-convergence d'une série

trigonométrique
1. Comme 0 < |sinn| < 1,ona sin?n = |sin n| - [sin n| < [sin n|. De plus, la formule de
— . 1 — cos(2n)
duplication donne gin4 n — —
. 2
2. On écrit smn n_ 1 msmﬂ) . D'abord, Z Wsmﬂ} converge, d'aprés |'exercice 9 avec
— in "

8 =2 ¢ 274 . Ensuite, Z dlverge La différence d'une série divergente et d'une série

sm n Bl M 4 .
convergente diverge. Donc E diverge. Enfin, [sin 7| > sin” n >0 Par comparaison
nmn

. B n Z n
- i gl
de séries positives, E |

diverge.

3. L'exercice 9, avec & = 1, montre que E Sl%ﬂ converge. La question 2 montre qu'elle ne

converge pas absolument. Elle est donc semi-convergente.

1

50N — : convergence absolue. Si 0 <o < 1,lasuite 1/n® décroit

4, Si ¢x>=1,o0na <

vers (1, et le critere d'Abel donne la convergence. Cependant,

|Smuﬂ| > |Sllr:lr'n'l,terme d'une

série divergente. La série est absolument convergente pour o >>1 et semi-convergente
pour 0 <a <1,

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 11 : Séries de Bertrand

1. Soit :H—a,desorteque 1<y <a.Alors nY Uy = nl
(In njﬁ

5 —+ 0, carune

puissance négative de 7. I'emporte sur toute puissancede |n n .Donc U, = o{l/n’r} avec
< > 1. Par comparaison de séries positives, Z Uy, converge.

l—no
n
— 00, toujours par croissances comparées. |l existe donc

l'lﬂﬁ
(In n) )

un rang a partir duquel 7 g, = 1, soit Uy = 7 La série diverge.

2.Si @ <1,alors T Uy =

3. Onsuppose o = 1.Si 5 <0,ona {nn}_ﬁ}l pour 7 = 3,donc ung%:

divergence. Si £ > 0, la fonction (ﬂ?:' jﬁ est positive, continue et décroissante sur

[2, +oo[ . La série et I'intégrale f f sont donc de méme nature. Pour X > 2, le

2
changement de variable # = In & donne

X In X

ln .1;*)’8 - tF
2 In 2

Cette intégrale a une limite finie quand X — +co sietseulementsi /S > 1, par le critére de
Riemann. Pour « = 1, la série converge si et seulement si ,3 =1.

4. Applications.

o La suite "”'rlln - est positive, décroissante et tend vers [ . Par le critere spécial,

(1) 1 _ 5 — -
Z T converge. En revanche, Z e diverge ( & = = 1). Elle est semi

convergente.

1
o Pour Zmlnﬂ,ona Q{_E::':]_ elle diverge.

In n)i0 .
o Pour Z I:ﬂTﬂ)l ,ona & =101>1et B = —10 :elle converge, malgré le

facteur {ln n}lD_



Corrigé de I'exercice 12 : Racine n-ieme de n et séries

associées

1. Ona Igg,ﬂ:,L;»ll'l'-”«f'-r’f_1.Comme Inn >0,0ona Eln“f'ﬂgl,donc ayn = 0.De
1

plus, x, =T~ — 0.et e —1r~ x quand z — 0 .Donc aﬂml—“n”.

2. La série Z @y estatermes positifs, et @n est équivalent au terme de Bertrand « = 1,

2
B8 = —1.Donc E 4y diverge. Ensuite, ;2 ~, (In ;1:' , terme de Bertrand avec
n m
o = 2>>1.Donc E aZ converge.
i _Inz irivée alfa — L—Ina . P
3. Lafonction g(x) = 5= apourdérivée g/(z) = =5 .Ellecroltsur [1, €] et décroit sur

[e, 00 . Pour n > 3> e, lasuite lnTn est donc décroissante. Comme x — ¥ — 1 est
croissante, (G&n}n ~ 3 est décroissante.

4. La suite (G&n}n = 3 est positive, décroissante et tend vers [J. Le critére spécial donne la

N m m
convergence de -1 .C dant, -1 = di d'apres |
Z{ ) Gy, - Cependan Z (=1} ay| Z @y diverge d'aprés la
question 2. La série Z (—1)" a, estsemi-convergente.

Corrigé de I'exercice 13 : Natures variées par développement

asymptotique

1. Pour n =1, % € ] Q, 1] C ] 0,5 ] . Le sinus est positif et croissant sur cet intervalle, donc

&, = sin{l/n) est positive et décroissante. Elle tend vers (. Le critére spécial donne la
convergence. En revanche, Oy ™ %,donc E a4y diverge. La série est semi-convergente.

2. Lesentiers 2 et 7 ontla méme parité. Donc cos(m ng} = {—1)”2 = {_Dn . La série est

n
exactement Z =1 Elle est semi-convergente.
mn

3.0na ynd 41 = nu’l+$ = n(l—kﬁ—l—ﬂ(ﬁ)) = ﬂ—l—ﬁ—i—{}(#)fnsuite,

sinfmn +2) = (-1) " sinz . Avec z, = 5- +O(1/n3) et sinz = z +O(3),
on obtient
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+ -1)"
Uy = (—1)n sin x, = % - O(é)

k)
La série E : IZ_EJ converge par le critere spécial. Le reste G{l/ﬂgjl est le terme d'une
mn

- , Vil - .
série absolument convergente. Donc E Uy converge. Enfin, [uy| ~ 5. La série est semi-
convergente.

4. La partie imaginaire du terme est % , terme d'une série divergente. Or une série complexe
converge si et seulement si ses parties réelle et imaginaire convergent. La série diverge, bien que
D n
sa partie réelle E (—1)" /n converge.

Corrigé de I'exercice 14 : Produits de Cauchy absolument

convergents

1. La série Z z™ converge absolument car |z| <1 . Le terme du produit de Cauchy vaut
Cp = Z zk zn—k = (n+1) 2™ . D'aprés le théoréme sur le produit de Cauchy de séries

k=0
absolument convergentes,

+ 00

S )an= () =

n=>0

+oo

1 . n+l 1
Avec z = &, onobtient = = 4.
5 2
PN NCVE)
2" 1) 2] s . S 2 /n!
2. Pour & ?‘3 g, 2P far T ntl — 0 < 1. Parlaregle de d'Alembert, z" /n!
converge absolument ; c'est évident pour z = 0 . Le produit de Cauchy de F{a) et F(b) a
pour terme

T
cn= 3 U B = Y () akenk = H



par la formule du bindme. Les deux séries étant absolument convergentes,

E() B(b) = Blatb).

3. Avec 0 = Z et b = —z,onobtient E(z) B(—z) = E(0) = 1.Unproduit égala 1 n'a
aucun facteur nul. Donc  E(z) ?é 0 et E(—z) = ﬁ

Corrigé de I'exercice 15 : Un produit de Cauchy divergent

. La suite Tt est positive, décroissante et tend vers (. Par le critere spécial, Z Oy

1 1 , 1
g 77 terme de Riemann avec o = 5 < 1.Elle ne

converge. Cependant, |a,| =

converge pas absolument.

-1 k -1 n—k m— "
Eﬁ fm—)%;m (-1)F (1) F = (—1)" ne
< 1

T
dépend pasde % .Ensommant, Cqn = (—1) Z = .
2 JEAD (- kTT)

.Pour 0<%k <mn,ona Gy b =

. L'inégalité arithmético-géométrique 77 < “Tgﬂ,avec r = k+1 et ¥ = n—k+1, donne
JE+D) (n—k+1) < HTH . Chacundes n-+1 termes de la somme est donc au moins égal a
I In+1)
P . Ainsi, |Cn| > R
2(m+1)
. Pour mn >0, niy > Locar 2n4+2 > n+2.Donc |cy| = 1et Cn netend pas vers

0 . Le produit de Cauchy diverge grossierement. Il manque I'hypothese de convergence
absolue des deux séries.

Corrigé de I'exercice 16 : Sommation par paquets

mn
1. Le terme {_l}n ne tend pas vers (J, donc z I:—l:l diverge grossierement. Pourtant,
chaque paquet {l - 1:1 est nul, et la série des paquets converge vers (J.Le regroupement

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

peut donc créer une convergence qui n'existe pas.

2.5t n>pet N =|n/p]|, desorteque pN < n <pN 4 p.Alors
15, — SpnN| = |uPN+1+"'+u”|SppN<“]7:n§”;{)N+p|uj|‘

Quand 7 — 400 ,ona N — oo, donc ce majorant tend vers 0 car %, — 0,
Comme Spi — 5, onconclutque S, — 5.

a2

Donc

s Ly

3. Pour n = 3k,ona Uy =
3 1 — 3
S3N = i— Y 3p=Hsny—Hn.
k=1

n=1

2

On obtient Sapr = Hapy — Hyy.

4. D'aprés le développement admis, S3y = In(3N)+ v —In IV —y +o(1) = In 3 + o(1)
.Donc S3p; — ln 3. Deplus, |un| < % —3 . La question 2, avec P = 3, montre que
(5,) converge vers In 3. La série converge et sa somme vaut |n 3.

La figure suivante montre les sommes partielles .5, . Les points bleus, qui correspondent aux paquets
complets 537 , montent réguliérement vers |n 3. Les autres sommes partielles oscillent autour, avec
un écart qui tend vers 0.



1.6

p * S.f'.'
1.4 ® Sy (paquets de trois)
---- In3

1.2 1

1.0 A

0.8 1

06 I I T T T

0 20 40 60 80
n

Corrigé de I'exercice 17 : Série logarithmique complexe

1. Si |2:| <1, alors | % | < |z| , terme d'une série géométrique convergente. La série
converge absolument.
ks
_ =l

2. Si |2:| =1, alors | HT” = - 5 oo PAr croissances comparées. Le terme général ne tend

pas vers [J.La série diverge grossierement.
3. Pour z = 1, on obtient la série harmonique. Elle diverge.

4. Soit z — etf avec O ¢ 2md Onpose g, = %,décroissante de limite nulle, et1
bn — el D'aprés I'exercice 9, les sommes B, sont bornées par M = m . Le
critere d'Abel donne la convergence. Cependant, | ’%ﬂ | = % terme de la série harmonique. La

série converge, mais pas absolument.

N T , . 2
5. La majoration du reste établie dans I'exercice 9 donne |Rn| < (n+1) [sin(/2)| Pour = = —1,
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ona f = et sin(m/2) = 1.0nobtient |R,|< _EH Or la série Z l:—l:ln/ﬂ reléve

du critére spécial, qui donne |Rﬂ| < La majoration d'Abel est donc deux fois moins fine

1
n+l
dans ce cas particulier, mais elle vaut pour tout le cercle privé de 1.

Point de méthode : sur le cercle de convergence, aucune regle générale ne s'applique. On traite chaque
point, ici par le critere d'Abel.

Corrigé de I'exercice 18 : Suite contractante et série
télescopique

1. Lafonction f estdérivable et |f’(;p:|| = %|-::os z| < %.Parl'inégalité des accroissements
finis, |f(x) — f(v)| < 5|z — | pourtous réels ;Y .

2. On raisonne par récurrence. Pour n = 0, |uy —uy| = |f(0) -0 = 1 . Si

[ty 1 — Unl < Eiﬂ , alors

1 1
|’U$n-|—2 - ”n-|—1| = |f{”n+1:' - f{"’-&nﬂ < o |Uﬂ_|_1 — ’t&n| < ontl Donc

[ty = tn| € 1 = pour tout 7.

3. La série géométrique Z Eiﬂ_ converge. Par comparaison, Z {uﬂ+1 — un] converge

absolument, donc converge. Or ses sommes partielles sont télescopiques :
n—1
Z {uk-l—l —Up) = Up — Uy = Up .Lasuite (up,] converge versunréel £.

4. Lafonction f est continue. En passant a la limite dans Upt1 = f{uﬂ} , on obtient
£ = f(£) . Ensuite, posons g(r) = x —1 — % sinz.Ona
gf(;p] =1- % Cosx > % = (], donc g est strictement croissante et s'annule au plus une fois.

Le réel ¢ estl'unique solutionde 1 =1 4 % SN T -

+oo
5. Pour m > 0,onécrit £ —u, = Z (uk+1 — ) . L'inégalité triangulaire donne
k=mn



=l Y =k =

Pour une précision de  10—3 , il suffitque 27—1 > 1000.0r 2% — 512 et 210 — 1024 . Il
suffit doncque n —1 > 10.Lerang n = 11 suffit. Ontrouve ¢ =2 1,4987.

La construction en escalier ci-dessous visualise l'itération. Les marches rétrécissent au moins de moitié a
chaque étape : c'est exactement la majoration de la question 2.

—_— = 1lgj
50 - y=1+3sinx

1.5
[=1,4987

1.0 -
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Corrigé de I'exercice 19 : Un produit de Cauchy de séries semi-

convergentes

1. La suite nL—I—l est positive, décroissante et tend vers (. Par le critere spécial, Z g
converge. Mais Z ﬂ%_l est la série harmonique, qui diverge. La série z i, estsemi-

convergente.

2. On réduit au méme dénominateur :

L1 _ (n—k+1) + (k+1) n42 ‘
k+1 n—k+1 = (k+1)(n—k+1) — (k+1)(n—k+1)

0"
kT kD "

D'ou I'identité demandée. Ensuite, comme dans I'exercice 15, ap o
n

1
sommant, on remarque que Z Er1 — = Hapt1 etque Z n—k+1 — Hpn+1 aussi, par
le changement d'indice 4 = m — k& . Donc Cp = { 1}“ é?ﬂﬂf;l .

(n+3) Hay1 — (n42) Haga
(n+2)(n+3)
m+2) Hp4n = n+2) Hp41 + 1. Le numérateur vaut donc  Hp1 — 1, qui est positif

car Hp41 2 Hy =1.Ainsi, (dy) est décroissante. Enfin, Hpi1 <1+ In(n+1) par
comparaison a une intégrale, donc d, — 0 par croissances comparées.

.Or

3. On calcule dn — dn—i—l —

4.0na ¢, = (—1}n -9d, ,avec (2dy,) positive, décroissante et de limite nulle. Par le critére
4 Hnq1 > 2
n+2 = n42’
divergente. Le produit n'est pas absolument convergent. Ainsi, sans convergence absolue, le
produit de Cauchy peut converger (ici) ou diverger (exercice 15) : le théoreme du cours ne dit rien

dans ce cas.

spécial, E Cy converge. En revanche, |Cn| = terme d'une série

Point de méthode : dans un produit de Cauchy, on commence toujours par factoriser le signe {—1)ﬂ
qui ne dépend pas de l'indice de sommation.
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et réarrangements

Partie A.

1. La concavité du logarithme donne lﬂl:1—|-:1?:l < x pour x> —1.Avec  — %,on obtient

, 1 ,
1n(1—|—%) < %.Avec r = —ﬂi_l_l,onobtlent ln(ﬁ_l) < —poq . soit

ln(l + % ) e % . L'encadrement est démontré.

1 1 . A 0 !
Up ]~ Un = py] ln(l + ﬁ) <0 {un) décroit. D'autre part,

1
_ 1 1(1 l);:w;j-l:*u:lcroitEnﬁn 1 0 .Les
Yoyl —UYn = n— 1 +n) =2 : mn . bty — Uy = — U
suites sont adjacentes, comme le montrait la figure de I'énoncé. Leur limite commune 7Y vérifie
H,-lnn — .

2. D'une part,

Partie B.

1. Dans Sqpy , les termes d'indice impair sont comptés positivement et ceux d'indice pair
négativement. On ajoute et on retranche la somme des termes pairs :

N
1
Son =Hony—2 ) 5:=Hoy—Hy.
=1

Onabien Sqopn = Hoy — H .

2. D'aprés lapartie A, Son = In2N)+ v —In N — v +o(l) — In 2 . Ensuite,
Soaw+41 = So + ﬁﬂ — In 2. Les sous-suites paire et impaire ont la méme limite. La

série converge et sa somme vaut |p 2.

3. La suite % décroit vers (0, donc le critére spécial s'applique. Le reste 1n 2 — 5, vérifie
(_1)n+2

In2 -5, < ni-i—l . Il a le signe du premier terme omis, , C'est-a-dire le signe de

(-1)".

mn
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Partie C.

. 1 1 1 L 1 __ 1
1. Le k-ieme paquetde T est 1 a4k—35 35 O 2k—1  4k—3 — 22k—1) ° Le

1/ 1 1 s v 1
paquet vaut donc 5 (Qk—l — %) .Ensommant pour j de 1 a IV, onreconnait 5 Son -

, 1 1
La somme des 3JW premiers termes vaut donc E(HEN — HN:' — 3 In 2. Les termes
tendent vers [ et les paquets ont trois termes. D'aprées I'exercice 16, T' converge et sa

somme vaut % In2.

2. Les 31V premiers termes de 7 contiennentles 2/ premiers inverses d'impairs et les N
2

premiers inverses de pairs, affectés du signe moins. Or Z ﬁ = Hapy — % Hopen

retirantde 4}y les termes pairs. La somme vaut donc
1 1
Usy =Hyny —5Hony —5HN.

Avec lapartie A, Ugpyr = Ind +1In N _% (In2 4 1n W) —%lnN + o1). Les 7 etles
In IV se compensent, donc Uqpr — 21In2 — % In 2 . Comme dans la question 1, ©J

converge et sa somme vaut % In 2.

3. Lesséries T et {7 ontexactementles mémes termes que la série harmonique alternée.
Pourtant, leurs sommes différent : pour une série semi-convergente, la somme dépend de
I'ordre des termes. Pour une série absolument convergente, au contraire, tout réarrangement
converge vers la méme somme, comme le rappelle le cours. Ce phénomene vient donc de la

divergence de Z 1/n.

La figure ci-dessous compare les trois ordres de sommation. Les sommes partielles se stabilisent vers trois
limites distinctes : % In2, In2et % In2.
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Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

Le cours : séries a termes quelconques, cours de maths en L2

Les énoncés : exercices de maths en L2 sur séries a termes quelconques
A maitriser avant : Séries numériques a termes positifs

Chapitre précédent : Séries numérigues a termes positifs

Chapitre suivant : Intégrales généralisées

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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