Cours de maths en L2

Séries a termes positifs

|. Séries numériques : vocabulaire et premiers exemples

Une série est une maniere d'additionner une infinité de nombres. Cependant, une telle somme n'a pas de
sens a priori. On la définit donc comme la limite d'une suite de sommes finies. Tout le chapitre repose sur
cette idée simple.

1. Sommes partielles, somme et reste

Définition :

Soit (uﬂ.}ﬂ = [ une suite réelle. On appelle somme partielle d'indice 7 le réel

g
Sp = Z Uy . La série de terme général Un , notée E Uy, , estlasuite (S,).0n

k=0
dit que la série converge si  {.S,;) admet une limite finie § . Ce réel s'appelle la somme de la
+oo
sérieetse note S = Z Uy . Sinon, la série diverge.
n=>0

Déterminer la nature d'une série, c'est dire si elle converge ou diverge. Ainsi, modifier un nombre fini de
termes ne change pas la nature. En revanche, cela change la somme. De méme, la série peut commencer
a unindice " quelconque.

Définition :
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+oo
Si Z U, converge, on appelle reste d'indice 7 leréel H, = Z U =5 — 5y Par
E=mn+1
conséquent, la suite (R, ) tendvers 0.

L'ensemble des séries convergentes est un espace vectoriel. En effet, si Ugq et U
convergent, alors E {}L Uy + U ’uﬂ} converge et sa somme vaut A Uy + Uy . Cela

découle de la linéarité de la limite.

2. Condition nécessaire de convergence

Proposition :

Si la série E Uy, converge, alors t, — 0. Autrement dit, si {un} ne tend pasvers 1, la
série diverge : on parle de divergence grossieére.

Démonstration :

Pour m = 1,ona Uy =5,—-5,_1.5 &, = 5, alors 5,1 —+ 5 aussi. Donc
Uy, + 5 -5 =10,

La réciproque est fausse. Par exemple, % —s (), mais la série harmonique Z % diverge. En

effet, pourtout n = 1,

2L 1 1
Hop —Hy, = Ezﬂ’xﬁ:?
k=n-41+1




I Si (H ) convergeait vers H ,onaurait Hg, — Hy — 0, ce qui contredit cette minoration.

3. Séries géométriques et séries télescopiques

Théoreme :

Soit g € K. La série géométrique Z g™ converge si et seulement si |g| < 1. Dans ce cas,

+ 00 n 1 qn—|—1
Zog BRET AR Il
mn =

Démonstration :

i— gﬂ+1

Pour g£1,0na §, = T—g lgf <1.alors g+ — 0, d'otlalimite.Si [g] > 1,

le terme g" netend pas vers (J, donc la série diverge grossiérement.

La figure ci-dessous compare deux sommes partielles. D'une part, celles de E {1/2} se stabilisent
vers 2 .D'autre part, celles de la série harmonique croissent sans borne, mais tres lentement.
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Soit (@) une suite réelle. La série télescopique Z (@,41 = an) converge siet seulement
+oo

silasuite (@) converge. Dans ce cas, Z (6,41~ 0n) = limayp —ay.
n=>0

n
En effet, la somme partielle vaut Z (5‘;;4_1 - fl;::' = @, 41 — @p. Celien entre suites et séries est

fondamental : toute suite est la suite des sommes partielles d'une série.

n
1 1 1 1 _ . 1
Pour n =1 ,o0na n[n+1):ﬁ_ﬂ+1'Donc }:E—lk(k—i_l)_l n+l et




+oo

1 PR, 1) , ,
Zl AlagD) = L-Alinverse, Z ln(l + 7 ) diverge, car sa somme partielle vaut In{n-+1).
n—=

Il. Séries a termes positifs et théoremes de comparaison

Dans toute cette partie, les séries sont a termes positifs, au moins a partir d'un certain rang. Cette
hypothése change tout. En effet, elle rend la suite des sommes partielles monotone.

1. Le théoreme fondamental

Théoreme :

Soit Z Uy Une série & termes positifs. Alors la suite  (S,) est croissante. Par conséquent, la
+eco
série converge si et seulement si {Sn:l est majorée. Dans ce cas, z Uyny = SUpP S, . Sinon,
n=>0 i
Sn —+ +oo.

Démonstration :

Ona Sa+l—5n =u,yq 20 donc (Sy) estcroissante. D'aprés le théoréme de la limite
monotone, une suite croissante converge si et seulement si elle est majorée, et sa limite est alors sa
borne supérieure. Enfin, une suite croissante non majorée tend vers oo .

Ce théoreme est le moteur de tout le chapitre. En effet, chaque critére qui suit consiste a majorer ou a
+ oo

minorer des sommes partielles. Pour une série a termes positifs, on écrit donc Z Uy = 00 encas
n=I0

de divergence.
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2. Comparaison par inégalités

Théoréme :

Soient (ty) et (wvy,) deuxsuitestellesque O < uy, < vy, apartird'unrang 7.

e Si E Uy, converge, alors E Uy converge.

e Si Z Uy diverge, alors Z Uy diverge.

Démonstration :

n n +oo
Pour 1 = Np,ona Z UL < Z UL < Z U1 . Ainsi, les sommes partielles de

E Ugq Sont majorées. Le théoreme fondamental donne la convergence. Le second point est la
contraposée du premier.

3. Comparaison par o, O et équivalents

Théoreme :

Soient () et (wy,) deux suites positives.

e Si uy = O(vy) (en particuliersi uy = o{vy) ) etsi Z Uy, converge, alors

E Un cCoOnverge.

e Si Ugm ™ Yy, alors les séries E Uy et E Uy, sont de méme nature.




Démonstration :

Si Uy = Ouy), ilexiste M >0 etunrang g telsque Up < M v, pour 1 2 g,
Or Z M w,, converge, donc la comparaison conclut. Si g ™ g, alors

% Uy < Uy < 2w, apartrd'un certain rang. On applique alors la comparaison dans les deux

sens.

n n
Le critere des équivalents exige un signe constant. Par exemple, (=1) et (=1) 4 1 sont
JT T n

équivalents. Pourtant, la premiére série converge et la seconde diverge (ce résultat releve du chapitre
suivant sur les séries alternées).

Méthode :

Pour déterminer la nature d'une série a termes positifs :

1. vérifiez d'abord que 1, —+ 0, sinon la série diverge grossiérement ;

2. cherchez un équivalent simple de g grace aux équivalents usuels et aux développements
limités ;

3. comparez cet équivalent a une série de référence : géométrique ou de Riemann ;

4. concluez en citant le théoreme de comparaison utilisé et en vérifiant la positivité.
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Considérons Uy = 1 — cos(}a) , qui est positif. D'abord, 1 — cogsx ~ %? quand + — 0.

1L e 3L - - ,
Donc w,, rv Tmd Ensuite, la série a3 converge (voir la partie Ill). Par conséquent,

Uq cConverge.

Considérons  t, = e—'7 _|ci, aucun équivalent simple n'est utile. En revanche, par croissances
comparées, n2ea—v — 4 a—1t avec ¥ = vI — oo, donc ce produit tend vers (.

Autrement dit, wu,, = o(é) . Comme E # converge, la série E e converge aussi.

Retenez ce réflexe : multipliez Un par n™ etregardez la limite.

Soit () une suite positive et soit o € R .

e S'ilexiste o >1 telque n®wu, — 0, alors Z Uy Converge.

e Si 7t Up tend versunelimite £ € ]0, +oo], alors Z Uy, diverge.

1
.n_ll
pour une constante ¢ == 0. Ce critére, parfois appelé régle « 1 u,; », est souvent le plus rapide en
pratique.

. [N Lo .
En effet, dans le premier cas, ., = g( ) . Dans le second, ona w,, > 7 a partir d'un certain rang,

lll. Comparaison série-intégrale et séries de Riemann

Lorsque le terme général s'écrit f{n) avec f monotone, on peut comparer la somme a une intégrale.



Cette idée donne a la fois la nature de la série et des encadrements précis.

1. Encadrement par des intégrales

Lemme :

Soit f une fonction continue, positive et décroissante sur [TLD, —|-CO[ . Pour tout entier
k> g + 1,

Démonstration :

Pour t € [k, k+1], la décroissance donne f(t) < f(k).On intégre sur un intervalle de
k+1

longueur 1 : f f < f(k).Deméme, pour t € [k=1,k],ona f(k) < f(t), doula

k
seconde inégalité.

La figure ci-dessous illustre ce lemme pour f{@ = % . Les rectangles rouges ont pour aire f{k‘] et
recouvrent la courbe. Les rectangles bleus ont pour aire (k1) et restent sous la courbe.
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X

Soit f continue, positive et décroissante sur [ﬂU, —I-C-O[ . Alors la série Z f{n} converge si et

n
seulement si la suite f f{t:' dt est majorée, c'est-a-dire si et seulement si l'intégrale

i
0 n

+oo
f(t) dt converge.

p

Démonstration :

n

Posons F'(n) = ff,suite croissante puisque f = 0 .En sommant le lemme de
"o

k =ng+1a n,onobtient




Si I:F{n:l} est majorée, les sommes partielles le sont aussi : la série converge. Réciproquement, si
la série converge, la minoration montre que F'(n-+1) — F(n, + 1) est majorée, donc (F'(n))
aussi.

2. Les séries de Riemann

Théoreme :

1
Soit @ £ [ . La série de Riemann Z}:l n® converge si et seulementsi e = 1.
n

Si o < 0, leterme général ne tend pas vers (] : la divergence est grossiere. Si « >0, la

fonction ¢ — +© est continue, positive et décroissante sur [1, +oo[ . Pour ?é l,ona
n

—a _onpl-o—1 . L :
t T df = 1 _ga - Cette quantité est bornéesi o >1 ettendvers +co si a <1.

1 n
: dt Lo -
Enfin, pour & = 1,0na T = Inn — +oo. Le théoréme précédent conclut.
1
. . . . 2
Comme le montre la figure ci-dessous, les sommes partielles pour o« = 2 se stabilisent vers % . En
revanche, cellespour & = 1 et o = % croissent sans borne.
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La valeur E nd — § sera établie avec les séries de Fourier. Pour l'instant, seule la
n=1

B2

convergence compte. De méme, les séries de Bertrand E B s'étudient avec les

n2 (ln n)
mémes outils (voir les exercices).

3. Encadrer une somme partielle ou un reste

n
Pour encadrer S = Z f':k:' avec f décroissante :
k=1




1. écrivez le lemme d'encadrement pour un indice % quelconque ;
2. sommez-le en choisissant bien les bornes, et utilisez la relation de Chasles ;
3. calculez les intégrales obtenues ;

4. siles deux bornes sont équivalentes, déduisez-en un équivalent de S,

Pour un reste fin = " ;+1 HO d'une série convergente, on somme de n-+1 a N, puis
mn

on fait tendre W vers oo .

E+1
Avec  f(t) = g.on sommede & =1 a 7 linégalité f % <

. On obtient

=

In{(n+1) < H,, . De méme, en sommant

e

k
f d? de k = 9 a 7, onobtient
H, <14 lnn.Ainsi,

In(n4+1) < H, <1+ 1Inn,donc H, ~ In n.

De plus, la suite u, = H, —lnn est décroissante et minorée par 0. En effet,
n+1
— dt L Elle converge donc vers un réel noté 0,577, la
Up ~Upip = t a1z 0 d SR
n
constante d'Euler.

IV. Regles de d'Alembert et de Cauchy

Ces deux regles comparent la série a une série géométrique. Elles sont efficaces quand le terme général
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contient des puissances 1 -iémes ou des factorielles.

1. La regle de d'Alembert

Théoreme :

Un+t1

Soit () une suite de réels strictement positifs telle que = — £ € [0, +oo].

e Si £ <1, lasérie Z U, converge.
*Si £>1,lasérie Z Ugn diverge grossierement.

¢ Si # = 1,onne peut pas conclure.

Démonstration :

14+ £
2
Upig < g Un pour N = T . Par récurrence, Uy < Ung qn

,desorteque £ < g <1.llexisteunrang " tel que
"0 pour M = My, 0rla

série géométrique E g™ converge, donc E Uy, COnverge par comparaison.

Supposons £ <1 etposons g —

Supposons £ >1.Apartirdlunrang "g,ona U,yq 2 Un. Ainsi, lasuite (ug,) est
croissante a partir de "y et reste supérieure a tn > 0 Elle ne tend donc pas vers (.

Enfin, pour # — 1, les séries Z % et Z # donnent toutes deux un rapport tendant vers

1 . Pourtant, la premiere diverge et la seconde converge.




2 2
Pour t, = ;"—n , 0N a “;:1 _ %(1 + %) s % . La série converge.5 Plus précisément, pour
18 3 3\°
n = 5, ce rapport vaut au plus e < g -Donc y, < Ug (@) .

La figure ci-dessous, en échelle logarithmique, visualise cette majoration. Aprés le rang " = 5, les
termes restent sous la droite du majorant géométrique.

échelle logarithmique

108 - e u,=n?]2" *

us (3/4)" > (majorant géométrique) °

0 5 10 15 20 25 30 35 40
n

Soit (wy) une suite strictement positive. On suppose qu'il existe g € ]0,1[ etunrang " tels
que Up.1 < g Up pourtout kK = 7mp. Alors, pourtout n 2 T,

“n+1+
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Demonstration

N
.
|

Pour % > m-1, une récurrence immédiate donne ”k < u _1_1 qk =1 En sommant de
k = n+l a N, onobtient Z Up < Uy Z g’ < 1_g Il reste & faire

tendre N vers oo,

Cette majoration rend la régle de d'Alembert quantitative. Par exemple, elle permet d'estimer le nombre
de termes de Z % nécessaires pour approcher & a 10—% prés. Ainsi, la convergence est trés

rapide lorsque le rapport tend vers (1.

2. La regle de Cauchy

Théoreme

N
’
|

Soit (wy) une suite positive telle que ", — £ € [0, +o0].Si £ <1, lasérie Z Uy
converge.Si £ =1, elle diverge grossiéerement. Si  # = 1, on ne peut pas conclure.

Demonstration

N
.
|

Si £ <1,onchoisit g € ]£ 1[.A partird'un certain rang, "y < g, c'est-a-dire Uy < g"
. La série converge donc par comparaison a une série géométrique.Si £ =>1,ona uUym =1 3
partir d'un certain rang, d'ou la divergence grossiére.

mn
Pour u, = (ﬁ-l—l) ,ona Y, = 2&_1 — %::: 1. La série converge.




Remarque :

Ces deux regles ne sont jamais indispensables : elles ne font que comparer a une série géométrique.
Par conséquent, elles échouent des que le terme général décroit comme une puissance de 7. Dans
ce cas, préférez un équivalent et les séries de Riemann.

V. Sommation des relations de comparaison

Les théoremes de comparaison donnent la nature d'une série. Toutefois, on souhaite souvent aller plus loin
: obtenir un équivalent d'une somme partielle divergente ou d'un reste convergent. C'est I'objet des
théoremes de sommation.

1. Cas des séries convergentes : les restes

Théoreme :

+oo
Soit (vy) une suite positive telle que Z Uy, converge. On note F,{v) = Z vy .
E=n+l

*Si (uy) estpositiveet wuy = o(vy,),alors 2 Uy converge et
R, (u) = o{ By(v)). Le méme énoncé vaut avec (O .

e Si Up ™ Vg, alors Z Uy, convergeet Rp,(u) ~ H,v).

Démonstration :

Traitons le cas des équivalents. D'abord, %n est positif a partir d'un certain rang, donc Z U g
converge par le critere des équivalents. Soit £ >0 . Il existe IV telque |up — ’Uk| <€ U
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pour & = IN .Pour n > IN et m >>n, l'inégalité triangulaire donne

T T T
Z Uy — Z V| S € Z Uy

k=n+1 k=n+1 k=n+1

Onfaittendre " vers oo : |H,(u) — Ry)| < € B,(U). Autrement dit,
Rylu) — Ry(v) = o[ Ry(v)) . Lecas © setraite de la méme fagonavec 0 = up < e v,

2. Cas des séries divergentes : les sommes partielles

Théoreme :

n
Soit (v, une suite positive telle que Z u,, diverge. Onnote Sp(U) = Z Vg, qui tend
k=0
vers oo,

e Si (uy) estréelleet uy = ofvy), alors Sy(w) = oS ,(]) . Le méme énoncé vaut
avec (O .

e Si Up ™ Un,alors Zun divergeet Sp(u) ~ Spv).

Démonstration :

Soit £ >0 .llexiste IN tel que |uk| < €V pour & > IN .Pour n = IN,onadonc

n

|5 (u)] < |5 voq(u)| + ¢ kZN v < S yoq(u)| 4+ 5, ().

or S,(u) = +ooet |Spy—1(u)| estune constante. Ainsi, il existe v/ tel que
|Si—1()| <€ e Splv) pour n > N’ .Pour n > max(IV, N'}, on obtient




I |5 p(u)| < 2e S,(v) . Enfin,si Un ™ Upn, on applique ce résultat & Uy, — Uy = o(uy,) .

Méthode :

Pour obtenir un équivalent d'une somme partielle divergente ou d'un reste :

1. trouvez un équivalent simple vn positif du terme général ;

2. calculez ou encadrez la somme partielle (ou le reste) de E Uy , SOUVeNt par comparaison
série-intégrale ou par télescopage ;

3. appliquez le théoréme de sommation adapté, en vérifiant d'abord la nature de Z Uy .

=2 1 1 11
Cherchons un équivalent du reste fi,, = Z L2 D'abord, pa ™ K(E—1) = §_1 — g pour
+O§_n+11 1 1
k > 2 .Ensuite, par télescopage, Z (m - ;) = 5 . Par conséquent, le théoreme de
k=mn41
sommation des équivalents donne Ry ooz

n
1
Pour la somme partielle L', = Z 7k —1.0na ﬁ ru ﬁ,terme positif d'une série
. ;1::1 Hy In n
divergente. Donc T'p r Z RE= 9 ™ g .
k=1
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Ce qu'il faut retenir

e Une série converge si la suite de ses sommes partielles converge ; lereste &, = 5§ — 5, tend
alorsvers 0.

e Si Un netendpasvers (1, lasérie diverge grossierement ; la réciproque est fausse, comme le
montre la série harmonique.

e La série géométrique E g™ converge si et seulement si |q| < 1 ; une série télescopique a la
nature de la suite associée.

e Pour une série a termes positifs, la convergence équivaut a la majoration des sommes partielles :
tous les criteres en découlent.

e Comparaison, domination et équivalents ne s'utilisent qu'avec des termes de signe constant.

- . 1 . .
¢ La série de Riemann E ne Cconverge si et seulementsi @ >=1.

k+1 k
e Avec [ positive et décroissante, f f< f{jg} < f f permet d'encadrer sommes

k—1
partielles et restes.

e Les regles de d'Alembert et de Cauchy concluent si la limite £ differede 1 ;pour # = 1, elles
ne disent rien.

e On somme les équivalents : les restes pour des séries convergentes, les sommes partielles pour des
séries divergentes.

Questions fréquentes sur séries a termes positifs

Pourquoi la positivité des termes est-elle si importante ?

Si les termes sont positifs, la suite des sommes partielles est croissante. Elle converge donc si et
seulement si elle est majorée, ce qui ramene tout a des majorations. Sans signe constant, les criteres de

F Fi
comparaison et d'équivalence deviennent faux : 1) et (=1~ + 1 sont équivalents mais de
4T 4T n



natures différentes.

Que faire quand la regle de d'Alembert donne une limite égalea 1 ?

R . 1 . 1 .
La regle ne permet alors aucune conclusion : E 7 diverge et E L3 Converge, avec un rapport qui

tend vers 1 dans les deux cas. Cherchez plutét un équivalent du terme général et comparez-le a une série

Un+1

Ty permet souvent de

de Riemann. Si le terme contient une factorielle, un développement de |p

conclure.

Comment savoir s'il faut sommer des restes ou des sommes partielles ?

Tout dépend de la nature de la série de comparaison. Si elle converge, les sommes partielles tendent vers
la somme et I'information utile est dans les restes : on somme les équivalents a partir de n—+1 jusqu'a
I'infini. Si elle diverge, les restes n'existent pas et I'on somme les équivalentsde 0 a 7.

La série harmonique diverge-t-elle vraiment, alors que son terme tend vers 0 ?

Oui.Ona Hq, -H, > % pour tout 71, ce qui interdit la convergence. Plus précisément,
H,, ~ Inn :ladivergence est trés lente, puisqu'il faut plus de 12 000 termes pour dépasser 10.

Pour aller plus loin en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur séries a termes positifs

Chapitre suivant : Séries a termes quelcongues

Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de mathsde L1 a L3
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