Corrigés des exercices de maths en L2

Séries a termes positifs

Corrigé de I'exercice 1 : Série géométrique : sommes partielles
et reste

1. Laraison g = z est différente de 1 . D'apres la formule de la somme géométrique,

-3
(2N
s -2l

_ a1 _(%)N—I—l

Comme

3 <],ona (E) — (). La série converge et sa somme vaut S5 = 3.

N+1
2. Par définition, Ry=5-8y= 3(%) . Ensuite, la fonction ]n est croissante, donc

Ry <1073 & (3)7 7 < ghg & (W+1)In3 > In 3000.

In 3000 _ 8,006
or =7 15 ~ 0,405 ~ 19,75 . llfautdonc N +1 > 20 . Par exemple,

Rig =~ 9,0x10~% et Rjg =2 1,35 x 10~3. Le plus petit entier convenable est
N = 19. Lafigure ci-dessous montre les sommes partielles qui montent vers 3 et les restes,

en rouge, qui s'écrasent vers [J.
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2" +3" /1y 1y tries aéométri -
3. Ona — (—) + (—) . Les deux séries géométriques convergent, car leurs raisons sont

"~ 1\ T\
/3 1/2
dans ]—1,1[ . De plus, Z qg" = IL Par linéarité, la somme vaut E% + 1’;—2 = %4— 1.

n=1
La série converge et sa somme vaut

[cSe J LN

+co
. La somme vaut

-::r.-|'~'—"'[
':AJll-l'—\-

4 -

o
bolo

4. On factorise le premier terme : Z % =
= m =1

Point de méthode : pour une série géométrique qui commence a l'indice ", factorisez par le premier

'-'10
terme : Z g" =

Corrigé de I'exercice 2 : Divergence grossiere




1. Par continuité de o8 en (1, .:05(%) — 1?& () . La série diverge grossierement.

n
2. Ona (1_|_%) :exp(ﬂln(l+%)).0r In{l+2x) ~ z en 0,donc

n ln(l + %) —s 1 . Par continuité de I'exponentielle, le terme tend vers & ?é 0. La série

diverge grossierement.

3. Comme sinx ~ x en 0,ona g sin(%) ~ T X % — ].Letermetend doncvers 1.La

série diverge grossiérement.

(..o m—1 2 oo . 2
4. Onécrit - —5 =1 — 7. Ainsi, up = e:{p(n ln(l — ﬂ-l-l)) . Or

n ln(l — ni—i—l) T X (—%) — —2.Donc g — g2 ?‘3 0. La série diverge

grossierement.

5. Ici, g, —+ 0, donc la condition nécessaire ne permet pas de conclure. En revanche, pour

1<k <mn,ona ﬁ > %.En sommant ces 7 inégalités, 5§, > % = v% . Donc

Sy — 400, La série Z % diverge, bien que son terme général tende vers 0.

Point de méthode : commencez toujours par regarder la limite du terme général. Si elle n'est pas nulle,
la question est réglée en une ligne.

Corrigé de I'exercice 3 : Séries télescopiques

N
1. Ona n(n1-|—1j = % — ,n%'_l Par télescopage, Z n[nl—l—lj =1- ﬁ La série converge

n=

et sa somme vaut 1.

2. D'abord, on réduit au méme dénominateur :

1 1 (n+2) —n Q)

n(n+1) ~ (n+1)(n+2) =~ nln+)(n+2) = n(n+l

*

(n+2)

P - 1 Al N S—— ]_-li - :l Par tél
osons &g — ﬂ-(ﬂ-‘l‘l) . AlOrs 'ﬂ-[ﬂ"‘lj[ﬂ-"‘gj =5 ) G'ﬂ.-i-l . Far telescopage,
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2

n—l—l Yt 2) — 2(%1~ %n+1) T 22 T I (VD) )
La série converge et sa somme vaut % :
1
3. Ona ln(l + ﬁ) = In(n+1) — In n - Donc
I
Z ln(l + %) = In(IN+1) —In1 = In(I/N+1) . Cette quantité tend vers —+co . La série
n=1
diverge.
4, Pour n > 2,0na ] — w .Posons p,, = ]H”T_I.Alors
n

1
n2
—In

ln(l — %) = InB ni—l—l = by, — bp1. Par télescopage,

Z 111( Lg) =byg—bnyy1 = ln% — IHNLH = ]nf\gﬂ.

Cette somme tend vers |n % La série converge et sa somme vaut —]n 2.
5. 0na L = l(; — ;) En effet, la différence entre parentheses vaut
' (2n+1(2n+3) — 24Zn+l  2n4+3,) '

2 , L _1 1 .
(2n+1)(2n+3) - Par telescopage, Zo GntD)(@nt3) = 2(1 - 2N+3)' La série
n=

converge et sa somme vaut 7.

Point de méthode : une décomposition en éléments simples fait souvent apparaitre une différence
@n — %, 1 1. La nature de la série est alors celle de la suite (@, ).

Corrigé de I'exercice 4 : Comparaison par inégalités

1 1 1
= = E :
1. Pour n l,ona 0 < N RTI—— < . Or la série de Riemann n converge, car

2 > 1 . Par comparaison, la série converge.

2. Pour m > 2, linégalit¢ Inx < £ —1 donne 0 <Inn < n —1<n.Parconséquent,
1 1 - . , . - 1 .
on = % . Orla série harmonique diverge. Par comparaison, la série Z on diverge.



2tcosm 1 () . Par comparaison a la série harmonique,

3. Comme cosn = —1,ona = > 5

la série diverge.

4. Montrons n! > 27—1 parrécurrence. Pour n = 1,0ona 12> 1.Si n! > 27—1 alors
(4! = (n4+) n! > 2x 2771 = 2" car n 412> 2 Ansipour n >1,

1 18" S . 1 . 1
0 < oy < (j) . La série géométrique de raison 5 converge. Par comparaison, Z oy

converge.

L)
5. Pourtout m > 1,0na 0 < % < % . Par comparaison a une série de Riemann
- T — n

convergente, la série converge.

Corrigé de I'exercice 5 : Equivalents usuels et nature d'une

série

1. Pour n>1,0na #E 10, 1] , donc sin(#)}D.Deplus, sinx ~ ¢ en ,donc

1 . P -
Up ™~ 5. Par le critere des équivalents, la série converge.

2. Le terme est positif, car ] 4 % ~ 1.Ensuite, In{l 4 &) ~ x donne ty ~ % = _llﬁ .Or
n
% < 1. La série diverge.

3. Le terme est positif, car elfﬂ ~ 1.Deplus, ¥ —1 ~ x,donc Uy % La série diverge,
comme la série harmonique.

4. Le terme est positif et 14, rv % = # . La série converge.

5. Posons x — L ¢ J0,1] - Alors tanz —sinz = tanz (1 —cos ). Sur ]0,1],0na

mn

tanx >0 et 1 —cosx >0, donc le terme est positif. Ensuite, tan & ~ T et
rd , rd 1 -

1 —cosz ~ % . Parprodut, w, ~ 7 = 7 5. La série converge.

6. Le discriminantde n2 — 5, + 1 est négatif, donc ce trindme est strictement positif et le terme

. w1 3 L.
aussi. De plus, g, n? — ﬂ_Ef’E . Or 5 > 1 . La série converge.

Point de méthode : un équivalent d'un produit s'obtient en multipliant les équivalents. En revanche, pour
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une différence comme tan x& — sin x , factorisez ou utilisez un développement limité.

Corrigé de I'exercice 6 : Comparaison aux séries de Riemann

.n_CI
n< +
nature de la série de Riemann d'exposant 2 — a . Celle-ci converge si et seulement si

2 —a > 1 .Lasérie converge si et seulementsi a < 1.

1. Le terme est positif et ~ na—2 = nzl—a . D'apreés le critére des équivalents, la série a la

1 1
2. Ona Jﬂ{n—i—l ~ YmZ2 = 5. Donc m ~ 5, terme positif. La série diverge.

3.0na n% 41~ n, donc 3 11 ~ n /3 . Ainsi, le terme est équivalent & # , avec

% = 1 . La série converge.

4. Premiere méthode : par la quantité conjuguée, n—+1 — v = m r ﬁ . Ce terme

est positif et la série Z % diverge. Seconde méthode : par télescopage,

N
Z (x."ﬂ—|- — Jﬁ) = N+l — 4o . La série diverge.

n=1>0

vntl —Jm 1 - o
n RPSEYEE terme positif. La série converge.
n

5. D'apres la question précédente,

Corrigé de l'exercice 7 : Regle de d'Alembert

Un+1
Uy

1. Tous les termes sont strictement positifs. On calcule chaque rapport

2 2
o Pour ;'—n : le rapport vaut %(ﬂTH) - % <1 -la série converge.
o Pour 2 ;| tvaut —— — 0. Laséri
our o erapportvaut =5 — U . Laseérie converge.
| (n+1) n® n \" 1 1
o Pour 2= :lerapport vaut =( ) = — & <1, Lasérie
U pm pportvaut vy 4 1yn+1 n+1 (l—l-%)n € '

converge.



nl0 1 1310 1 L.
o Pour (—l,ljﬂ' : le rapport vaut 1,_1(1 + ﬁ) — « 1 . La série converge.

1,1
o Pour M : le rapport vaut (ﬂ—i_ljz _ _ntl — 1 La série converge
(2m)! (2n+2)(2n+1) — 2(2n+1) 4 '

Les cinq séries convergent.

n ) 2n+2)(2n+1) (an
2. Ona (Eni% [\rigght?]) = ( [n—lj—(ljg )(En). Donc

Apr1 (2n42)(2n+1)  2p+41
Qn = 4(n_|_1)2 — 2n+2

Ce rapport tend vers 1 :laregle de d'Alembert ne permet pas de conclure.

(n+1ap g _on+l  dnt+l  dndl
man " Xopyl) . In

Ainsi, na, >z 1xXa; =

Z oy diverge.

3. On calcule

~1.Llasuite (nay) estdonc croissante.

S e 1 1 i
=3 ,soit a, = e Or Z n diverge. Par comparaison,

Hh B2

. < Unt1 Untl L
Point de méthode : quand le rapport tend vers 1, comparez — au rapport ——— d'une série de
n k)

Riemann bien choisie.

Corrigé de I'exercice 8 : Regle de Cauchy

- _ n+l 1 , \ \ L.
1. Le terme est positif et By, = Tnts —+ 3< 1. D'apres la regle de Cauchy, la série

converge.

n
2. Le terme est positif et i, = (1 — }_1) - e:{p(n ln(l — }_1)) . Or
n ln(l — %) ~ T X (_%) — _1.Donc %@, — el < 1.La série converge.

3. Ona W, = ,E—_:'l —a.
o Si @ < 1,lasérie converge d'apres la regle de Cauchy.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

oSi a>>1,ellediverge grossierement.

n
o Si @ = 1, laregle ne conclut pas. Cependant, 1w, = (ﬂi-l-l) — %,d'aprés I'exercice

précédent. Le terme ne tend pas vers ([ : la série diverge grossierement.

La série converge si et seulementsi o < 1.

4. Pour n 2 3,ona Inn >1,doncleterme est positif. Ensuite, 7, = IL — 0. La série

converge.

Corrigé de I'exercice 9 : Conséquences de la majoration des

sommes partielles

1. La série Z Uy converge, donc Uy, —+ 0. llexisteainsiunrang IV telque 0 < u, <1

pour m = IN . Pour ces indices, u% < Uy . Par comparaison, E u% converge.

2. D'abord, EI ‘?i + < U, , donc la série converge par comparaison. Réciproquement, posons

L .
in = 1_|_w < [D 1[. La série Ztn converge, donc &y —+ 0.0r w, = l—ntﬂ'A
partir d'un certain rang, £, < é donc 0 < w, < 21,.Par comparaison, E Wy

converge.

oz iy s aﬂ-'+'y ltlE':"l!-—|_lt"l;-;|q_-|-1 s .

3. L'inegalité 7y < 5 donne ( < m < —5 La serie z U1
converge, car elle ne differe de Z Tty que par un terme. Par linéarité, le majorant est le terme
d'une série convergente. Par comparaison, Z i “_n—i—l converge.

. 2 2 (T
4. On appliqgue gh < % avec @ = gy et § = % 0 < % < %(un —|—E).Les

- o
séries E Up et E ﬁ convergent. Donc E —7- converge.

5. Non. En effet, pour Uy = % la série Z u% = Z ﬁ converge. Pourtant, Z% diverge.
La réciproque est fausse.

6. Pour n+1 < k < 2n , la décroissance donne Uy 2 Unp,. . En sommant ces 7 inégalités,
an
0 <y, < Z Up = Sgp —9p.0r Sgp et Sy tendent vers la méme limite.
k=n+l1



Donc M tg, —+ 0, puis 27ty — 0 Ensuite,

0 < {Zn—H} Unpil < % X 2n Uy, —F (. Les suites extraites d'indices pairs et impairs

tendentvers 0.Donc 7 U, — 0.

7. Posons Uy = 7. est un carré parfait et Uy, = 0 sinon. Les sommes partielles sont

1

=S

+oo 1

majorées par L2 donc la série converge. Cependant, pour s, — m2,0na 7 Uy = 1.
k=1

La suite {n uﬂ} ne tend pas vers [ : I'hypothése de décroissance est indispensable.

Corrigé de I'exercice 10 : Encadrement de la série harmonique

1. Lafonction + — % est décroissante sur |0, +co[ . Pour % € [k, k41|, onadonc % < %
k+1
En intégrant sur un intervalle de longueur 1, % < % .De méme, pour k£ > 2 et
1 1 g
t € [k—1,k],ona £ < ;.On obtient les deux inégalités demandées.

2. On somme la premiere inégalité pour j% de 1 a 7. Parla relation de Chasles,
n+1

1n(ﬂ_|_1:| = % < H,, . Ensuite, on somme la seconde pour & de 2 a 7 :

o
H,-1< f% = Inn .Ansi, In(n+1) < H, <1+Inn . Enfin
1

In(n+1) = Inn + ln(l + ,}—1) ~ Inn e 14+ Inn ~ Inn.Parencadrement,
H,, ~ Inn. Lafigure ci-dessous montre F, coincé entre les deux courbes.
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4_
3-
2_
14 1+Inn
o H,

In(n + 1)

O I T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

n+1
' 1 dt anre . Lo 1
3. D'une part, Uy 1~ Up = o3 T <0 d'apres la question 1 (décroissance de  § sur
" n+2
[, n+1] ). D'autre part, e — 1 di - 0 . Enfin
! ' " Tntl nTontl = '

n+1
Uy — Uy = ln(l + %) —s . Les suites sont donc adjacentes et convergent vers une méme

limite ¥.Deplus, Uy & ¥ < t;.Onobtient 1 —In2 <y <1,s0it 030 <y <1,

4. Notons "+ le plus petit entier tel que Hng = 10 .Si n < 8103 ,alors lnn <3, car
ed ~2 8103,08.Donc H, < 1+1Inn <10, Ainsi, g = 8104 Ensuite,

ell ~ 22026,47 .Pour n = 22026 ,ona In(n 4+1)>10,donc H, > 10.0n
conclut que 8104 < ny =< 22026,

Corrigé de I'exercice 11 : Encadrement d'une somme par des
intégrales




2
1. Lafonction f est dérivable et ffliﬂi‘:' = —ﬁ < O sur [0, 4ol . Elle est donc

décroissante. Pour £ € [n,n+1],ona f(t] < f(n).Pour t € [n—1,7n], ona
fln) < f(t) . En intégrant sur des intervalles de longueur 1, on obtient
I'encadrement voulu.

2. Onsomme l'encadrement pour 7 de 1 a N :

N+1

Une primitive de  f est arctan .Lle majorantvaut arctan IV < % Les sommes partielles
sont donc majorées, et la série a termes positifs converge. Ensuite, on fait tendre 1N vers oo .
Le minorant tend vers % —arctanl = T_,_l—r . Ainsi, g <5 < E—T .

3. On somme cette foisde & = n41 a IV :

N
arctan(N+1) —arctan(n+1) < Z f(k) < arctan N — arctan n.

E=n+1

Quand N — +oo,onobtient 7 —arctan(n+1) < R, < § —arctann . Or, pour

x>0, ;—T —arctanz = a,rcta,n}—r. D'ou I'encadrement annoncé. De plus,
1

arctanu ~ uw en (,donc les deux bornes sont équivalentes a = . Par encadrement,

1

Hy g

4.0na S3=%+E+3 = 08.Ensuite, arctani m 0,2450 et arctang = 0,3218.
Comme S5 = 53+ H3,onobtient 1,04439 < .§ < 1,1218. L'amplitude vaut environ 0,077

.Ainsi, 1,044 < 5 < 1122,

Point de méthode : pour encadrer un reste, sommez jusqu'a un indice ¥ fini, puis seulement ensuite
faites tendre W vers l'infini.

Corrigé de I'exercice 12 : Séries de Bertrand

1.Cas 8 <0 :pour n=>3,0ona Inn > 1,donc {lnn}ﬁglet un:_::%.Lasérie
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diverge par comparaison a la série harmonique. Cas 3 > 0 : la fonction fit—

continue et positive sur  [2, +co[ . Elle est décroissante, car ¢ — ¢ (In t}ﬁ est un produit de
fonctions positives croissantes. La comparaison série-intégrale s'applique donc. Pour 3 ?é 1, une

¢ (Inp)l=F
1—p

mn
primitive de  f es . Ainsi, ff estbornéesi 5 >>1 ettendvers —+oo si
2

mn
B <l.Pour B =1,0na ff = In(lnn) —In{ln 2) - +oco .Pour o =1,1la
2
série converge si et seulementsi [ > 1.

1
nle—1)/2 (In

2. Ona 1< < a.Ensuite, nY Up = n)ﬁ . Par croissances comparées, cette

o , " A 1 1
quantité tend vers (0, que [ soit positif ou négatif. Donc Uy = O(ﬁ) , avec Z 7

convergente. La série converge pour tout S .

-n_l—l:!

(In n]ﬁ

certain rang. La série diverge pour tout [ .

3.0na N up = — 00 par croissances comparées. Ainsi, Uy = % a partir d'un

4. On applique les résultats précédents :

o

Zﬂllnﬂ: x =1, 521,divergente;

[¢]

Zln—ﬂ: o =2, B = —1,convergente;

na

Zmllnﬂ - o=

1
’ Zm =1, 5=ﬁ.convergente;

, divergente ;

[Nl

[¢]

1 . . 1
Zﬂ T a =1, Jfj%_g,dlvergente.

Seules la deuxieme et la quatrieme séries convergent.

Point de méthode : quand o ?é 1, le logarithme ne pése rien face a une puissance. On le « noie » en
comparanta s~ ¥ avec Y striccemententre 1 et .



r4 ]

convergente

1. Lafonction + — $ @ est continue, positive et décroissante sur [1, —I—CO[ .Pour & > 2 ,0n

k+1
a donc f 1% dt < % < f + % d+.0Onsommede k& =n+la IV:
k E—1
N+1 N
N
d_ 1~ di
e Qr ~ e
_|_ n
N
Comme @ >>1,0na ft_ﬂ Je = 202 = I"l*rl_n . al_i . En faisant tendre IV vers
o — o —
)
o0, on obtient I'encadrement. Enfin, {n—i—l}l_ﬂ‘ ~ nl—a . Donc H, r~ m.

_1|_1 < R, < 1 . La figure ci-

dessous montre les restes coincés entre les deux courbes, qui se rejoignent vite.

2. Pour @ = 2,0ona @ —1 = 1.L'encadrement devient

1.0 -

0.8 -

0.6 -

0.4 -

0.2 1

0.0 : - - : - - - - - -
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3. L'erreur commise est exactement f,, .Si n > 1000, alors R, < % < 10—3.5i

n < 998 ,alors R, > _1‘_1 = gég ~ 10— 3 . Le plus petit rang convenable vaut donc
9393 ou 1000.
4. L'erreur vaut %2 - Sy _% = A, - % . D'apres la question 2, nL-I—l —,}—1 < H, —% < 0.0r

LR Donc I t majoré I bsol 1 Enfi
M~ n+l = n{nt1) Donc l'erreur est majoree en valeur absolue par 27y . Enfin,

31 x 32 = 992 et 32 x 33 = 1056 > 1000 . Lerang n = 32 suffit, au lieu
d'environ 1000.

Point de méthode : un équivalent du reste permet d'accélérer la convergence : on ajoutea S, une
approximation de fi,

Corrigé de I'exercice 14 : Equivalents de sommes partielles
divergentes

k k+
1. Lafonction f — f estcroissante. Pour % = 1, onadonc f vidt < VE < f JEdE .
k

E—1
Ensommantde k£ =1 a n,

n n+1
2 2
§n3/ = /ﬁ dt < A, < / vt dt = %((n+1)3/ — 1),
0 1

{*ﬂ,—i—ljBm —1 ~ sz . Par encadrement, A, ~ 3 ng;g

2. Lafonction t — % est décroissante sur |0, 4co[ . En sommant

k

bk =134 n,onobtient 2yn+l1—2 < Z 7E - Ensuite, en sommant ﬁ f
=1

k. = 2 a 7, puisen ajoutant le terme 1, on obtient la majoration par

1 4 (2vm — 2) = 2v@ — 1 . Les deux bornes sont équivalentes a 2.7, donc

avl



|
Zr

: 11 est continue, positive et décroissante sur [2, +oo[ . Une primitive
est In(ln ¢} . Parla méme méthode,

3. La fonction f =

7L
In(In{n+1)) —In(Iln 2) < Z 2 1111 <3 1111 5 + In(In n) — In(ln 2).
k=2

Deplus, In(n+1) = Inn (1 4 W) ,donc In{Iln{n+1}) = ln(ln n) + o1).

Comme In{lnn) — 409, les deux bornes sont équivalentes a In{ln =) . Ainsi,

1
Z oz ~ In(lnn),
k=121

Corrigé de l'exercice 15 : Sommation des relations de

comparaison

k
k241
équivalents (cas divergent), A, ~ H,.0or H, ~Ilnn.Donc 4, ~ Inn.

1. Ona ~ ¢, terme positif d'une série divergente. D'apres le théoreme de sommation des

2. Par télescopage, Z k(kl-l—lj = n—ll—l N1—|—1 Le reste vaut donc -ll—l Ensuite,
k=n+l
1
k41 k(E+D terme positif d'une série convergente. D'apres le théoreme de

Donc B'ﬂ. [aY] %.

. A 1
sommation des équivalents (cas convergent), B, r o

1 1 (D=1 y
[k—l}k;k(k—l—l) = (k—DEE+D T (k—Dk(k+1)

3. On réduit au méme dénominateur :

L'identité est donc vraie. Par télescopage, E (k‘—l}li[k-l—lj — Qn(ci-l—l]l _Or
k=n+1
i1 . | - 1 "
3™ (k—Dk(k+1) , termes positifs. Par sommation des équivalents, ' In(nt1) . Ainsi,

Cn ™~ opa

4. La série Z % est a termes positifs et diverge. D'aprés le théoreme de sommation des relations
bl
de comparaison (cas divergent), Z G = C'I:H-n:] .or H, ~ Inn,donc
k=1

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

i 1
o(H ) = ofln n). Pour I'application, n a, = gD — 0 donc q, = .;:.(%).Par

n
conséquent, kzl m = o{lnn),

- 1 X Loy :
5. La série E o3 converge. D'apres le théoreme (cas convergent, version (), E Uy

1
converge et son reste est un G{Cﬂ} Or Oy e T3 Le reste de Z Uyp estdoncun

G(é).

Point de méthode : retenez le principe. Pour une série convergente on somme les restes ; pour une série
divergente on somme les débuts.

Corrigé de I'exercice 16 : Séries a parametre et

développements limités

1. Posons d, = Vn? +n +1—n2 4 n —1.Parlaquantité conjuguée,

_ 2 ,
d”_\/n2+n+l+\/n2+n—l

Le dénominateur est équivalenta 2n , donc o, ~u % avec dy >0, Ainsi, nd, — 1, puis

I:ﬂ cjﬂ}ﬂ — 1. Autrement dit, di i 1

el La série converge si et seulementsi o« > 1.

2. Le terme est positif. De plus, 1 — cos% r ﬁ donc le terme est équivalent a gﬂ%—a . La série

converge si et seulementsi 2 —qa > 1, c'est-a-dire a <1.

3. Pour £>0,0na In{l+ )<z .Donc ﬂln(1+%){1,puis (1+%)”{E.Ensuite,|e

développement limité de In(1 4 =) donne

nln(l+%)=1—ﬁ+0($)

mn
Par conséquent, (1 + %) — e EXP(_L‘I_n + G(#)) —e— ;—n + {}(#) . Ainsi,

e — (1 + %) . i . Ce terme est positif. La série diverge.



4. Posons ¢ — % ,quitendvers [ car ¢ > 0.Pour = =>0,ona sinx < x ,doncleterme

est positif. De plus, © —sin & rv % Le terme est donc équivalent a m . La série

converge si et seulementsi 3 =1, soit o > % .

Corrigé de I'exercice 17 : Calcul approché de e et irrationalité

. " 1/(k+1)t 1 . X
1. Les termes sont strictement positifs et /K =131 — 0 < 1.D'apres la regle de
d'Alembert, la série converge.
+co 1
2.0na e—5, = Z e (0, car tous les termes sont strictement positifs. Pour
k=n+l

k > n41, on écrit

1 1 1

EH = ) X nt2)(n+3)... k

Le second facteur contient k& — »m — 1 entiers, tous supérieursa 741 . Donc

L < 1 (L)k n-l En sommant, avec une série géométrique de raison L <1
K= (nt1) \n+l ' ' ntl =7
1 1 _ 1 n+1 1
e =Sy SHIN X =m0 X T =
n+1
. 1
On a bien O<e—-5, < i

3. Oncherche n -n! > 10%.0r 8 x 8! = 322560 et 9 x 9' = 3265 920 . Le rang
n = 9 garantit une erreur inférieurea 19—5 .

g
4. Posons A = g'(e —Sq).D'unepart, A = (g-1)!p— Z 1 - Chaque

e

est entier

1

1 S

<

Aucun entier ne vérifie cela : c'est absurde. Enfin, tout rationnel s'écrit avec un denomlnateu

pour k& < g ,donc A estun entier. D'autre part, la quest|on 2 donne 0< A< %
r

g = 2 (quitte & multiplier P et @ par 2).Le nombre ¢ est donc irrationnel.

Point de méthode : une majoration du reste par une série géométrique est le prolongement quantitatif
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de la regle de d'Alembert.

Corrigé de I'exercice 18 : Une suite récurrente et deux séries

1. Posons g(r) = £ —z? = (1 —x).Si wuy € ]0,1[ , alors Uy = Up(l — Uyp) est
un produit de deux réels de  ]0,1[ . Donc %, € 10,1[ . Par récurrence, g, € ]0,1[ pour
tout 7. Ensuite, Upyp1 —Un = —U% < 0 : |a suite est décroissante. Elle est minorée par 0O,
donc elle converge versunréel £ € [0, 1] . Par continuité de 9, ¢ — ¢ — 22, d'oul

£ = (. La suite décroit et tend vers (.

2. On calcule

1
un+1

1— (1 —uy) 1

1 .
“n(l_“n) —l-u,

U (1 — upy)

1 _ 1 _
Uy — T Uy —

Comme u, — U, cette différence tend vers 1.

1 1 " g
3. Posons v = Wppq Uy Ona v ™ 1, terme positif de la série divergente Z 1.Par

n—I1 n—1
sommation des équivalents (cas divergent), Z g Z 1 = n. Or, par télescopage,
k=0 k=0
n—1
N v = a s Ansi, i = L donc L 0 lut
y L = tup — ug - Ainsi, un—n—l—o{n}—i—un, onc 7= ~ n . ON conclut que
1
Up ™ e

4. lasuite (ug) estpositive et 4, L Par comparaison a la série harmonique,

Z un diverge.

1 . . .
5.0na u% ~ g donc E u% converge. Mieux, la relation de récurrence donne

N
u% = Uy — U, 1. Partelescopage, ZU u% = Up — Upgp T g La somme vaut
mn =

Point de méthode : pour une suite U, = Up — & uﬁ qui tend vers (0, cherchez un exposant

£ tel que uﬁ - uﬁ ait une limite finie non nulle, puis sommez.

+1



Corrigé de I'exercice 19 : Logarithme de la factorielle

k k+1
1. La fonction In est croissante. Pour & = 2, onadonc f Intdt <lnk < f In £dz.
n k—1
Comme Inl =0,o0na lﬂliﬂ!:' = Z Ink  une primitivede In est #ln# —%.En
k=12
sommantde %, = 2 a n,

n n+1
/1ntdt=n1nn—n+1§1n(n!)§/lntdt+
1 2

Le majorant vaut  {n—+1)In{n+1) — (n+1) — 2ln 2 4+ 2 . On obtient bien
nlnn—n+4+1<In(n!) < m+lnn+l)—n+1-2In2.

2. Le minorant vérifie nlnn —n +1 ~ nlnn,car n = ofnlnn). Pour le majorant,

{n—l—l}ln{n—i—l} — {n—l—l}(ln n + ln(l + %)) ~ 1 ln n - Les autres termes sont des
o(n In n) . Par encadrement, In(n!) ~ nlnn .

3. Onsoustrait 1 In n — n al'encadrement. Le minorant devient 1 . Le majorant devient

(n+D)In(n+1) —=nlnn+1—2In2=nln(1+23) +In(n+1) +1—2In 2.

or nln(l—l—%)glet In(n+1) < Ilnn 4 1. Ainsi,
l1<Infn!)—(nlnn—-n)<lnn+3.ponc In(n!)=nlnn—-—n+O(lnn).

diverge (série de Bertrand,

nlnn’ nilnmn

4. Pour n = 2, In(n!)>0 et 1n(1n!j ~ —— or Z

. 1 . . 1 ~ 1
exercice 12). Donc Z Tn(nh) diverge. Ensuite, (ne2 ™ 72 (Inn)? Pour n = 3,ce

dernier terme est majoré par nd" La premiere série diverge et la seconde converge.

Corrigé de l'exercice 20 : Critere de condensation de Cauchy
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1. Le bloc d'indices k allantde 2™ a 9n+1 _{ contient 2™ termes. Par décroissance, chacun
vérifie Yon41 = Yon+1_1q = U = Uon . En sommant les 5™ inégalités, on obtient
I'encadrement voulu.

2. On somme I'encadrement pour 7 de ([ a J¥ . Les blocs recouvrent exactement les indices de
1 a 9N+l _ 1. Ainsi,

, NAL pR |

ZQU < Zuk*{ZQu

Z 2" U,n converge, de somme T, alors SgN+1_3 < T'. Pourtout m, on choisit
N avec m < 28+1 _ 1. Comme (S,,) crolt, Syy < T'. La série Z Uy, converge

donc. Réciproquement, si Z Uyq converge, de somme % , la minoration donne
N41
Z 2" u n = 25 . Les sommes partielles de la série condensée sont donc majorées. Les
n=1

deux séries sont de méme nature.

3. Pour & =0, la suite # est positive et décroissante. De plus,

_ n
o™ ug” — 9"y 9T (21_0‘) . Cette série géométrique converge si et seulement si
9l—a ~ 1. On retrouve la convergence si et seulementsi o > 1.

4. La nature ne dépend pas du premier terme. On pose donc %] = g et |a suite reste positive et

Ve H n jr— Qn 1
décroissante. Pour n = 1, 2 Yon = 2™ (n In g)ﬁ (In 2)13 .

1
,3 La série converge si
n

et seulementsi S5 >1.

5 Pour n > 3,ona In(lnn)> 0. Leterme est positif et décroissant, car 7 In 7 In{ln ) est
un produit de fonctions positives croissantes. On pose % — g = U3 Pour n = 2 ,0na
2" >3 et

n _ 1 o 1
2 ug”_n1n2><1n(n1n2) n2 > ninn’

Infnln2) = Inn + In(ln 2) ~ In n . La série de Bertrand Z ﬂllm diverge. La

série condensée diverge, donc la série étudiée diverge aussi.

Point de méthode : la condensation remplace une série lente par une série qui avance a pas
exponentiels. Elle transforme ainsi un logarithme en simple puissance de 7t.



Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : développement

asymptotique de la série harmonique

1
1. Ona wupy—u,, ;=557 +Infn+) —Inn.or
Inn —Inn+1) =1 ni—l—l = ln(l — fn%l-l) . D'ou la formule. Ensuite, pour x € [0,1] ,ona
In(l — ) € —z parconcavité. Donc —In{l —z) —z > 0. Avec z =
obtient Un — U, 4 =0,

ﬂ—H,on

2. Le développement limité —ln(l - ,1:) =+ ‘%2 _Eg(ﬂﬁ) donne —ln(l - ,1:) — T %2 .

1 _ 1 L .
Avec x = —7,onadonc Up — Upyq ™ 2t~ 2md - La série Z (uy — un+1]
est a termes positifs. Par équivalence avec une série de Riemann convergente, elle converge. C'est

une série télescopique : la suite (un} converge donc. On note Y sa limite, la constante
d'Euler.

I
3. Pour IN > n,ona Z {”k _”k+1:' = Uy — U1 En faisant tendre IV vers

k=n +co
+00, on obtient ., — ¥ = Z (ug —up )
k=n

4, Lestermes Yp — Yr1 sont positifs et équivalents a ﬁ , terme d'une série convergente. Par
+ oo

, o 1 1 . ,
sommation des équivalents (cas convergent), uUn — 7Y ™ 5 Z E D'apres l'exercice 13,
k

= . . . ="
;.Z 2 = Bp 1~ o] ™~ a-Ainsi, uy — ~ 5, Cest-a-dire
=mn

Up — Y = ﬁ + o(%) . On obtient H,=Inn+v+ E‘I_n + @(%) . La figure ci-dessous
confirme cette approximation, déja excellente pour % = 5.
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5.0na Hy,—Inn—v=u, —75 >0 et un—’}fmgl—ﬂ.DonC Z{uﬂ—’}f}diverge.

Ensuite, {uﬂ — f}rjg o ﬁ . La premiere série diverge et la seconde converge.

am

6. On écrit = Hq, — H, . Daprés la question 4,

Eal

E=mn+1

HQR—HR=ln(?n)+7+ﬁ—lnn—qf—#+o(

Sl
S

2
Donc Zﬂ %ZIHE—&I—H—I—O(%).
E=mn41

Point de méthode : pour trouver le terme suivant d'un développement, étudiez la série télescopique des
différences “n — W, 11, puis sommez les équivalents sur le reste.



Vé 1 ] \ \
L ] L

d'Alembert ne conclut pas

1. On calcule

1
Yn T (n+1)tentd n T € n; -

n
Comme (1 o %) _y o Cerapporttend vers 1.La regle de d'Alembert ne permet pas de

conclure.

, 2 3
2.0na lﬂ“;:i — ln(l 4 %) —1.Ledéveloppement In(l + ) = z — % + ‘% u (}{ﬁé}
donne

nln(l+%)=1—ﬁ+%+0(#),

n

[

Un+1 1 1 1
Donc In ﬁn = —E—FE—FG(E).

i)
3. Ona Wy = %111(14—%)4—111 E:l .Or iln(l+ﬁ) = Eﬂ—m#-{j(E).En
additionnant,

wn = (3= 1)+ 0(3%) = gz + 0(3%).

Ainsi, w-n rd m .

4. Lasuite {w.y,) est positive a partir d'un certain rang et équivalente au terme d'une série de
Riemann convergente. Donc Z .y, converge. Or, par télescopage,

n—1
Wy = Inwv, —lIn U1 . La suite (In wy,) converge donc vers un réel J . Par continuité
k=1
de I'exponentielle, w, — L = g4 > 0 . Autrement dit, 7 Uy, — L, soit Uy, %
" L . L - . 1
5. Leterme Uy est positif et équivalent a 7+ avec L = 0. La série de Riemann Z N

diverge. Donc Z tyn diverge.

. nt L 1 T 1 .
6. La relation Py N donne gl T Ko (—E:] Avec L = o on obtient la formule

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

n
de Stirling: 5! ~ VO 1 (g) .

i
Point de méthode : quand E:l =1- % + G(#) ,lasuite n%wu, converge vers une limite

strictement positive. Ainsi, Un se compare a une série de Riemann.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L2

e Le cours : séries a termes positifs, cours de maths en L2

e Les énoncés : exercices de maths en L2 sur séries a termes positifs

e Chapitre suivant : Séries a termes guelconques

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L2 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L2 et la licence de maths de L1 a L3
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