Cours de maths en terminale

Représentation parameétrique et équation
cartésienne

I. Représentations paramétriques d'une droite.

(O ; :, E;', g} est un repere orthonormé de I'espace.

1.Principe.

Soit (d) la droite qui passe par le point A de coordonnées l::ﬂﬂ R z;,_:l et qui
admet pour vecteur directeur le vecteur 3} de coordonnées (a; b ; c).

Dire qu'un point M de coordonnées (x ;v; z) appartient a (d), équivaut a dire

que les vecteurs AME et 7} sont colinéaires, c'est-a-dire qu'il existe un réel t tel

que AME — $3; . autrement dit tel que :
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J::I:A—I-ﬁa

(S)QY =y 4F1tb.
z:zﬂ—I—tr:

Définition :

Le systéme (S) est une représentation paramétrique de la droite (d).
t est le parametre de cette représentation.

Exemple :

(d) est la droite qui passe par le point A(2; —3;1) et de vecteur directeur u(3;4;2);
Une représentation paramétrique de d est

x={ 2i+3it
y=i—-3+4t(teR).
z=i 1+2it

" ' . .
coordonnées de A coordonnées de u

2. Utiliser une représentation paramétrique.

Définition :

Une droite (d) admet une infinité de représentations paramétriques.En effet, on peut choisir

un point de (d) autre que A ou choisir un vecteur non nul colinéaire a 7} et autre que 3.

Exemple :
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On reprend I'exemple du paragraphe 1.
« Le point B(5;1;3) (obtenu pour ¢ = 1) appartient  (d), donc une autre représentation
paramétrique de (d) est :

r=543¢
(S)y=1+4t". (i €R) .
z=342¢

* Le vecteur U{—6; —8; —4) estun autre vecteur directeur de (d), donc une autre représentation
paramétrique de (d) est :

r=2-6t"
(S)y=-3-8t" (' €R).
z=1-4¢"

Remarque :

Par un raisonnement analogue a celui du paragraphe 1, on obtient une représentation paramétrique d'un
plan a partir d'un de ses points et d'un couple de vecteurs non colinéaires de ce plan.

Il. Equations cartésiennes d'un plan.

1. Vecteur normal a un plan.

Dire qu'un vecteur non nul 5 est normal & un plan I:P:l signifie que
toute droite de vecteur directeur 33 est orthogonale au plan {P} .

d
ET‘

-
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Propriété :

A est un point de I'espace et 7 est un vecteur non nul.

L'ensemble des points M de I'espace tels que AME.ﬁ — estleplan {P] passant par A et de

vecteur normal % .

Preuve :

On note B le point distinct de A tel que n— ABE et H le projeté orthogonal d'un point M sur la droite
(AB).

Avec ces notations :

—_— > —> >—>
AMA= AMAB=AHARB,
Ainsi AME.ﬁ — Si, et seulement si, AHE. ABE — [y C'est-a-dire A = H car les vecteurs AHE

et ABE sont colinéaires.

Autrement dit, AME.ﬁ — Si, etseulement si, A est le projeté orthogonal de M sur la droite (AB).
L'ensemble cherché est donc le plan passant par A et orthogonal a (AB).

2. Equations cartésiennes d'un plan.

Propriétés et définition :
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L'espace est muni d'un repere orthonormé.

1. Un plan de vecteur normal 7i(a ;b ;c) aune équation de la forme az+ by +cz +d =0,
ou d désigne

un nombre réel.On dit que c'est une équation cartésienne de ce plan.

2. Réciproquement, a, b, c et d étant quatre nombres réels donnés avec a, b et ¢ non tous nuls,
I'ensemble des points Mz ;v ; z) telsque az—+ by + cz +d =0 est un plan de vecteur
normal #fa;b;c) .

Preuve :

1.Unpoint M(x;y;z) appartientauplan (P) passantpar A(% 4 ; Yai Z ) etde
vecteur normal 7 si, et seulement si, mﬁ — . C'est-a-dire ;
a(z—z 4 )+b(y—y 4 )+c(z—2z,4) =0,
En posant @ = —(ﬂdﬁﬂ + byﬂ + CZA:I , on obtient [x].
2. () estl'ensemble des points Mz ;v ; z) quivérifie azx+by +cz+d =0
ou a, b et c sont des nombres réels non tous nuls.
On peut supposer, par exemple, a?é 0.
Le point A{_g;[j;[j} est alors un point de l:fp :1 et I'équation équivaut a a{$+§}+by—|—cz =0,
c'est-a-dire
AMiA—p avec nla;b;o).
(¢p ) est donc le plan passant par A et de vecteur normal ﬁ{a b

3. Cas particuliers des plans (xOy), (yOz) et (x0z).

* Le plan (a:{}y:l passe par l'origine G(D 0 Eljl du repére et le vecteur E{[j]; 0; 1} est un vecteur
normal a ce plan.

Ainsi, une équation cartésienne du plan {xCvy) estdelaforme Ox 4+ Oy + 1z +d=0.

or, @(0;0;0) appartienta (zQy) donc 1x0+d=0¢et d =0.

Ainsi, une équation cartésienne du plan {zQO%y) est z = 0 .
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* De méme, le plan l:y{}z) a pour équation cartésienne x =10 etle plan I@Gz} a pour équation
cartésienne y =0,

lll. Traduire un probléme par un systeme d'équations linéaires.

1. Déterminer l'intersection de deux droites.

Dans un repére orthonormé, on se propose de démontrer que les droites (d) et (d') de représentations

paramétriques respectives :

£ =5+t r=174+2¢
(S}{y =2+t. (E€ER) et (S Wy=-2-2¢'. (t €R) sontsécantes.
z=-21 z=—44¢

Les droites (d) et (d') sont sécantes si, et seulement si, le systeme ci-dessous de six équations
a cing inconnues ¢, ¢/, x, 4, z a une seule solution.

r=5+1%
y=2+41
z=-21
r=1742¢ -
y=-2-2¢t
z=—44¢

Autrement dit, (d) et (d') sont sécantes si, et seulement si, il existe un unique couple (t ; t’} tel que :

B+t =17+42¢ t—=2t'=12 (J)
(T)82+t=—2-2¢'. cest-a-dire ¢ t+2¢'=—4 (2).
—2t=—4+¢' —2t-t'=—4 (3)


/homez.116/mathovor/www/wp-content/uploads/2024/05/cours-representations-parametriques-equations-cartesiennes-7.png

Pour résoudre ce systeme (T) de trois équations a deux inconnues, on commence par résoudre un systeme
formé par deux de ces équations, par exemple (1) et (2) comme ci-dessous.

Ce systeme ayant un seul couple solution, on vérifie qu'il est aussi solution de (3).
On conclut que ce couple est solution de (T).

 Par addition membre a membre des équations (1) et (2), on obtient 2f= 8 soit t =4 .
+ On remplace t par 4 dans |'équation (1), on obtient 4 — 9+ = 12

soit # —_4.

* On vérifie que les valeurs de t et t' obtenues sont solutions de I'équation (3) :

—2x 4—(-4)=—4.

* On remplace t par 4 dans le systéme (S) ou [x| par —4 dans {S“’) et on obtient les coordonnées du
point d'intersection de (d) et (d') : M(9;6;—-8) .

Remarque :

Il est important de noter I'utilité d'avoir nommé différemment les paramétres t et t'. En effet, le
point commun M a (d) et (d') est atteint sur (d) pour t = 4, alors qu'il est atteint sur (d') pour

fll =4,

2. Etudier l'intersection d'une droite et d'un plan.

Dans un repére orthonormé, le plan (P} a pour équation cartésienne 5z + y —z43=0
et la droite {d] pour représentation paramétrique :

On se propose d'étudier I'intersection du plan (£} et de la droite (d).
Pour cela, on résout le systeme {.5'} ci-dessous de quatre équations a quatre inconnues &, Y, Z, T .

T 6
y=1=
Sr+y—z43=0

Ce systéme (.S} équivauta:
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(5) 3;_: 3__5 : c'est-a-dire  (S) yz=:13— _6; :
5t4+1-6t—-34143=0 0t=-1

Or, la quatrieme équation n'a pas de solution donc le systeme (S) n'a pas de solution.

La droite (d) et le plan (P} n'ont pas de point commun, donc (d) est strictement paralléle & (P).



