Exercices de maths sup

Relations de comparaison

1. 1

n — +oo
5 I Wi+ o —1
$1E;10 tan T

Exercice 2 : Croissances comparées écrites avec o

1. Justifiez les relations suivantes :
L (Inz)® = o(vz) en +o0 ;
2. poe— T — o(%) en oo ;
T
_ (L + .
3. Inz =olz)en 07
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4. e HWT = 5(£10)en ot

2. On considere, pour x == 1, les fonctions f l@:l =zlnx, fg{:zz} = 3:;

falw) ==z (In z)?, falm) = e et felx) = = . Rangez-les de sorte que chacune
soit négligeable devant la suivante en oo, en justifiant chaque comparaison.

Exercice 3 : Euivalents de polynomes et de fractions rationnelles

4 _
1. Soit f(x) = %—%IQ Donnez un équivalent simplede f en oo, puisen 0.

Déduisez-en les limitesde f en +co,en gt eten

2. Soit g(x} = £3 — 22 4 x . Donnez un équivalent simplede 9 en 0,en -co,puisen 1

. 4 . . . .
3. Soit h{x} = $3 — 1 . Pourquoi ne peut-on pas remplacer numérateur et dénominateur par leurs
termes de plus bas degré en 1 ? Calculez la limitede h en 1.

Exercice 4 : Comparer des suites aveco et O

1. Justifiez les relations suivantes et dites, dans chaque cas, si l'on a aussi un @ ou un équivalent :
1. n243n = G{ng} :

2. (-1)"n = O ;

2. Rangez les suites suivantes de sorte que chacune soit négligeable devant la suivante : 5,10, 1,17”’



. nl, {lnn)lm. nm, Wmilnn.

Exercice 5 : Vrai ou faux sur les regles de calcul

Les suites (ugn), (vn), (wy) et {£,) sontstrictement positives. Pour chaque affirmation,
donnez une démonstration si elle est vraie et un contre-exemple si elle est fausse.

U

Up ,alors U4 ~ v3 .

Un et Wy ™~ Ty, alors Up + Wy ™~ Uy + 1.
Up , alors gUn ~u gVn,

Un ,alors Uy — Y, — 0.

o{vg) et vy, = Olwy) , alors uy = ofwy).

o(vg) , alors Uy + Up ~ Uy,

Uy — Uy —+ 0, alors Up ™ Up

1. Un étudiant écrit: « n+1 ~ v7,donc n-+1 — v ~ 0 ». Relevez les deux erreurs.

2. Montrez que fn-+1 — VL ru L

am

3. Montrez que 1n|in-|—]_:| —lnn m~ %

4. Montrez que el/™ — 1/ tl) %

mn
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5. Calculez  lim (w:t?g +z— :1?),
T — +

oo

Exercice 7 : Signe et limite par équivalents

—cosx)(et —1)

. (1
1. Soit f{d::l - In{1 4+ z2)
f en 0 .Déduisez-en lalimitede f en 0 et son signe au voisinage de 0.

pour & ?‘é 0 voisinde 0. Trouvez un équivalent simple de

culez  lim -S=—L
2. Calculez Eli‘r}'l[] Tt —1°

nid—3dnlnn+1
n3 — 100n2
montrez que Uy = 0 & partir d'un certain rang.

pour mn = 101.Donnez un équivalentde U , sa limite, et

3. Soit Upy =

4. Soit y,, = ln(cos%) pour 7 = 1.Donnezun équivalentde Un etlesignede ¥n. Calculez

lim n? v, .

Exercice 8 : Domination et symbole O

1. Soit f({r) = #(2 4 sin £) pour = > 0.Montrezqu'en oo, flz) = O(x) et
r = O(f(z]), maisque f(x) n'estpaséquivalenta .

2. Montrez que sin% = O(1) en 0, mais que ce n'est pas un o(1}.
3. Montrezquesi f = C(g) en aetsi g =+ 0en a,alors f — 0 en a,

4. Montrez que si wu,, = G(ﬁ) alors n u, — 0. Est-ce encore vrai si I'on suppose seulement

Un = G(%) !



1. En utilisant la croissance de ln , montrez que pour tout entier & > 2 :

k+1

Intdit <lnk < In t dt.
k—1

2. Déduisez-en que, pour n > 2, nlnn —n +1 < In{n!) < (n+In(n+1) —n .
3. Montrez que In{n!}) ~ nlnn , sans utiliser la formule de Stirling.

4. A-t-on nl ~ 1™ ? Commentez.

Exercice 10 : Sommes de puissances d'entiers

mn
o}
1. Soit ¢ >0 et Sp = Z k . Montrez que

k=1
+1
no+1 (n+1)°
a+1 = Sﬂ = atl '
puis que SnNZTll.

n
2. Vérifiez ce résultat pour & = 2 a l'aide de la formule exacte de Z = :
k=1

n
1
3. Soit Ty = Z JE - Montrezque 2yn+1 -2 < T, < 2vm —1, puis que T e 207
k=1
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Exercice 11 : Logarithme d'un équivalent

1. Soient f et g strictement positives au voisinagede @, avec f ~ g en a.On suppose que
g tendvers £ € [0, +oo] avec E?“: 1.Montrezque In f ~Ilngen a.

2. Déduisez-en un équivalent simple de ln{n2 +n+1),de In(sinz) en gt etde

ln(a: +Vxd + 1) en +co.

3. Montrez par un contre-exemple que I'hypothése £ ?‘3 1 ne peut pas étre supprimée.

Exercice 12 : Limites de puissances, les pieges de la composition

. 2
1. Calculez lim _({cos ,ﬂ:;]ll"Iwﬂr :
r— 0

1n(m+1))‘“: o

2. Calculez :
lln}l_m ( In z

I —

3. Onadmetque sinu — u — %3 + Q(HB} en (. Calculez li

4. Onadmet que In{l+wu) = u — “; + o{uﬁ} en 0 .Montrezque 2 ln(l + }T:) oo en

. . 1 r2 1 2
0o, puis calculez la limite de (1 + E) e—x . At-on (1 + E) ~ e ?

1. Montrez que ﬂ?:m r Eﬁ'lr =
a3 (2"
2. Montrez que [\dbinom?]3nn r = (?) :

3. Onlance 2n fois une piéce équilibrée. On note L., la probabilité d'obtenir exactement 7 fois



pile. Exprimez F,, , donnez-en un équivalent et sa limite.

4. Montrez que ¥T P, a une limite finie non nulle. Que vaut-elle ?

1. Montrez que (n!}lf” U % . Expliguez pourquoi on ne peut pas se contenter d'élever la formule de

Stirling a la puissance % sans justification.

.

ol
2. Déduisez-en I l(mﬂ)') & .

m mn 1
n — oo

3. Comparez n!et ,7/2 ausensde o.

Exercice 15 : Une suite récurrente qui tend vers 0

Soit g € 10,1[ et, pourtout n € N, Upp] = Un _“%-

1. Montrezque Uy, € ]0,1[ pourtout 7, que {ty,) estdécroissante et qu'elle tend vers 0.

I _lun pour tout .. Déduisez-en que Uy < %

2. Montrez que g L = pour tout

_ 1
n+1 Un
n=1,

3. Al'aide du lemme de Cesaro, montrez que Uy ™ %
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Pour m = 1,onpose fﬂ{a:‘:l = z° 4+ nz — 1. La figure ci-dessous représente fi, fq fget
f"—l sur [0,1].

2.0 -
_—n=1
]..5' — =2
— n=3
—~ 101 —— n=4
[
S
+ 0.51 racines X, sur I'axe
%
0.0
—0.51
—1.0 A . . . . .
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1. Montrezque [, admet une unique racine £ dans [0, +oo[ ,etque (< Ty < %

2. Montrez que T ™ %

1 1 1
3. Montrezque x,, = § — pY: + O(E) .
4. Poussez le développement d'un terme : montrez que ., = 1 1 + 5 iy 1
' ' nT R T e T gll all )

Exercice 17 : Les solutions de tan x = x

La figure ci-dessous montre les intersections de la courbe de la tangente avec la droite ¥ = I,



X3

12.51
10.0 1
| | o |
s |
X
5.0- P
2.5
0.0
—2.51
—_—y= tanx
~5.0 1 — y=x
ﬁ 3n i"I .i'T
2 2 2 2

Ty dans

1. Soit 7 = 1 .Montrez que I'équation tan £ = x admet une unique solution
m

]ﬂﬂ—ﬁlﬂﬂ+%|:,etque Ty € ]mr mr—l—g[

2. Montrez que T'j ™ T
3. Justifiezque =, = na + arctan{zy,), puisque =, = nw + 75 + o(l)
4. Enutilisant arctany +arctany = % pour % >0, montrez que

$n_nﬂ+5—r—n1—w+o(l)

Exercice 18 : Une suite d'intégrales

Pour 7 € N, on pose I”:f
0

dx . La figure ci-dessous montre les fonctions intégrées pour

quelques valeurs de 7t
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0.6 1

I
NP

(1,1

0.5 1

3 3 3 3 3

1. Calculez Ig.Montrezque (1) estpositive, décroissante, que T,, < . que

n+1"’
I, =0,

2. Montrezque I, 4+ Iny1 = :n%l—l pour tout 7.

3. Montrez que E(nl-l—lj < I, < ﬁ pour 7 = 1.Déduisezenque I, ﬁ

R

4. Montrez que I, = ﬁ + G(ﬁ

Exercice 19 : Intégrales de Wallis et constante de Stirling

/2

Pour n € N,onpose 1 — fﬂinntdt-
0



1. Calculez Wy et Wi.Montrezque W, >0 etque (W) estdécroissante.
2. Par une intégration par parties, montrez que l:n—|—2:lWﬂ_|_g = l:n—|-1:lWﬂ .

3. Montrez que la suite ({n+1}Wﬂ+1Wﬂ) est constante égale a %

4. Montrez que W41 ~ Wy, puisque W, ~ \/%

(2p)! T

4P(pt)? 2
Montrez que 7 = /2.

n
5. Montrez que Wio, = .On admet qu'il existe ' =0 telque n! ~ Cwm(Z) .
v €

Exercice 20 : Série harmonique et constante d'Euler

n
Pour n > 1,onpose Hy = Z I, Up=Hy—Inne w, = H,—Inn+1).0n
k=1
rappelle que Hiﬁ < In(l4x) < = pourtout = > —1.

1. Montrez que les suites (v, ) et (wy) sontadjacentes. Onnote ¥ leur limite commune.
2. Déduisezenque H, =Inn+ 5 +o(l), etque 1-In2 <y <1,

3. Montrezque (0 < H,, —Inn— < % , C'est-a-dire H,=lnn4+v+ {}(%)

an

4. Calculez _1%11}'_ % .
i R eyl |

Exercice 21 : Probleme, itérées du sinus

Soit Uy € ]D, %] et, pourtout n € N, Uptl = sin{uﬂ} . On admet que
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sinx:x—%a+o{x3} en 0.

. Montrez que ugp £ ]D, %] pour tout ¥, que {uﬂ} est décroissante, et qu'elle converge vers

0.

x — 0 \sin®

1 1
Déduisez-en que 3 T ul — 3, puis que Ugy ™ @

1 _— \
Montrez que Uy = o( 1;3) , mais que (7 uy) tend vers oo . Comparez ainsi (g ) a
mn

(%)

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

Le cours : relations de comparaison, cours de maths sup
A maitriser avant : Limites et continuité des fonctions, Suites particulieres et suites récurrentes
Chapitre précédent : Arithmétique des polyndmes et fractions rationnelles

Chapitre suivant : Développements limités et étude locale


https://mathovore.fr/relations-comparaison-corrige-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/relations-comparaison-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/limites-continuite-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/suites-recurrentes-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/factorisation-fractions-rationnelles-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/developpements-limites-exercices-maths-sup

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/qcm-maths-sup
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr

