Corrigés des exercices de maths sup

Relations de comparaison

Corrigé de I'exercice 1 : Limites par équivalents usuels

1. En 0, par substitution dans les équivalents usuels, In{l1 +3x) ~ 3z et sin(2z) ~ 2z . Le

In(+35) 3z _ 3 | . limite vaut %

quotient d'équivalents est permis, donc Sin(23) ~ B 5

2 . .
2. Comme 2 s (,ona T2 _1 ~ x2.Deplus, 1 —cosx rv % . Ainsi, le quotient est

2
o . o_x? C
équivalent a 72j3 = 2. La limite vaut 2.

3. Posons 4; — }—F,quitend vers 0 quand x — oo . Parsubstitution, 1 — cos}—r r ﬁ

[l ] |l

Donc 3;2(1 — cos}—r) o % . La limite vaut

4, Onécrit olfm _q — (In2)fn _ 1 or % _y p,donc Gn2)fn ¢ %.Par

conséquent, n(glf’” _ 1) ~ |n 2 - La limite vaut |n 2.

5. Avec & = %,ona 14+ -1 = (1+£)1f2 —1 %.De plus, tan & ~ z.Le quotient

est donc équivalent & % . La limite vaut % .

Point de méthode : chaque expression est un produit ou un quotient ; on remplace chaque facteur par
son équivalent, jamais un morceau d'une somme.

Corrigé de I'exercice 2 : Croissances comparées écrites avec o
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1. On forme a chaque fois le quotient.

(In )3 _(n z)8

. . _ 1

1. F =7 —4 [0 par croissances comparees, avec ﬁ =3det o= 5 - Donc
(In £)? = o(vE).

) e f_ =zl g D 5e—T = of1/x2

VIS = =+ 0 en 4co.Donc z°e % = o(l/x4).

3. ﬂ—ézﬁlnﬂ:—}ﬂen 0+ .Donc Inz = o(l/vE).

4. Posons ¢ — %,qui tend vers o quand g —y 1. Alors

E—l,-’z' E
gl
Donc E_l»‘r‘“’ — g(;r;lﬂ} en o7*.

10 —

2. Comparons les fonctions deux a deux, par quotients successifs.

I
° f—;:m—}[],donc flzﬂ"{fgj'-

3]
o :‘%:(1;1?2) — 0. donc f3 = o(fy).

f
o i:ﬁ—;ﬂ.donc fq =o(fg).

) fE T
o Enfin, f_4 — E\‘,Eh_lﬂ:.Avec Tt =vTr,ona

f5:0':f4:'-

4 1
—= —,et — [0 . Donc
el 1

Ze
gdT — N

Le classement est fl’ fg, fg, f5, f-i , soit
rlnz < :r:{lna::lS & £3/2 & % & eiT.

Corrigé de I'exercice 3 : Equivalents de polynémes et de
fractions rationnelles

1. En +oo, le numérateur est équivalenta 34 et le dénominateura 4. Par quotient,



flz) ~ 322 . En 0, le numérateur tend vers 2, donc il est équivalentd 2, etle
dénominateur est équivalenta 5z . Ainsi f{x) r % en (. Par conservation de la limite :
f— 4o en 400, f = +o0o en T et f - —coen g .

2. En 0, le mondme non nul de plus bas degré est x, donc g(a:} r o En oo,
g{a:} ~z3 . En 1,la regle des mondmes ne s'applique pas. On factorise :

g(:t‘?:l = 35{352 —2r + 1} = :1:{:1:;—1:12 .Comme x — 1, on obtient g(;p} ru {$_1)2 en
1.

3. La regle du mondme de plus bas degré ne vaut qu'en 0 ;en 1, numérateur et dénominateur
tendent tous deux vers (0, et il faut les factoriser par = —1.0na 2 —1 = (z—1)(z+1) et

r3—1= {a:‘—l:l (3:2 +x + ]_:I . Donc, pour T ?é 1, h{;]:} = ﬁ . Par continuité,
hiz) — % en 1.

Corrigé de l'exercice 4 : Comparer des suites avec o et O

1. On étudie chaque fois le quotient.

n? + 3n
na
équivalent: nZ2 4+ 35 ~ n<,maispasun ¢.

1. =1+ % — 1. Le quotient est borné, donc c'est un (& . C'est méme un

n
2. (—112 LA (_1}” est borné. En revanche, cette suite n'a pas de limite. On a

(—l}n n = QO(n), sans © ni équivalent.

nd gin(l/n sin(l/n .
n(’f]: 1Efij—>1,car sinu ~ u en 0.Donc ngsin%mﬂ'

11 1 . 1 mn ,
4. ntl T T Tpm+l) , et son quotient par 3 vaut Tn+tl — —1.C'estun

a(1/n?), et méme —# en équivalent.

. - , (In7)100  (In n)®° :
2. On compare les suites voisines. D'abord, mlnn = 172 —s [ . Ensuite,
47l | _ ,
q;fnn = n?;}g — 0. puis nl0 = o(1,1™), car 1,1>1.Enfin, 1,I" = ofn!) et
n! = o(n™) d'apres le cours. L'ordre est (In n}lm, minn, nl0, 117, al, nn.
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Corrigé de I'exercice 5 : Vrai ou faux sur les regles de calcul

= (E—:) 14 =1.la puissance est fixe, donc la regle s'applique.

1. Vrai. En effet,

d|ﬂ
b= PP

A a e e U w .
2. Vrai, grace a la positivite. Posons g, = ﬁ et bn = tTT qui tendent vers 1. Alors
U wu By T bt . . o
nt Wa - 20 t On tn est une moyenne pondérée de @n et b, , a poids positifs. Elle est
e Uy + In
donc comprise entre  min{a.,,, b,) et max(ay, b,), qui tendent vers 1 . Par encadrement,
le quotient tend vers 1 . Attention : sans hypothese de signe, c'est faux, comme le montre

I'exemple du cours avec 1,2 +n et —ni.

— . g
3. Faux. Prenons Uy = 1+ 1let ¥g = M Alors Up ™ Uy, mais % = e?é 1.
4. Faux.Avec tu, = n?4n et v, = n,ona Up ~ ¥p, mais
Upy — Uy = 71— T00,
. G Up Un Vn . , . , ,
5. Vrai. C'est la transitivite : 757 = 5 *-35 -, produit d'une suite qui tend vers O et d'une suite
bornée. Il tend donc vers 0.
6. Vrai. En effet Up + Uy Uy
7. Faux. Avec L ot — L ona up—uy = 0, mais 22 —
. ux. Av Un = 7. ’i'_-'.n—ﬂz, T n ’ | ﬂn_n—>—|—co.

Point de méthode : pour réfuter une regle, on cherche un contre-exemple parmi les suites les plus

simples: n, n+l, n2, %

Corrigé de I'exercice 6 : Différences, factoriser avant d'utiliser
les équivalents




1. La premiere erreur consiste a soustraire deux équivalents, ce qui est interdit. La seconde consiste a
écrire « ru [0 », ce qui signifierait que la différence est nulle a partir d'un certain rang. Or
vn-+1l — v® = 0 pour tout 71, donc la conclusion est fausse.

2. On multiplie par la quantité conjuguée : n+1 — vt = m . Ensuite,

: 1
M+m:m( 1_|_%_|_1)Ngm.Parquot|ent, Y+ — VI F
3. On factorise dans le logarithme : 1n(ﬂ_|_1:| —lnn = 111(1 + %) .Or % —s [, donc

Infn4+1) —Inn ~ %

4. On factorise par L1/(r+1) : 1/n _ 1/(nt1) _ Elf':ﬂ‘i‘l)(eﬁn _ 1) , avec
s _1_ 1 _ _1

TR ntl T and4l)

efn — 1~ 8, ~ # Par produit, e

.D'abord, Gl/(r+1) _, | . Ensuite, &, — 0, donc
1/m E}1,-'rlif.r1-l—ljl - %

mn

T — 1) . Par substitution, /1 + }—F —1 ﬁ . Donc

. La limite vaut % .

]

5.POUI’ $}D, -,.l$2_|_£_£:£(
1

I'expression est équivalentea 1 - om =

[t ] |l

Point de méthode : devant une différence, on la transforme en produit (quantité conjuguée,
factorisation, propriétés de |n et £XP ) avant d'utiliser les équivalents.

Corrigé de I'exercice 7 : Signe et limite par équivalents

[}

I

1.En 0, 1—cosxz ~ %, eF—1r z et In(l+22) ~ x2 . Parproduit et quotient,

2

247 -
.y w — £, Par conservation de la limite, ) — (. Par conservation du signe,

fz Td 2

f alesigne de % au voisinage de 0. Ainsi  f(x) ~ % , f—= 0, f>0 adroite de

0 et f <0 agauche.

2.0na g2 —1 ru 2 et Wl4+x —1 %.Donc le quotient est équivalent a % =4  La

limite vaut 4.

3. Aunumérateur, 3nlnn = o(n?) et 1 = o(n?),donc
n? —3nlnn +1 = n? + o(n?2) ~ n? . Audénominateur, n3 —100n2 ~ n3. Par
quotient, Uy ™ % Donc uj, — 0 et, par conservation du signe, 1, >0 a partir
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d'un certain rang.

4. Onécrit vy = In(l + hy) avec = cos% _1.Comme Ay — 0,0na
1 1
certain rang, avec n2wy,, — —5 - Enréalité, o< cos% <1 pourtout n = 1,donc

Up <0 pourtout n = 1.

Donc  w,, rv et vy, <0 apartird'un

Corrigé de I'exercice 8 : Domination et symbole O

1. Pour = >0, @ = 2 +sin © € [1, 3] Ce quotient est borné, donc flz) = O(x) . De

plus, fil?) =3 +i-m € [%! 1} ,donc x = Q(f(x)) . Cependant, 2 -+ sin = n'apasde

limite en oo :ilvaut 3 aux points %—I— 2k et 1 aux points —E—T + 2k .Donc | et
I se dominent mutuellement sans étre équivalentes.

1
2. Pourtout =« ?‘é 0, |sin}—r| < 1, donc Sin}—p = 0(1} . Enrevanche, posons T = Eg——l— TEa

Alors Ty —* 0 et sin%k = 1 pour tout f . La fonction ne tend donc pas vers [ : ce

n'est pas un o(1).

3. Par hypothése, il existe M >0 etun voisinage de @ surlequel |f| < M]|g|.or
M|g| — 0 .Parencadrement, f — 0 en a.

4. Il existe M tel que |uﬂ| < i’—g a partir d'un certain rang. Donc |ﬂ ”n| < % —s (). Ainsi
n upn — 0.Enrevanche, Ihypothése , = O(1/n) ne suffit pas:avec 4, — %, ona

n Uy = 1 pourtout n.

Corrigé de I'exercice 9 : Equivalent de In(n!) par encadrement

1. Soit &k = 2.Pour t € [k—L, k], la croissance de In donne Int < In k.En intégrant sur



k
un intervalle de longueur 1, on obtient f Intdt < In k.Deméme, pour t € [R:, R:—H] ,
k—1

k+1
Ink <lInt,dot Ink < f In £ dt . L'encadrement est démontré. La figure ci-dessous

k
montre les rectangles de hauteur ln k posés sur [k—1, k], au-dessus de la courbe.

K k+1
k

251 [,_iIntdt<Ink< [, Intdt

n
2. Onsomme pour j de 2 a 7, enremarquant que lﬂliﬂ!:' = Z Ink A gauche, la relation
k=12

T
de Chasles donne f Intdt = [tlnt - t]f’ = nlnn —n 4+ 1. Adroite, on obtient
n+1 L n+1
f ln £ d#, qui est inférieur a f Intdfcar In > 0sur [1,2].0r
ﬂ%‘l
f Intdt = (n+1)In(n+1) — (n+1) 4+ 1. Donc
1

nlnn —n 41 <lInfn!) < m4+DInk4+1) —n .
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3. Divisons par nln n > 0. La borne inférieure devient 1 — L + L — 1. Pour la borne

(n+1)ln(n+1) 1 In(n+1) fnm Cnln

- mn nin n+1 Iln(n 1

supeérieure, T = Or ln{n—i—l} =lIlnn+ ln(l + ﬁ) , donc
In{n+1)

n o Ly .
. 1. De plus, wlnn (0 . La borne supérieure divisée par 1 In n tend donc aussi
vers 1.Parencadrement, In(n!} ~ nlnn,

1
4. Non. En effet, 5 < L 0, donc n! = o(n™).Pourtant, In(n®) = nlnn ~ Inn!).
Des logarithmes équivalents ne donnent pas des suites équivalentes : on ne compose
pas un équivalent par I'exponentielle.

Corrigé de I'exercice 10 : Sommes de puissances d'entiers

1. Lafonction ¢ —s ™ est croissante sur [D, —I—co[ car a>0.Pour & > 1,o0nadonc

k41
f t% dt < i« < f +2 4+ .Ensommantde %k = 1 a 7, ontrouve
k—1 k

n+1 n+1
tYdt < 5, < tY dt < t% dt.

1 o+1
Ces intégrales valent netl o &.Ensuite, {n—I—l}ﬂ"_l ~ notl car

1 a+1 a+1
1
(1 + %)CH_ _, | . Parencadrement, §_ ~ %.
5 nlntD(2n41)
2. Pour & = 2, onsait que Z k4 = 3 . Par produit d'équivalents, cette somme
k=1
. s men-dn _ nd : notl —
est equivalente a 3 =3 . C'est bien ] pour o = 2.
E+1
3. Cette fois, t — % est décroissante sur |0, +oo[ . Pour k =1, ﬁ > f % ,etla
k
n+1 k
somme donne J'. > di _ 2ntl—92.Pour k> 2 L < 4t Enisolant le
n = Vi T - R = VT
1 E—1



|ﬁ'-.

terme %k = 1,onobtient T, <1+ f = — 1. Enfin, les deux bornes divisées par

247 tendentvers 1.Donc T, NZF

Corrigé de I'exercice 11 : Logarithme d'un équivalent

f f

. . I
1. Au voisinage de @, on écrit |p f=Ing+ 1n§ . Comme 7 — 1,0na 1n§ —s () par
continuit¢ de |n en 1.Ensuite, Ing tendvers In £ si £ € ]0, 4oo[,vers —co si
£ = etvers +oo si # = 4o . Dans tous les cas, cette limite est non nulle car £ ?é 1.
Donc In g ne s'annule pas au voisinage de @, et

In f In(f/g)
m—l—l— “Tng —+14+0=1.

Ainsi Inf ~1Ing.

2. D'abord, n24mn 41~ n2 = 4oo,donc In(n? +n+1) ~ In(n?) = 2lnn
Ensuite, sinz ~ £ — 0 en 01 ,donc In{sin £} ~ In = . Enfin,

:1:—|—w'$3—|—1 = 1:(1 + 1+ﬁ) ~ 21 — Joo. Donc

ln(:r: + xa'a:3—|—1) ~ In(2z) = In2 +In z ~ In = . Les équivalents sont  2ln n,
Inx et Inzx.

3. Prenons fﬂ =1 —|—% et g =1+ % , qui tendent vers 1 . Leur quotient tend vers 1, donc

~ 1 2 L 1
fﬂ g, . Pourtant, In fﬂ ~ = et In g, ™ n -Lequotient 7, tend vers 7, et

nonvers 1.

Corrigé de I'exercice 12 : Limites de puissances, les pieges de
la composition
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Infcos )

. Posons
T

h=cosz—1— 0.Aors Infcosz) =In{l4+A) ~ A r~ _; . L'exposant est donc

1. Auvoisinagede 0, cosz >0 et (cos $}1fx2 = exp(

équivalent & —% , et il tend vers —% . Par continuité de £XP, la limite vaut E—UE .

In(z+1 In(1 + %
2. Pour £ >1,posons g(x) = % = 1 + u(z) , avec u(z) = %.Ona
u(z) r ;1:1111 ~ — 0.Donc Inglz) = In(l 4+ u(z)) ~ ulz) ~ —Tn 5 L'exposant

zln z - In g{z) tend ainsi vers 1. La limite vaut «.

3. D'apres le développement admis, nsin% = n(% — % + o(#)) =1- é + o(#).

Posons k., — ﬂgin% — 1, qui est équivalent a ~Bn2 et tend vers (1. Alors

4. AveC 4, — % on obtient $31n(1 + 51—,;) — :1:3(% — ﬁ + o(i)) =z —% + o(1) . Cette

2
I
quantité est bien équivalente a I . Cependant,

2
(1 + ,:1_1:)£ e~ T = e:{p(—% + G.@D — E_lx@ . La limite vaut E_UE ?é 1 : on n'a donc

pas (1 + 51_]:)3: ~ g - C'estI'exemple type d'une composition interdite par €XP .

Point de méthode : pour composer par I'exponentielle, il faut connaitre I'exposant a o{l} pres, et non
seulement a un équivalent pres.

Corrigé de I'exercice 13 : Formule de Stirling et coefficients

binomiaux

\ . . n I n \ H
1. D'aprés la formule de Stirling, n! ~o 27 1 r';'—n , donc nﬂi r 29 1. En passant a l'inverse,

ce qui est permis n? P 1
g P "omle® o

2 ons () = S22,

La formule de Stirling donne
an 2n
3n 7 2n
(3n)! ~ VB n ( 63)?1 » !~ V21 n B (2n)! ~ VT R ( eg)n :

e




3 ﬂ
Les puissances de & se simplifient, ainsi que g,37 . Il reste 32_2 = (24—?) et le facteur
Erm  _ B _ B pone (gn) /3 (z)”
vam nvdar n vdr n 2T n) ™ omn 4

3. Les 4™ suites de résultats sont équiprobables, et (EE ) d'entre elles comportent exactement

] — n
7 piles. Donc p, = [\dbinem7?]2nn4d ™ D'aprés le cours, (QE) . % . Ainsi

p, ™~ % ,et I, —+ 0, La figure ci-dessous compare P, & cet équivalent.

0_0 T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30
n
4 p . am 1 . 1 STy
. Par produit, w7 P, N =& La limite vaut =~ 0,564 . Autrement dit, I'égalité

parfaite entre piles et faces devient rare, mais seulement comme l/m.

Corrigé de l'exercice 14 : Formule de Stirling et racine n-ieme
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1. Laregle fﬂ ~ g suppose un exposant o fixe. Ici, I'exposant % dépend de 1, et une telle

mn
regle est fausse en général : 1 % ~ 1, Mais (1 u %) _y g - Il'faut donc un argument.

Ecrivons gl — mg)ﬂ(l +€,) avec £p — 0. Alors
1 In(27 n In(1 + ¢ ))
(n!) /n — %exp(%)exp( ).

In(2m n)
an
exposant tend vers [J . Les deux exponentielles tendent vers 1, d'ou {n!}lf” . g.

Par croissances comparées, — ). Deplus, ln(l + Eﬂ} —+ 0, donc le second

2. D'abord, {,ign}!:,lf” - (({gﬂ}!}lf@ﬂ))g . La question précédente, appliquée au rang  2n

donne {(jn}!)lf@”:' . 2?” . En élevant au carré, {(gnj!)lf” ru 42_22 . Ensuite, par quotient,

1/n 2/e2
((2_'”;:") L &n ;e — 27 La limite demandée vaut
. nie

LA

3. On compare les logarithmes. D'apres le cours, ln(n!) —nlnn-n+ ]jln(ﬁﬂ' n} + .;:1{1 . Donc
ln(ﬂ!} — E—lln n = %ln n—n-+ %lnliﬁﬂ' n} + 0{1} .Or n = a(nln ﬂ:l, donc cette

différence est équivalente a Eln 7. et tend vers oo . Par conséquent,

njl
% = exp(%ln n — ln{n!]) 4 0.Ainsi ™2 = olnt) -

Corrigé de I'exercice 15 : Une suite récurrente qui tend vers 0

1. Posons @(r) = z — 22 = (1 —x).Pour = € ]0,1], les deux facteurs sont strictement

positifs, et ¢(T) < % maximum atteint en %.Donc ® envoie ]0,1[ dans ], %] c Jo, 1.

Par récurrence, g € ]0,1[ pourtout n.Ensuite, %, —Up = —uZ <0 :lasuite est
décroissante. Elle est minorée par (1, donc elle converge vers unréel € € [0, 1] . Par continuité
de ¥, 2 — ¢ _ ¢2,donc g2 — (1. Ainsi uy, — 0. Lafigure ci-dessous montre I'escalier
construit sur la parabole, qui se rapproche de I'origine.



0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

2. Comme ‘g ?é Oet 1—wupy ?‘é 0, on calcule

1 1 _ 1

. 1 —(1—uy,) . 1
Yptr1  Yn T ou, (1 —uy)

“n(l - “n) —1- uﬂ'

1 _
— i =

Comme 0 <1 —uy <1, ceterme est strictement supérieura 1 .Ensommantde 0 a n —1

1 1

, on obtient —}L—I-n}n.Donc ) = pourtout n = 1.
Un =7 Up n<n

1 1

3. Posons g, = g D'apres la question 2, Opyl —8n =712 U — 1,car uy, = 0. Le
N a < T
lemme de Cesaro donne W’”‘ — ], C'est-a-dire ﬂLﬂﬂ —s 1. Par passage a l'inverse,
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Point de méthode : pour %, 1 = Up —a Uﬁ =+ ..., on cherche un exposant S5 tel que

-5 . —8 . . _ _
un-l—l unﬁ ait une limitenonnulle;ici p =2 et S =1.

Corrigé de I'exercice 16 : Racine d'une équation a parametre

1. La fonction fﬂ est dérivable, avec f;{d:} = 5x% 4 n > 0. Elle est donc strictement

, . — _ 1 1
croissante et continue sur [0, +oo[ . Deplus, f,,(0) = -1 <0 et fn(ﬁ) = 5> 0. Par
1

: ﬁ[ . Par stricte monotonie, ce zéro

1

ﬁ L]

le théoreme des valeurs intermédiaires, fn s'annule sur ][j

est unique sur [0, +co| . Ainsi T existe, est unique et vérifie () < Ty <

2. Par encadrement, T, — 0, donc :t‘:,?1 — 0. L'équation s'écrit n T, = 1 — 1:?1' qui tend

vers 1.Donc n x, — 1, c'est-a-dire Ty ™ %

o . s 1 . ,
3. On réinjecte. D'une part, T, = % _5%' D'autre part, x% ~ B car la puissance 5 est fixe.
_ L 1 o Z 1 1 T _ 1 1 1
Donc z3 = a5 T O(nE) ,puis -2 — 5+ G(E) Ainsi z, =5 — %+ o(fnﬁ) .
4. On réinjecte une nouvelle fois. On a Ty = %{1 + hﬂ} avec hn = —# + o(#) . Or
5 5 _ _ 5 1
(14 h)° -1~ Bhen 0O,donc (14 hy,) _1—|—5hﬂ—|—o(hn}_1—n5—|—o(n5).

. _ 1 _ 5 1 »
Par conséquent, ;1:?1 = 5~ nlD —+ G(HIEJ . En divisant par 7t et en reportant dans

B . 1 1 5 1
Ty = %_Tﬂ-,onobtlent Ty = ﬁ—ﬁ—}m—}o(m)

— 8
Point de méthode : chaque réinjection dans I'équation 1— 3

T, = fournit un terme de plus ; on
n =

vérifie a chaque étape la précisiondu @ .



Corrigé de I'exercice 17 : Les solutions de tan x = x

1. Soit J,, = ]ﬂﬂ' — —I—E—T[ et g{z) = tanz —x sur Jy . Alors
g/(r) =1+tan?x —1=tan?x > 0,et g nesannulequ'en = .Lafonction §
est donc strictement croissante sur  Jfy, . Elle tend vers —co & gauche et vers oo a droite
de Jp . Par continuité et stricte monotonie, & réalise une bijectionde Jy sur R :elle

s'annule en un unique point T . Enfin, g{nw) = —nw <0,donc x, € ]n*rr, nw + %[
2. De nm <Ly <AT A Tg_r ,ondéduit 1 < i—; <14 ;—ﬂ . Par encadrement, Ty ™ 7T,

3. Posons Y, = Tp — AT € ]D, E—T[ .Par r-périodicité, tany, = tan Ty = Tn. Comme
Y, € ]—%: E—T[ Jona Y, = arctan(tan yﬂ} = arctan(zy,) . Donc
Tn = nm +arctan(s,).0r £, — 400, donc arctan(z,) — 5 . Ainsi
Ty = ﬂﬂ—i—%—l—o{l}.

4. Comme 351n > [:]1' on a la,rcta,n{a:n} = E—T— a,r-:ta,n%n . Or %ﬂ —s [, donc
arctang, ~ z. ~ @y d'apres la question 2. Ainsi arctan%ﬂ — % o(%) ,

Finalement, T, = B+ % — % + g(%) . La figure ci-dessous confirme numériquement ce

développement.
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1.6 1 asymptote /2

Corrigé de l'exercice 18 : Une suite d'intégrales

1
1. D'abord, Jg = f% — [ln(1_|_g;):|é — ln 2 . Ensuite, I'intégrande est positive sur [0, 1],
0

donc In 2 0.Deplus, £n+l < z7 sur [0,1],donc Tn+t1 € Iy . Enfin, 14+z >1

1
donne I ™ dol J. < Ndr = 1 Par encadrement, f, — 0
14z = ! n = T r = nt1" ’ " .

]

1 1

o M1+
2. Parlinéarité, F, + Ipi] = f%d:ﬂ = ff”' dr.Donc [, +Ini] = HL_H
] ]

3. Soit m =1.Comme fpnt1 < T,,0na HL_H:I%-FIH_,_lgEIn.Deméme,

N 1 1
I, < I,_1 donne 2, < I, _1+1I,= %.D'OU An+1) < Iy < 5~ Les deux

bornes sont équivalentes a ﬁ . Par encadrement, 7, ~v A



4. L'encadrement précédent donne 0 < ;—ﬂ - I, < ﬁ — Q[nl-i—lj = Qn['.i,-l—l] < ﬁ . Donc

1 1
In =5+ 0(31)

Point de méthode : une relationentre f,, et fn41,combinée & la monotonie, suffit souvent a
encadrer I, pardeux quantités équivalentes.

Corrigé de I'exercice 19 : Intégrales de Wallis et constante de
Stirling

1. Ona Wqp = % et Wi = [—cos t]gﬁ = 1.Sur ]D, ;—T] , sin" £ >0, etlafonction est
continue, donc W, == 0  Ensuite, 0 < sint < 1 donne gin? 11 ¢ < sin" + . Par
croissance de l'intégrale, [, ) est décroissante.

/2
2. On écrit Wain = f sin™tL ¢ . gin # d# - On intégre par parties avec 1, — gin™t1 et
0
v = —cos, fonctions de classe (1 . Le crochet [—cos % sin® 11 t]gﬂ est nul. Il reste
a2

Wiz = ':ﬂ—i-l:'f sin” tcos? tdt - O cos? = 1 —sin?, donc
0
Wpin = 4D (W, — Weyg). Ainsi (n+2)Wein = m+0W,.
3. Posons ¢ = (M+1)W 41 W ;. Alors
Cpr1 = MADWnioWap1 = (n+)Wy, Wil = ¢y La suite est donc constante.

Ellevaut ¢y = W Wy = E—T

4. Par décroissance, Wnya < Wyi1 £ W, Endivisant par W, =0, on obtient

4
Eié < W‘;“"’l < 1.Parencadrement, W41 ~ W,  Ensuite,
n
il

= {ﬂ—l—l}Wﬂ+1ﬁ;:n ~ n W2 Donc W32 ~ % , et comme W, >0, la puissance
5 donne W, ~ /o0 .

)

ap—1 .
5. Larelation de la question 2 donne Wy, = i;_pWEP—E . Par récurrence :
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_ (2p-1)(2p-3)...1 5  (2p)!
WQP — (2p)(2p-2)...2 2 — (229 p!)Z'

[ |::1'|

En effet, on multiplie numérateur et dénominateur par le produit des pairs o P p! . Ensuite, avec
I'équivalent admis :

(2p)! Cy2p (2p)*Pe 2P /2

4P (p!)2 TP C? p pPe2P ~— Cyp

2 . I . .
Donc Wy ~ C B Or la question 4 donne Wy ip = Deux equivalents d'une
méme suite sont équivalents entre eux, et ici leur quotient est constant. Donc %& = 477 . Ainsi

' = 3, ce qui acheve la preuve de la formule de Stirling.

Corrigé de I'exercice 20 : Série harmonique et constante
d'Euler

1. Calculons les variations. D'une part, Upi1—Un = ﬂ%_l — ln(l + %) .Avec p — % ona

l—i-i,:r = ni—l—l , et 'inégalité rappelée donne Yy, 1 — Un = 0. D'autre part,

W, ]~ Wy = nL—H — ln(l + ﬂ%_l) > 0, par linégalité¢ In{1 + z) < = . Enfin,
Up — Wy = ln(l 4 %) —y 0 - Les suites (v, ) décroissante et (w,) croissante sont

adjacentes : elles convergent vers une méme limite Y.

2. Comme Unp —* ¥,ona v = ¥ +0o(l), cesta-dire Hy, =Inn+v 4 o(l).Deplus,
par monotonie, Wy < ¥ £ vy.0or wy =1-In2 e v; =1 ponc 1-In2< vy <1
. On retrouve au passage H,, ~ lnn.

3. Lasuite (vy) décroitvers ¥, donc vy —F = 0. Llasuite {wy) croltvers ¥, donc
Y Z Wy . Ainsi Sy —7 < Uy — W, = 1n(1—|—%) < %.Donc

Hﬂzlnn—I—’}f—I—G(%)-

in
4. Ona Z % = Hn, — H, . D'aprés la question 2, appliquée aux rangs 2 et 7 :
k=n+l



Ho,—H,=In(2n)+y—-Inn—7y+4+0(1) =1In 2 + o(1).

La limite vaut |n 2. Remarquez que I'équivalent H, ~ ln n seul ne suffisait pas : il aurait
fallu soustraire deux équivalents.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme, itérées du sinus

1. La fonction sin envoie ]D, 2] dans ]0,1] C ]D 2] Par récurrence, U, € ]D, %] pour tout
7. Ensuite, on sait que sin x < x pourtout x =0, donc UYpig < Up | La suite est
décroissante et minorée par 0 : elle converge vers un réel £ € [ 2] Par continuité de sin ,

sin £ = #,cequiimpose £ = 0.Donc (uy,) décroitvers 0.

2. D'apres le développement admis, sin z = z(1 + n(z)) avec 5(x) = _‘%2 + o £2). Donc
sind 5 = 2201+ 20(8) + ). O n{x}ﬁ O(=%) = o(2) . Ains
sinr = £2(1-% + o(x?)) = z2 - —|— o(z#%) . Ensuite :
1 _L_I2—51H2$+
sin? z2 r2s5in?
Le numérateur vaut zt -|-o|:;p‘1:| ~ = , et le dénominateur est équivalenta 4 . Par
quotient, la limite vaut % .
1 1 1 1 1
_— S _L 2
3. Comme Uy —+ U avec uyp ?é 0, la substitution donne “Ez.+1 u2  ginw, U3 3.
1
Posons @y = ul Le lemme de Cesaro donne il—” %,smt iz ug — 3. Donc uE m %
n

. ) 1
Comme Uy = 0, la puissance fixe 5 donne Uy @ La figure ci-dessous, tracée avec
Uy = 1, montre les points % qui rejoignent la courbe de -.,I."B/H .
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1.8 -
® UuU,avecupg=1

1.6 -
— V3/n

4. D'une part, nlﬁuﬂ o 3 nle —1/2 — 3 n_lfﬁ — 1 . Donc Uy = Q(ﬂ_lﬁ).
D'autre part, 7 Uy ~ V3n — 4oco. Ainsi % = Q{un:] : la suite tend vers ([ beaucoup

plus lentement que L | Ce résultat servira dans le chapitre sur les séries, par exemple pour

étudier la nature de i Uy .

Point de méthode : ici sint = = — % +....donc p = 3 ;l'exposant a choisir est

1
B = p—1=2,cequiexplique le passage par u2

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup
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Le cours : relations de comparaison, cours de maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur relations de comparaison

A maitriser avant : Limites et continuité des fonctions, Suites particuliéres et suites récurrentes
Chapitre précédent : Arithmétique des polyndmes et fractions rationnelles

Chapitre suivant : Développements limités et étude locale

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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