Cours de maths en L3

Réduction de Jordan

. Rappels : polynome minimal et lemme des noyaux

Dans tout le chapitre, F est un espace vectoriel de dimension finie 7 = 1 surun corps [ égal a

F ou C,et wu estunendomorphismede E!.Le butestambitieux : classer tous les endomorphismes
a similitude pres. La diagonalisation ne suffit pas, car beaucoup d'endomorphismes ne sont pas
diagonalisables. Nous allons donc chercher une forme réduite qui existe toujours dés que le polynéme
caractéristique est scindé.

L'ensemble des polynémes P € K[X] telsque P{u) = O estunidéal nonnulde K[X].
Son unique générateur unitaire s'appelle le polyndme minimal de %, noté ™y . Ainsi,
P(u) = 0 sietseulementsi Ty divise P .

Rappelons ensuite deux faits essentiels. D'abord, le théoreme de Cayley-Hamilton affirme que
xﬂ(u} = 0,donc 7w divise X .Deplus, Ty et X, ontexactement les mémes racines, a
savoir les valeurs propres de .

Théoreme :

Lemme des noyaux. Soient F'1,..., P.. des polyndmes deux a deux premiers entre eux et
P =PFP;...P, . Aors

ker P(u) = ker Pi(u) & ... ® ker P,.(u).

De plus, les projecteurs associés a cette somme directe sont des polyndmes en .
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Démonstration :

Traitons le cas = = 2 ; le cas général s'en déduit par récurrence. Par le théoreme de Bézout, il
existe U,V telsque UP;+VPy=1.Posons p; = (VPg)u) et py = (UP)u)
,desorteque Py + Py = 1dE . Soit =z € ker P(u) . Alors

Pi(u)(p (=) = (VP))(x) = 0, donc p;(x) € ker P1(u). De méme,

pzl::r«‘:l € ker Pou). Ansi * = Pllii“:l + Pglid?:l est dans la somme. Enfin, si

z € ker P1(u) N ker Polu) ,alors = = V(wPqlu)(z) + Ulu)P1(u)(r) = 0. La

somme est donc directe.

Si oy = (X — 1)2 X —2),ona 1=(X— 1}2 — X(X — 2) . Par conséquent,
E = ker (u — id) & ker {u -3 idj , et le projecteur sur le second facteur parallélement au

premier est (u — id}g.

Il. Sous-espaces caractéristiques et décomposition de Dunford

1. Sous-espaces caractéristiques

T
m.
On suppose désormais que Xy estscindé: X, = H ':X - }*é:' ' avecdes A; distincts. C'est
=1
toujours le cas lorsque [ = .

Définition :

Le sous-espace caractéristique de 1 associé a }li: est F;\t. = ker (u — }lé idE}mi N
contient le sous-espace propre B = ker(u — A;idg) .




Théoreme :

Ona B = Fy,&...@ F),. Chague F'); eststablepar u,dedimension ;. En outre,
la restriction de  w — A;1d a ') estnilpotente. Si Ty = H (X — X;)%7, alors on a aussi
F, = ker(u — A, id)Fi

Démonstration :

Les polyndmes {X - }l?‘;jmf sont premiers entre eux deux a deux. Le lemme des noyaux appliqué
a X ,avec Cayley-Hamilton, donne la somme directe. La stabilité vient de ce que U commute
avec tout polyndme en . Notons %, larestrictionde w a Fx; et d; = dim Fj .
Comme (u, — 2.)" = 0, la seule valeur propre de  %; est X, donc Xu, = (X - A%
or X, = H Xu, ;par unicité de la factorisation, g = .. Le méme argument avec Ty
donne la derniere égalité.

Ainsi, dans une base adaptée a cette décomposition, la matrice de 1 est diagonale par blocs, chaque
bloc étant de la forme A I'm. + N, avec IV; nilpotente. La figure ci-dessous représente cette
structure pour trois valeurs propres.
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1 2 3

)1.1!3 +N1 0

}l3i'2 + N3

2. Décomposition de Dunford

Théoreme :

Décomposition de Dunford. Si X, est scindé, il existe un unique couple {d, n}
d'endomorphismes de F! telque: u = d + n , d estdiagonalisable, 7 est nilpotent et
don = nod.Deplus, d et 7 sontdespolyndOmesen .




Démonstration :

Existence. Notons P les projecteurs associés a £ = EB‘ 'y ; ce sont des polynémes en
d'aprés le lemme des noyaux. Posons d = Z AP, et no=u—d. Alors d est
diagonalisable, car il vaut A; id surchaque '3, .Ensuite, 7 agitsur F'x; comme

U — Aq 1d |, quiy est nilpotent : 7 est donc nilpotent. Enfin, ¢ et 7 sont des polyndmes en U
, donc ils commutent.

Unicité. Soit (d’;, n*’) un autre couple. Comme 4/ commute avec #/, il commute avec u,
doncavec g et 7, quisontdes polyndmesen u.Alors g — g/ — n/ — 5 .D'unepart, d et

4 sont diagonalisables et commutent : ils sont codiagonalisables, donc 4 — 4/ est
diagonalisable. D'autre part, n/ — n est nilpotent, par la formule du binbme. Un endomorphisme
diagonalisable et nilpotent est nul. Donc 4 — 4’ et n = n'.

Méthode :

Pour calculer la décomposition de Dunford d'une matrice 4 : factoriser X 4 ; écrire une relation

de Bézout entre les facteurs {X — }li;}mt' (ou {X — }lé}kf si I'on connait T 4 ) ; en déduire les

projecteurs P ;poser I} = Z As Py opuis N = A — D. Vérifiez toujours a la fin que
DN = ND etque IV estnilpotente.

Ecrire une matrice triangulaire comme « diagonale plus strictement triangulaire » ne donne pas, en
général, sa décomposition de Dunford. Par exemple,

1&1 1&0 0é&1 . .
([ll'n,ll'aj?'?] 0% 9 ,}) = ([Era.;,r?] 0 &9 ,}) + ([ll'n,ll'a.j?'?] 020 ,}) mais ces deux matrices ne
commutent pas. En réalité, cette matrice est diagonalisable : sa décomposition de Dunford est
D=4d4det N =10.
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Pour A = ([l"-,laa.ji"?] Sii&&il ) ,ontrouve x , = (X — 2}2 . Le seul sous-espace

caractéristique est [K2,donc D = 2fq et N = A -2y = ([Hary?] 1—‘2%:81:: L ) avec

N2 = (. Parlaformule du binéme, A% = 2% I3 + k& 25—1 \V pourtout k € N.

lll. Endomorphismes nilpotents et tableaux de Young

La décomposition en sous-espaces caractéristiques raméne I'étude de u a celle des nilpotents
. — Aq1d | Il reste donc & classer les endomorphismes nilpotents.

1. Indice de nilpotence

Définition :

Un endomorphisme % est nilpotent s'il existe & > 1 telque & = (. Le plus petit tel entier
est I'indice de nilpotence de . Autrement dit, si I est I'indice, alors 1, = x®.

Propriété :

Si w estnilpotent d'indice P,alors p < 7 et Xy = x" . Réciproquement, sur C, un
endomorphisme dont la seule valeur propre est [ est nilpotent. Par ailleurs, |a suite des noyaux
itérés lrer yk est strictement croissante pour 0 < k& < p, puis constante égalea H .

Démonstration :

Le polyndme minimal X P divise X , qui est de degré 71,donc P < 7 .Ensuite, X ™ est
annulateur, donc toute valeur propre est nulle. Sur T, & estscindé et a pour seule racine 0,



dou x, = X™ . Pour les noyaux, supposons ler vk — ker uk+1.Si vE+2(g) = 0, alors
v(z) € ker vE+tl = ker v¥, donc £ € ker vk+1. Ainsi la suite stationne dés qu'elle stagne
une fois, ce qui ne peut arriver avantlerang F.

2. Blocs de Jordan nilpotents

Pour & > 1,onnote Jg(0) la matrice de taille % dont les coefficients valent 1 juste au-dessus
de la diagonale et O ailleurs. On pose Jg(A) = A I'p + JE(0). Par exemple,

Al 0
Jg(A) =10 X 1
0O O [\lambdada?]

Si I:El, Cey Ek:l est la base ou v a pour matrice J (0}, alors ’U(El} = 0 et ’L"iffj':' = €,
pour § > 2 .Autrement dit, la base est une chaine: € —* €;_q — ... — €y —+ 0. Lebloc
J1(0) estdindice k etderang &k —1.

Théoreme :

Si v estnilpotent, il existe une base de K dans laquelle la matrice de ¢ est diagonale par blocs
diag(Jg©0),.. ., Jk,(0) ,avec k1 2 ko> ...2ks>1let ki +...+k:=n.la
suite {kl, R ks} , qui est une partition de 7, est uniquement déterminée par v.

Démonstration :

Unicité. Le noyau de Jk{[j}i'" est de dimension min( 7, k) . Par conséquent,
dim ker v? — dim ker w3 est égal au nombre de blocs de taille au moins 7 . Ces nombres
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ne dépendent que de %, donc la partition non plus.

Existence. On raisonne par récurrence sur l'indice . On choisit un supplémentaire Sp de

ker yP—1 dans ker v® = E .Lapplication v envoie injectivement Sp dans Jep yP—1
et v{Sp) estensomme directe avec |er P2 .0n compléte alors v{Sp) enun
supplémentaire Sp—1 de lar P—2 dans Jcer 4P, etainsi de suite jusqu'a ker w . En
partant d'une base de chaque complément ajouté et en appliquant ¥ successivement, on obtient
des chaines dont la réunion est une base de E' .

3. Noyaux itérés et tableaux de Young

Posons dy = dim ker v? — dim ker v~ . La démonstration précédente montre que @ compte

les blocs de taille au moins 7 . Ainsi la suite {dj'jl est décroissante, et la connaissance des dimensions

des noyaux itérés suffit a retrouver les blocs. Prenons par exemple n = 8,avec dim ker v = 4,
dim ker v2 = 7 et dim ker v? = 8. La figure suivante représente ces dimensions.

10 A

stabilisation : indice 3

n=28 8 8

dimension du noyau

onlit diy =4, dy =3 et dg = 1.0nrange ces nombres dans un tableau de Young : la ligne
7 contient dy cases. Les hauteurs des colonnes donnent alors les tailles des blocs, ici 3,2, 2,1,
comme le montre la figure ci-dessous.



tailles des blocs (hauteurs des colonnes)

3 2 2 1

di=4
dy =3 di = dimker N¥ — dim ker Nk —1

ligne k : nombre de blocs de taille =k
ds3=1

Enfin, chaque colonne du tableau correspond a une chaine de vecteurs. La figure ci-dessous montre les
quatre chaines : chaque fleche représente I'action de v, et le vecteur du bas de chaque chaine est dans
ker v.

@ E3 ker N3 \ ker N?

v

[ M=) ® S5 ® Ey kerN? \ kerN
N l |

A J

® e ® €4 ® S6 @ €3 KkerlN

0 0 0 0

Pour construire une base de Jordan d'un nilpotent ¥ d'indice P : calculer les noyaux Jcap 47 ;
choisir des vecteurs de ker ¥ horsde Jear 1,1'3—1 (autant que dp) ; leur appliquer % jusqu'a
tomber dans ker w ; recommencer au niveau P — 1 en complétant les images déja obtenues, et
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I ainsi de suite. Rangez enfin chaque chaine du bas vers le haut: w5—1(z),. . ., v(z), .

IV. Réduction de Jordan

1. Le théoreme de Jordan

En combinant les sous-espaces caractéristiques et la classification des nilpotents, on obtient le résultat
central du chapitre.

Théoreme :

Réduction de Jordan. Si X, estscindé, il existe une base de F dans laquelle la matrice de u
est diagonale par blocs, chaque bloc étant un bloc de Jordan J;:{}l} avec A valeur propre de .
Cette matrice, appelée réduite de Jordan, est unique a I'ordre des blocs pres.

On applique le théoréme des nilpotents a la restriction de u — A; id & chaque '3, puison
réunit les bases obtenues. Pour I'unicité, les valeurs propres et leurs multiplicités sont déterminées
par Xy .Ensuite, pour chaque J ,le nombre de blocs J;;.{}l:l de taille au moins 7 vaut

dim ker{u — A id}i‘ —dim ker{u — X id}i‘_l . Ces quantités ne dépendent que de .

La réduite de Jordan permet de lire directement plusieurs invariants. Pour la valeur propre J, le nombre
total de blocs est dirmn E . La somme de leurs tailles est la multiplicité de  } dans X4 . Enfin, la
taille du plus grand bloc est I'exposantde X — A dans T . En particulier, 1 est diagonalisable si et
seulement si tous ses blocs sont de taille 1.



o 1 0
. -1 2
Sot A=| " ¢ .Ontrouve x4, = (X —1) (X —2) et
1 -1 2.2
dim ker(A — I3} = 1.1l'y a donc un seul bloc pour la valeur propre 1, de taille 2. Avec
Avg = vy + vy et Aug = 2Ug . Par conséquent,

0

1
A=P i 0 |P7l P=
0 2

OO
O bt

0
1
1

— OO

2. Décider si deux matrices sont semblables

Corollaire :

Deux matrices de M, (C) sont semblables si et seulement si elles ont la méme réduite de Jordan,
a l'ordre des blocs prés. Autrement dit, elles sont semblables si et seulement si, pour toute valeur
propre X ettout 7 > 1,

rg(A—AI1,) =1g(B—=XI,)7.

Le polyndme caractéristique et le polyndme minimal ne suffisent pas en général. Par exemple,
diag(Jq(0), Jo(0)) et diag(Jo(0), J1(0), J1(0)) onttoutes deux 3 = X% et
o — X2, mais leurs rangs valent 2 et 1.Enrevanche, ils suffisent en dimension n < 3.
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V. Invariants de similitude

La réduction de Jordan exige un polyndme caractéristique scindé. Les invariants de similitude, eux,
existent sur tout corps et donnent une classification valable aussi sur [ .

Un endomorphisme ' est cyclique s'il existe = € E telque (z, v(z), ..., v*~1(z)) soit une
base de FF.C'est le cas si et seulementsi Tw = X, . Dans cette base, la matrice de v est la
matrice compagnon de Xy, .

Théoreme :

Décomposition de Frobenius. Il existe une unique suite de polynémes unitaires non constants
Pq,..., P.telleque F1q divise Fq,quidivise F13,etainside suite, et une décomposition
E = F{8...8 E; ensous-espaces stables ol % induit un endomorphisme cyclique de

polyndme minimal F; . Les F; sontles invariants de similitude de ©.Ona F; = m, et
Pi... P, = Xog -

Nous admettons ce théoréme, dont la preuve reléve de la théorie des modules sur K[| . Cependant,
lorsque X, estscindé, on passe facilement de la réduite de Jordan aux invariants. Pour chaque valeur
propre, on range les tailles de blocs par ordre décroissant. Le polynéme P . regroupe le plus grand bloc
de chaque valeur propre, P -_1 le suivant, et ainsi de suite.

Pour la réduite  diag(Jq(1), J1(1), J1(2)) , les blocs de 1 sontde tailles 2 et 1,celuide 2
de taille 1.Parconséquent, Pn = {X — 1}2(): — 2} et Py = X —1.0n vérifie que
P Py=(X-1Px-2=yx.




Corollaire :

Deux matrices sont semblables si et seulement si elles ont les mémes invariants de similitude. En
particulier, deux matrices réelles semblables dans M., (C) sont semblables dans M, (R}, car
les invariants ne dépendent pas du corps.

VI. Exponentielle de matrice

1. Définition et propriétés

Ak
Pour A £ Mn{[K:l , la série EZD k' converge absolument pour toute norme d'algébre. Sa
>

somme est I'exponentielle de A , notée exp(A) ou g4 .

Si AB = BA , alors exp(A 4+ B) = exp(A)exp(B). Par conséquent, exp(A) est
inversible d'inverse exp(—A) . De plus, exp(PAP™1) = Pexp(A)P~1 et
det exp(d) = ehrld)

La commutation est indispensable. En effet, pour A = Jg{D} et B — AT ,onvérifie que
exp(A)exp(B) ?é exp{A + B) . Heureusement, la décomposition de Dunford fournit précisément
deux matrices qui commutent.
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2. Calcul par la décomposition de Dunford

Méthode

N
-m

Si A = D+ IN estladécomposition de Dunford, avec I} = Z M Ppoet NP —q,

alors

exp(tA) = exp(tD)exp(tN) (Z “EP ) Z::

La somme de droite est finie : c'est tout I'intérét de la méthode.

Pour un bloc de Jordan, J3(X) = A I3+ J3(0),avec 73(0)° = 0. Ainsi

1t t2/2
exp(tJg(A) =e [ g 1 ¢ir
0 O 1

L'exponentielle résout les systemes différentiels linéaires a coefficients constants : la solution de
X' = Ax avec X(0) = Xgest X(t) = exp(tA)X(. Prenons par exemple
X(t) = e {zg + tyy,

Jy[j:]

tangentiellement a la droite propre, comme le montre la figure ci-dessous.

A = Jo(-1) . Alors . Toutes les trajectoires tendent vers I'origine,



3 T ™~

- droite propre R(1, 0)

VII. Dualité : base duale, orthogonal et transposée

La dualité fournit un autre regard sur la réduction. Elle permet notamment de montrer qu'une matrice est
toujours semblable a sa transposée.

1. Base duale

Définition :
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ledualde E est E = L({E,K), I'espace des formes linéaires. Si B = {El, ey Ep) est
une base de FE!, les formes E:-F définies par E:{Ejj‘ = gﬁj forment une base de F*, appelée

&
= : . * N
base duale. Pourtout = £ E,ona * Z e {‘:E:' € :laforme g, donnela 3z -éme

T
coordonnée.

Si P estlamatrice de passage de la base canoniquede K™ & B, alorsleslignesde p—1
. =#* .
sont les matrices des formes &1, . . . e¥ dans la base canonique duale.

18 —-1/2
Dans R2,prenons €; = (1,0) et ey = (1,2).0na Pl = (] / }) , donc

08&1,1/2
eflz,y) = = —g et edlr,y) = g . La figure ci-dessous montre les droites €7 = O et
e‘; = 1 :le noyau de Ef est la droite portée par €7, et réciproquement.




3.0

2.5

2.0 f-mmmmmmm e T fmmmmmmmmee

1.5 1

> 1.01

0.5 1

0.0

_05 -

x
e, =0

_10 T T
-1.0 -05 00 05 10 15 20 25 3.0

2. Orthogonal et transposée

Définition :

E*:[\forallx? F
L'orthogonal d'une partie F' de F est Pl = {(p € [\forallx],x € !}. La

wlz) =0
transposée de u € L(E) estlapplication T .E* 4 B*, ¢ @+ @ou,

Théoréme :
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Si F' estunsous-espacede £, alors dim F 4+ dim FL — 5 .Si A estlamatricede u
dans 1 ,alorslamatricede T dans B* est AT .Enfin, keru! = {Im u}J- , donc
rg ul = rgu .

Complétons une base (El, -y Ep:‘ de F' enunebase B de K .Uneforme
w = Zcﬁ- E;F s'annule sur F' sietseulementsi ¢y = ... = Cp = 0 . Donc
Fl = Vect{e}_H, .. €5 ), de dimension T — P. Ensuite, le coefficient (1, 7) dela
. Tfe* — o * — , I
matrice de o, T vaut %' (e5)(e;) = e;(ule,) = @, Enfin, @ ou =0 signifie
exactement que ¥ s'annule sur Im w .

Il en découle une conséquence remarquable. Pour tout } ettout 7,ona
rg{AT X I}J' — rg({A Y I)J‘)T — rg{A Y I}J‘ . D'apres le critere des rangs, A et
AT sont donc semblables sur C, puis sur [ grace aux invariants de similitude.

Ce qu'il faut retenir

e Le lemme des noyaux découpe F en sous-espaces stables, et ses projecteurs sont des polynémes
en u.

. . ; . 7o T -
 Si Xy estscindé, E estsomme directe des sous-espaces caractéristiques ker{u — X;) *,
de dimensions "%, .

e La décomposition de Dunford wu = & 4+ n (diagonalisable plus nilpotent, qui commutent) existe

et est unique; d = Z Ay D

¢ Un nilpotent est classé par la partition de 7 formée des tailles de ses blocs, lue sur le tableau de
Young des dy = dim ker v? — dim ker 771,

e Tout endomorphisme a polyndme caractéristique scindé admet une réduite de Jordan, unique a
I'ordre des blocs prés.



Deux matrices complexes sont semblables si et seulement si les rangs de (A — A I}J‘. coincident
pourtous X et 7.

Les invariants de similitude P1|...| P classent les matrices sur tout corps; P = 7 et

HPE::;.;.

On calcule exp(tA) = exp(tD)exp(tIN'} avec la décomposition de Dunford, la sérieen IV
étant finie.

Les lignes de  P—1 donnent la base duale; T apourmatrice 4 T,et A estsemblablea
AT.

Questions fréquentes sur réduction de Jordan

Quelle différence entre la décomposition de Dunford et la réduction de Jordan ?

La décomposition de Dunford écrit w = d + n avec ¢ diagonalisable, 7 nilpotentet dn = nd
; elle est unique mais ne donne pas de forme matricielle simple pour #.. La réduction de Jordan va plus
loin : elle fournit une base ou la matrice est diagonale par blocs J;_;{}l}. La partie diagonale de la réduite
de Jordan correspond exactementa o .

Comment trouver la taille des blocs de Jordan sans construire de base ?

Pour chaque valeur propre ., on calcule les dimensions des noyaux ker{A — A I}J" . La différence

dim ker{A Y I}’" —dim ker{A — A j’}i"_l est le nombre de blocs de taille au moins 7. Le
tableau de Young construit avec ces nombres donne les tailles des blocs comme hauteurs de ses colonnes.

Le polyndme caractéristique et le polyndme minimal suffisent-ils pour conclure a la similitude ?

Oui en dimension au plus 3, mais pas au-dela. Par exemple, diag(J3(0}, Jo(0)) et
diag(Jq(0), J1(0), J1(0})) ontle méme polyndme caractéristique x4 et le méme polynéme
minimal X 2, mais pas le méme rang. Il faut alors comparer les rangs des puissances {A — A I}J‘ .

Pourquoi utiliser Dunford pour calculer une exponentielle de matrice ?

La formule exp{A + B) = exp(A)exp(B) n'estvraiequesi A et B commutent, ce quiest le
cas pour f3 et IV .De plus, exp{tD} s'obtient avec les projecteurs spectraux et e:{p{tN:l est
une somme finie, car IV est nilpotente. On obtient ainsi une formule exacte sans calculer de série

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

infinie.

Pour aller plus loin en L3

¢ Les énoncés : exercices de maths en L3 sur réduction de Jordan

¢ Chapitre précédent : Corps, extensions et corps finis

e Chapitre suivant : Calcul différentiel dans les espaces normés

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L3 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/reduction-jordan-dunford-exercices-maths-l3
https://mathovore.fr/corps-extensions-corps-finis-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/calcul-differentiel-espaces-normes-cours-maths-l3
https://mathovore.fr/qcm-maths-l3
https://mathovore.fr/licence-l3-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

