Corrigés des exercices de maths en L3

Réduction de Jordan

Corrigé de I'exercice 1 : Polynome minimal et lemme des
noyaux

1. On développe det(AX 73 — A) selon la troisiéme colonne, qui n'a qu'un coefficient non nul ;
X4 = (X—Q)det(i X_—lz) = (X —2)(X2-2X +1).
Donc x, = {X—l}g (X —-2).

-1 1 0
2.0na A —-JI3= _]1 0 .Lesysttmeseréduita ¥ = L et T -y +2z =0,

1 -1 1
Cest-a-dire ¥ = L et z = 0.Ansi ker(4d — I3) = Vect((1,1,0), de dimension 1.O0r
la valeur propre 1 est de multiplicité 2 .Par conséquent, .4 n'est pas diagonalisable.

3. Le polyndme minimal divise X 4 et admet les mémes racines. Les seuls candidats sont donc
(X —D(X -2) et (X —1)*(X —2) . Cependant, le premier est scindé & racines simples :
s'il annulait A, celle-ci serait diagonalisable. Donc 7 4 = (X - I}E{X —2).

0 0 0
4. Un calcul direct donne (A — 13}2 =l o0 .Ainsi  F'{ est le plan d'équation
1 -1 11
-2 1 0
s—y+z=0debase (11,0, (O,L1).Ensute, A-273=| "+ ¢
1 -1 0

impose £ = 0 puis ¥ = 0,dou F'g = Ve-:t(egjl .Enfin, €3 ne vérifie pas
r—y+2z=20,donc F{MN Fq = {0}.Comme 2+ 1 = 3, 0n abien
R3 = F'{ @ F'q, conformément au lemme des noyaux.

Point de méthode : pour trouver ™ 4 , on teste les diviseurs de X 4 ayant toutes les valeurs propres
pour racines, du plus petit degré au plus grand.
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Corrigé de I'exercice 2 : Projecteurs spectraux par Bézout

1. Ondéveloppe: (X —1)% - X(X —2) = X2 -2X +1— X2 4 2X . On obtient bien
L.

2. Posons Pq = (A — 13}2 .Si x € F'1,alors Pox = 0 pardéfinition.Si = € F'q, alors
Ar = 2r,donc Pyx = {2 — 1}2 £ = x . Une application linéaire est déterminée par ses
restrictions a deux supplémentaires. Donc 75 est le projecteur sur ' parallélement a

g 0 0
Fllet PQZ E] |:| .
I -1 11

1 0 0
3. Onobtient Py = I3 — FPqp = 0 . D'autre part, I'identité de Bézout évaluée en
1 3 — Py , 0
-1 1 0o

A donne I3 = Pyp— A(A —2I3).Ainsi P; = A(213 — A).On le vérifie : les lignes
de A(2I3—A)sont (1,0,0), (0,1,0)et {-1,1,0). Donc P; = A(273— A).

4. La troisieme ligne de P% vaut 1-(0,0,0)—1-(0,0,0) 4+ 1-(1, -1, 1), et les autres lignes

sont nulles. Donc P% = Pq.Ensuite, FPq Fq = FPqy— P% =0 et
P} =I3-2Py+ P2 = Pj.Ainsi P} = P;et P1Py=0.

Corrigé de I'exercice 3 : Dunford d'une matrice d'ordre 2

_ _ _ _ _ 2
1.Ona tr(B) =4 et det(B) =341=4 donc xp=X?-4X +4 = (X -2)°.
Si B était diagonalisable, elle serait semblable a 217, donc égalea 2175, Ce n'est pas le cas.

Ainsi B n'est pas diagonalisable.

2. Le seul sous-espace caractéristique est [R2, et le projecteur associé est Iq . Par conséquent,
D=2Iyet N=B-2Iy= ([Harjr?] L&l _11).0n vérifie que N2 — 0, et

I commute avec toute matrice. Donc B = 219 4 N est la décomposition de Dunford.

3. Comme 213 et IV commutent, la formule du bindme s'applique, et les termes en pr3 avec
7 2 2 sontnuls:

BE =2k1y 4 k21N



24
Ainsi BfF = Zk’_l( ; k ) pourtout & = 0 (pour %k = Q,onretrouve f7).
-k 2-k

Corrigé de l'exercice 4 : Dunford et puissances d'une matrice
d'ordre 3

1. D'apres le cours, la partie diagonalisable vaut I} = Z Ay Py, oules P; sontles

1 0 0
projecteurs spectraux. Ici, @ = 1-P1+ 2Py Ontrouve I = ? 0
1 -1 2
-1 1 0
2. Oncalcule N = A — D = _Dl % DDD . Chaque coefficient de Jy2 est de la forme
]

(—)a +1-a = 0,donc ;N2 = (. Ensuite, les deux premieres lignes de I sont celles de
I3, etlatroisiéme lignede DN vaut (—1,1,0)—(-1,1,0)4+0 =0 ;ainsi DN = N
.Deméme, IND = N carleslignes (—1,1,0) vérifient (—1,1,00D = (-1,1,0) . Donc
N2=0et DN =ND=N.

3. Latroisitme lignede Po IV vaut 1-(-1,1,0)—1-(-1,1,0)41-0 = 0. Ainsi
PoN =0,puis PIIN =N —Fqy N Onobtient P, N =0et PN =N,

4. Comme P71 et Pq sontdes projecteurs associés a une somme directe,

Dk = P+ ok Pq . Ensuite, par la formule du binbme avec [y2 = (j,ona
Ak = Dk 4 kDEF-1N .or DE-IN = Py N 4+ 2F—1Py N = IV. Par conséquent,

Ak =Py + 28 Py 4+ EN.

-k  k 0
Ainsi A¥ =| —k 14k 0 1l].Pour k = 1,onretrouvebien A .
2k—1 1-2k 2k

Point de méthode : les relations F; Py =0 et P; IN = IN P, rendent les calculs de
puissances presque immédiats.
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Corrigé de I'exercice 5 : Un piege classique de Dunford

1. Lamatrice A est triangulaire, donc X 4 = (X —1){X — 2). ce polynéme est scindé &
racines simples. Donc A est diagonalisable.

2. Le couple (A, D:l convient: A estdiagonalisable, [ est nilpotente, et elles commutent. Par
unicité, la décomposition de Dunfordest 7} = d et N = 0.

0&1 0& 2 .
3. Oncalcule Do Ny = ([Hra;r?] 0 &0 ,}) et NyDp= ([l"-,ll'aj.?'?] 0 & 0 ,}) Ces matrices
different. Ainsi Lln et IV ne commutent pas, et la condition de commutation de

Dunford n'est pas satisfaite.

4. Lamatrice diag(l,1,2) estdiagonale, et E%Q = 0. Multiplier E1{5 & gauche par
dia,g{l, 1, 2} multiplie sa premiére ligne par 1 . A droite, cela multiplie sa deuxiéme colonne par
1 . Dans les deux cas, on retrouve &'15 . Les deux matrices commutent, donc c'est bien la
décomposition de Dunford de (' . La différence vient de ce que le coefficient 1 hors
diagonale relie ici deux coefficients diagonaux égaux.

Corrigé de I'exercice 6 : Premiers pas avec les nilpotents

1. On calcule successivement

o (3088 T\ vs (088 &) v
N =lg ogooo0o) V" =looooo) VN =0
000 0 000 0

L'indice de nilpotence de /¥ estdonc 4.

2. Comme N4 =(g,ona (I4—N)(Iq+ N 4 N2 +N3}1= T4~ N% = T4 Donc

1 3 8
T4 — N estinversible. En additionnant, {f4 — N}_l = 8 %] % 1i , ol par
000 1

exemple 8 =3+4+1.

n—1
3. Comme w71 ?é 0,ilexiste = telque v*—l(z) ?é 0 . Supposons Z ag vE(z) = 0



avec des @r non tous nuls, et soit 7 le plus petit indice tel que G&j- ?é 0. En appliquant
,U’-”«—l—_’i , tous les termes d'indice & > 7 s'annulent, car v™ = (0.l reste
flj ’Un_l(iﬁ;" =0, ce qui est absurde. La famille est donc libre, et elle a 71 vecteurs : c'est une

base. Posons €, = ﬂ”_j-{a:} .Alors v(ey) =0 et "'—"':Ej':' = €,_jpour 7 > 2.Dans

cette base, la matrice de v est J,(0).

4, Si v est nilpotent, sa seule valeur propre est [ . S'il est de plus diagonalisable, il est semblable a
la matrice diagonale dont tous les coefficients sont nuls. Donc © = 0.

Corrigé de I'exercice 7 : Noyaux itérés et tableau de Young

1. La suite des noyaux atteint & pour la premiére fois au rang 4. L'indice de nilpotence de v
estdonc 4.

2.0nlit dy=3-0=3, dy=5-3=2, dy=6-5=1et dg=7-6=1.le

tableau de Young a donc des lignes de longueurs 3, 2,1, 1, comme le montre la figure ci-dessous.
Ses colonnes ont pour hauteurs 4, 2 et 1.
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blocs J4(0), J2(0), J1(0)

= 2 1
diy =3
d=2
dz=1
dg=1

3. D'apres le cours, les hauteurs des colonnes sont les tailles des blocs. La réduite de Jordan de v
est diag(J4(0), Jo(0), 71(0)) . Par le théoréme du rang, rg v) = 7 — dim ker vJ . On
trouve rgv = 4, rg ué = 92 et rg u3 = 1. Bloc par bloc, on retrouve

34+14+0=4 ,puis 2404+0et 14+040.

4. Onaurait dy =3, dy =1 et d3 =2.0rlasuite (d;) estdécroissante. En effet,

induit une application injective de ker *r_.l-?.+1 / ker w7 dans lker v/ / lker *."_.l-:']._l , d'ou
dj4+1 < dy.Ici d3 > dg. Un tel nilpotent n'existe donc pas.

Corrigé de I'exercice 8 : Classes de nilpotents en dimension 4

1. Les partitionsde 4 sont (4), (3,1}, (2,2), (2,1,1) et (1,1,1,1). D'aprés le théoréme



de classification, les classes de nilpotents correspondent exactement aux partitionsde 7..1ly a
donc 5 classes de similitude de nilpotents dans A4 (C) .

2. L'indice est la taille du plus grand bloc. Le rang est la somme des rangs des blocs, soit
Z I:R:E' — 1:1 — 4 — 35,00 s estlenombre de blocs. La figure ci-dessous résume les
résultats. On obtient les couples (indice, rang) : (4,3}, (3,2), (2,2), (2,1) et

(1,0) .

(4) (3, 1) (2, 2) (2,1, 1) (1,1,1,1)
indice 4 indice 3 indice 2 indice 2 indice 1
rang 3 rang 2 rang 2 rang 1 rang O

3. Les cing couples obtenus sont deux a deux distincts. Par conséquent, deux nilpotents de méme
indice et de méme rang ont la méme partition. En dimension 4, le couple (indice, rang)
caractérise donc la classe.

4. pour (3,2,2), l'indicevaut 3 etlerang 2 +1-+1 = 4.Pour (3,3,1), lindice vaut 3 et

lerang 2 + 2 + 0 = 4 . Le couple ne suffit donc plus. En revanche, rg N2 vaut 1 dansle
premier cas et 2 dans le second. Le rang de [y 2, c'est-a-dire dir kar V2, distingue
ces deux classes.

Corrigé de I'exercice 9 : Réduite de Jordan d'un bloc unique

1. On développe selon la derniére lignede X {3 — 8B

xp= (X =Ddet(; 71 )= (X -1)(X2-2X +1)

Donc x5 = {X—I}E.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

-1 11 001
2.0na N = (—1 1 2), pus N2 =[0 0 1 ]et 3 = (.Ainsi IV estnilpotente
0 0 0 000

P 3
dindice 3.Donc mp = (X —1)° = x .
3. 0na ker N2 = {z = 0}.Onchoisitdonc vg = g5 = (0, 0,1}, qui n'est pas dans

ker NE . Ensuite, ’UQ = N’UB = {1, 2, [:ljl et
U = N’UQ = li—l + 2,142 [:l:l = {1, 1, D},Onvériﬁeque N’Ul = l:[:l, 0, [:]:l . La

1 10
famille est une base d'apres |'exercice 6. Avec P = ( 1 2 0 ) , de déterminant 1,ona

001
P-lpp = J3(1).

4, Comme Jf3 et N commutentet A3 — [, la formule du binéme donne

k(k—1
Bf = I3+ kN + %N?
1 s & k(k+1)
N 2
Ainsi BF — k o14k k—;Bj .Eneffet, k4 k(kg_lj — k(k;_l) et
0 , 0 1
o+ }:(kg—l) _ k(k;—ﬂ].

Corrigé de I'exercice 10 : Réduite de Jordan en dimension 4

1. La premiére colonne de € — X T4 n'aqu'un coefficient non nul, 1 — X . On développe ensuite

le mineur restant selon sa derniere ligne, réduite au coefficient —1 — X, puis on calcule un
déterminant triangulaire d'ordre 2 . On obtient det{C — XI-&:' = (1 — X}E{—l — X} .
Donc .~ = (X —I}E{X +1).

0 01
0 0 0
0 0

2.0na € —T4 = . Les équations ¥ +1t = 0 et ¥ = 0 donnent

1
0 , 0 -2
ker(C —I4) = Vect{el, 63} . Ensuite, (C' — 14}2 a toutes ses colonnes nulles sauf la
derniére, égale a (—2,0, —2,4). Ainsi ker(C — I4)% = Vect(eq, €y, e5) - Enfin, pour
C+Tq,ontrouve y =0, 2o+t =0e 2z-+%=0.Donc
ker(C + I4) = Vect((1,0,1, —2)).

O O

3. Le sous-espace caractéristique de 1 est de dimension 3, et il est déja atteint par
ker(C — 14}2 .L'exposantde X —1 dans ™ vautdonc 2. Ainsi



T = (X - 1}2(}( + 1). Pour la valeur propre 1,ilya dimker(C' —T4) = 2 blocs,
de tailles totales 3, le plus grand étant de taille 2.Donc J = diag(Jq(L), F1(1), J1(-1)).

4. Onprend %Wg = €3, quiestdans ker(C — 14}2 mais pas dans ker(C — I4) . Puis
wy = (C — 14}62 = (1,0,1,0). On compléte avec W3 = €1, indépendantde *1 dans
ker(C' —Tq), et wy = (1,0,1, —2) . On vérifie que Cwy = (-1,0,-1,2) = —wy .

1 01 1
Avec P = [i' %] 8 [i] ,ona pP—lop — 7.
o000 -2

Point de méthode : on commence toujours une chaine par le haut, avec un vecteur du plus grand noyau
itéré qui n'est pas dans le précédent.

Corrigé de I'exercice 11 : Semblables ou non : nilpotents
d'ordre 4

1. Les trois matrices sont strictement triangulaires supérieures, donc v = X4 pour chacune. On
vérifie ensuite que M2 = M2 = M% = 0, alors qu'aucune n'est nulle. Ainsi 5 — X2
pour les trois. Enfin, rg M1 =2, rg My =1et rg Mz =2,

2. Deux matrices semblables ont le méme rang, donc M 5 n'est semblable & aucune des deux
autres. Ensuite, un nilpotent d'indice 2 etderang 2 endimension 4 a pour partition {2, 2}
d'aprés I'exercice 8. Donc M1 et M3 sont semblables, et M, est seule dans sa
classe. Pour la matrice de passage,ona M3eq = ey, Mgzey = eq et

My €1 — M4 €n = 0 . Dans la base (El, €9y Eq, E%:" la matrice de M3 est donc

1 00 0
My Avec P = 8 Ii] %]D?EI yona P~ lpraP = M.
000 1

3. Soit 4 une valeur propre de multiplicité m < 3 dans X,et k l'exposantde X — A dans
T . Les blocs associés forment une partition de 1 de plus grande part % .Pour s = 1, seule
(1) est possible. Pour m = 2, k = 1 donne (1,1} et k& = 2 donne (2).Pour
m =3, k =12,3 donnent respectivement (1,1,1}, (2,1} et (3).Dans tous les cas,
la partition est déterminée par 71 et % .Donc X et 7 déterminent la réduite de Jordan,
et les deux matrices sont semblables.
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Corrigé de I'exercice 12 : Une matrice est semblable a sa

transposée

.. — — : :
1.ona (W :l'E_j‘ - Z{:wﬂwh = W E+1—1 WEk41—1, g Cetermevaut 1 si 7 =t et
0 sinon, donc W2 = I .De méme, {WMW}U Z Wia ™ab "y . seul le terme
a=k+1-12, b =k-+41— 7 subsiste. Ainsi ':WMW:'U = Mpeti—s, k+1—j-

2. Posons a =k +1—z2et b =%k+1— 7. Leccoefficient (J};{}l})ab vaut Asi g = b,
c'est-a-dire 2 = 7 .llvaut 1 si b = a +1,cesta-dire ¢ = 7+ 1.Les 1 seretrouvent
donc juste sous la diagonale. Par conséquent, WJ;;{A}W = Jk(}l)T.

3. Ecrivons A = pyp—1 avec J = diag(Jg (A1), . Tk, (As) . Posons
W' = diag(Wgyy..., Wk,).Aors W/ 7w’ = JT blocparbloc,et W/2 =T,
Ensuite,

ATl = (P YT yTpPT =P YT W ow PT =QJqQ,
avec Q = {PT}_I W' . Comme 7 = p-lap, AT = {QP_I}A{QP_I}_I est
semblablea A4 .

4.Si A estréelle, A et AT sontdeux matrices réelles semblables dans M, (C) . D'aprés le
cours, leurs invariants de similitude coincident, et ces invariants ne dépendent pas du corps. Donc
A et AT sontsemblables dans M., (R).

Corrigé de l'exercice 13 : Invariants de similitude et classes

1. Pour la valeur propre 2, les blocs sont de tailles 3 et 1 ; pour —1, un seul bloc de taille 2.
Le dernier invariant regroupe les plus grands blocs :  Prp = {X — 2}3{}( + 1}3 . Il reste le bloc
J1(2),dou P1 = X — 2 Lesinvariantsde A sont P; = X —2 et

Py = (X -2)°(X +1)%.onvérfieque Py Py = (X -2)%X +1)% = x, .

2. Les invariants doivent vérifier P71 |Pq. Or (X — 1}2 ne divise pas (X — 1)(X — 2) . Cette
suite n'est donc pas une suite d'invariants de similitude.

3. La valeur propre 2 est simple, donc elle donne un bloc  J1(2) . Pour la valeur propre 1, les



blocs forment une partition de 3.1l y a donc trois classes :
o partition (3) :réduite diag(J3(1), J1(2)), un seul invariant (X — 1)3{}( —2)

o partition (2,1) :réduite diag(Jo(L), J1(1), J1(2)) , invariants X —1 et
(X - 12X -2 ;

o partition (1,1,1) : réduite diag(l,1,1,2),invariants X —1, X —1 et
(X —D(x -2).

4. Une matrice est cyclique si et seulementsi T = X, c'est-a-dire si elle n'a qu'un invariant de

similitude. Seule la classe de diag(J3(1), J1(2]) est formée de matrices cycliques.

Corrigé de I'exercice 14 : Décider la similitude

. Les trois matrices sont triangulaires, de polyndbme caractéristique {X — 1}3 . On calcule les rangs
rg(d —I3) =1, rg(B—I3) =1et rg(C —I3) = 2.Ansi 4 et B ontdeux

blocs, de tailles 2 et 1,tandisque (' n'enaqu'un,detaille 3.Donc 4 et BE sont

semblables, mais (& n'est semblable a aucune des deux. Concrétement, dans la base
(e,e3,eq),ona Bey = e, Beg =e; +eget Bey = eq :lamatrice obtenue est
A .

. Les deux matrices sont triangulaires, de polynéme caractéristique (X — E}E{X — 3) . Ensuite,

1 00
S51—2I3 et §q—2I3 = ( %] E{ 8) sont toutes deux de rang 2 . Pour la valeur propre

2, ily adonc un seul bloc, de taille 2, dans les deux cas. Les deux matrices ont pour réduite
diag(Jo(2), J1(3)) : elles sont semblables.

Ona Xp, = X:+let xp =X*-0-A+(-1+2)=X%+1 pans C,ce
polyndme a deux racines simples = %, donc les deux matrices sont semblables & diagf(z, —2).
Elles sont donc semblables sur , et par conséquent sur [ d'apres le cours. Pour une matrice
explicite, on prend  f{ = €7 et fo=Hye = (1,1). comme H% = —Ig,ona
Ryfi=1Fqet Bafg=—f] Avec P = ([l"-,ll'aj.?'?]l&l }),onobtient

P—1R,P = R,.Onvérifie: RqP = PR, = ([aaa@r?] L& D—l).
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Corrigé de I'exercice 15 : Exponentielle de blocs de Jordan

1. Onécrit tJ3(A) = At I3+ £J3(0). Ces deux matrices commutent, et J3(0)% = 0, avec
2 2 —
JB{D}E = E13 . Parconséquent, exp(tJa(A)) = e t(IB + tJ3(0) + %JB(D:'EJ _Ainsi

L1t t2/2
exp(tfa(A) =erfl 0 1 ¢
o0 &1
0 0 3 1
2. Oncalcule N2 = 8 % 8 et W3 = p.Donc exp(N}:IB+N+§N3,avec

11 7/2)

pour coefficient (1, 3) lasomme 2 4 % . On obtient exp(IV) = (D 1 3
0 0

3.0na K2 = — I . Ainsi K — {-1}15J Iy et K2ptl — {_1jp K . Enséparant les
termes pairs et impairs de la série,

: ()7 o2 (1) 0y
xp(0 K) = (32 “opr ) 1o+ (2 Ty ) K

Donc exp( K ) = (cosf —sind sinvd cosd ) : c'est la rotation d'angle & .

Corrigé de I'exercice 16 : Systemes différentiels et

exponentielle

1. D'aprés I'exercice 3, t8 = 2tfy 4+ 1IN avec Jy<4 — [, et ces deux matrices commutent.

1+
Donc exp(tB) = e2t(Iy +tIN).Ainsi exp(tB) = E‘gt( , t )
-1 1-1

2. Lesysttme s'écrit X/ = BX .Sasolutionvaut X(t) = exp(tB)X(0), c'est-a-dire la
premiére colonne de exp(tB).Donc x(t) = (1 +t)e?t et y(t) = —t e?t. On vérifie :
z/(t) = (3 + Zt}egt =3z +vy et y(t) = —(1 —|—Et:lr33f = —x + . Par
croissances comparées, tedt —3 ) quand t — —co . La solution tend donc vers l'origine.
La figure ci-dessous montre cette trajectoire parmi d'autres : toutes sortent de I'origine
tangentiellement a la droite propre ¥ = —I,



2 .
1 -
> 01
_]_ .
—2
= solution avec X(0) = (1, 0)
= droite propre y = —x
-3 ! 1 . - |
-3 -2 -1 0 1 2 3
X

3. D'aprés l'exercice 4, A = D + N avec exp(tD) = et Pq 4 e2t Py et
exp(tN) = I3+ tIN .Comme P1 N = N et Py N = 0, onobtient
exp(td) = et Py + et Py 4 tet N . Ainsi

(1-—t)et tet 0

ej{p(tA:] — —tet I:l + f:lEt 0
et _ et ot _ gt} g2t

X(t) = (1 -t)et,
4. La solution cherchée est la premiére colonne de exp(tA) . Donc ,—tet, . En
2 —et)
t = 0, onretrouve bien (1,0,0].

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 17 : Exponentielle et commutation

1. Comme A2 = B2 —(,ona exp(Ad) =I5+ A et exp(B) = Iy+ B .Ensuite, par
un produit direct, exp{A)exp(B) = ([Rra@r?] ? gfll,}) et
1&1
exp(Blexp(d) = ([Rra@r?] 1 %9 ,})
5 0 _ L~ 0&1 v . ,
.Ona A+ B = |[[\ray?] 1 %0 ,}) »donc (A + B)* = Iy.Enséparant les puissances
paires et impaires, exp(A + B) = ch(1) I3 +sh(1}(A 4+ B) . Ainsi
exp(d + B) = ( 2}}1 % SC}]?I.}?, 1 }) ,avec chl a2 1,54 . Cette matrice différe des deux

produits. On en conclut que la formule exp{Ad + B) = exp(A)exp(B) est fausse sans
commutation ; d'ailleurs A B ?é BA ici.

3. Toute matrice complexe est trigonalisable: A4 — P77 pP—1 avec T triangulaire supérieure,
de diagonale A1,... A, . Ensuite, F'& est triangulaire de diagonale }Li{‘". Par passage a la
limite, exp(T') est triangulaire de diagonale ¢*i.Comme exp(M) = Pexp(T)P~1, on

obtient  det exp(M) = H eM = ez * ponc det exp(M) = etr(M) |

Corrigé de I'exercice 18 : Base duale dans le plan et I'espace

2&1
1&1°

}) a pour déterminant 1, donc I:E*l, EE} est une base.
D'aprés le cours, les lignes de  P—1 = ([‘-@,rj,r?]

18& -1
—1 & 22
ET':T: Y) = -y et EE{J?, y) = —x + 2y . On vérifie : Ef(el} =1, E‘T{E‘E:l =0,

e3(e;) = 0 et ej(ey) = 1.

1. La matrice F = ([Rra},r?]

) donnent la base duale. Ainsi

2. Les coordonnées de  w sont ej(w) =3 -4 = -1 et efw) = -3+8 = 5.Donc
W= —ey; + 56‘3 . La figure ci-dessous le confirme : 1 est a l'intersection de la droite
el = —1 etdeladroite €% = 5.



4 - y p
w
3 y y
o 55 y y y
>
e
1- 2 g /
€1
0 1 y p
—1 4 €1 /
— e =-1
—_— e, =5
-2 , , , , : : :
-2 -1 0 1 2 3 4 5
X

—

1
1
0

T

3. Lamatrice ¢ = ( ) a pour déterminant 2, et

] =1 1
Q_l — % 1 ) —1
-1 1 1

Donc uf:%(ﬂ:—y{—z}, uE:%{;ﬁ{—y—z} et uE:%(—;{:{—y{—z}.Onvériﬁe

par exemple que ui{uq) =1, ui(uy) = 0et uj(ug) =0,

4. Pour (2,3,5),ontrouve ui =2, ud =0et uj =3 Ainsi (2,3,5) = 2u; +3u,,
Ensuite, le plan Vectl:ul, ug} est le noyau de ug. Il a pour équation —z + vy +z =0,
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Corrigé de I'exercice 19 : Base duale et interpolation de
Lagrange

1. Comme dim ET = dim F = 3 . il suffit de montrer que la famille est libre. Supposons
agPy + 019 + 9@ = 0. Enlappliquanta (X — I)(X —2), quis'annuleen 1 et 2,
onobtient 2@y = 0. Deméme, X{X —2) donne —@y = 0, et X(X —1) donne
2@, = 0 La famille est donc une base de f*.

2. On cherche Lj tel que Lj@ = 57-5;.{. Le polynéme Lj s'annule aux deux autres points,
(X —1(X —12)
2 14

donc il est proportionnel a leur produit. On obtient Ly =
L= -X(X-2) et g, XD,
3. Pour toute forme 1 ,ona ¥ = Z ’-:,EJ{LE':I@E- , car les deux membres coincident sur la base

2
(L;). Calculons : f (”T_UEM dr = %(% y 4) — L Ensuite,
0

2 2

f—:l?{:l: —2dz =
0

[ ] e n ]
|
NS
S
I
Ll
m
>
—h

B
9
=
=
[
5
I
o]
—,
[ ] e n ]
|
Pl
R
I
Caa—
o
Q
-

0
2

conséquent, fP{;p) dr = %(P{D} +4P(1) + P(ﬁ}) pourtout P € Rg[X] :cestla
0

formule de Simpson, exacte en degré 2.

4. Le sous-espace £ = ker ¥, estun hyperplan, donc dim FL—3_92—1.0r ¥
s'annule sur F' par définition. Donc Fl = Vect{fpl} .

Corrigé de I'exercice 20 : Transposée, orthogonal et rang

1. Uneforme % estdans Jer w | sietseulementsi @ ou = 0, c'est-a-dire si ¥ s'annule sur
Imw .Ainsi keru! = {Im u}J- , de dimension "™ — I'Z U Par le théoréme du rang
appliquéd T ,onobtient rgu! =n—(n—rgu) =rgu.

2. Supposons F' stable par . Soient ¢ & Pl et £ e F. Alors
”T'('-P:' '@:‘ = Eﬂ':u':ﬂﬁ:':' = 0, car U{:t?:l € F' .Donc pL eststablepar T .



Réciproquement, supposons F-L stable et soit = € F' telque y = u(z) ¢ F' . En
complétant une base de F' par ¥, puis enune basede £ ,laforme coordonnée associée a
Y estdans L etvaut 1 en Y.Pourcetteforme ¥,ona u!(@)(z) = @(y) =1,
donc uT ()¢ FL . Cestabsurde. Ainsi F' est stable par u si et seulementsi #.L

est stable par I .

3.5i H = kerg,alors H-L = Vect(y), car c'est une droite qui contient . Une droite est
stable si et seulement si elle est engendrée par un vecteur propre. Donc H est stable par u

si et seulement si ¥ est vecteur proprede ;T .

4. Une forme @(x, v, ) = ax + by + cz apourimage % © U, de coefficients (a,bd,c)A . On

0 -1 1
cherche donc les vecteurs propres de AT = % -1 . Pour la valeur propre 1,on
0 0 22
trouve ¢ =0et a-+b=0,dou (1,—1 0).Pourlavaleur propre 2, on trouve
@ =¢ et h = —g,dou 1:1J -1, 1} . Chaque sous-espace propre est une droite, car

rg(AT — X T3) = rg(A — A I3) = 2. Les plans stables sont donc exactement
z—-y=0e z—y+2z=0.lesecondest F'7 ;lepremierest Vect((l,1,0), 63),
somme des deux droites propres de A .

Corrigé de I'exercice 21 : Racines carrées de matrices

1. Supposons R2 — N .Alors Rg6 — pyv3 — ,donc R est nilpotente. D'aprés le cours, son
indice estauplus 3,d'old J3 — (.Maisalors N2 — R4 — RS R = 0.Or
N? = F13%# 0.Cestabsurde: J3(0) n'a pas de racine carrée.

2. Comme N3 =0,ona (I3+aN +bN2? = T3+42aN + (a2 + 26)N2 . Il faut
22 =1 et g2 425 = 0.Donc a:% et [ = - : la matrice
R =I3+Lv - LN2 vaifie R2 = I3+ N = J73(D).

3. Ecrivons Jg(X) = A(Ip 4+ M) avec M = %Jk,{[j} , nilpotente d'indice j . Soit © € C
S
| 2
(Z CE’,- :1:5")2 =1+ x sur ]-1,1] . Parunicité des coefficients, le polynéme
—1 :
T = Z ¢, X7 vérifie 72 = 1 4 X modulo Xk.Comme Af% — (,on en déduit
3=0
T(M)? = Iy + M .Ainsi B = p T(M) vérifie R2 = Jp(X),et R estun

i
tel que ,u? = A . Le développement en série entiére 0 C;.l L7 Vérifie
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polyndme en Jr(A), puisque M = %{Jk{)&} — AT,
4. Soit A € GL,(C).onécrit A = Pdiag(Jg(A1),- .. Tk, (A )P L. Toutes les

valeurs propres sont non nulles, car A est inversible. La question précédente fournit des fi;
tels que R‘E = Jg,(X%;) .Alors R = Pdiag(Ry,..., )P~ vérifie B2 — A.

Corrigé de I'exercice 22 : Commutant d'un nilpotent cyclique

1. L'identité commute avec ©.Si Wi et Wn commutentavec wv,alors W 1 & Wy aussi, et
Wy Wy U = Wy VWy = Yy Wy ponc C(v] estune sous-algébre. Enfin, tout
polynéme en v commute avec U, d'ou K[v] C Clv) .

n—1
2. Posons @ = Z cp X%, desorte que w(z) = Q)(x).Pour 0< 7 <n—1,comme
=0 " | | | |
w commute avec 4 7,0na w{ﬂjiﬁ}} = ﬂj{w{,ﬂ}} = 7 Q(ﬂ){x} = Q{ﬂ} (ﬂj{$}}.AinSi
—
w et Q(u) coincidentsurlabase B .Donc w = Q) = Z cp vk,
k=0

3. La question 2 donne  C{v) C K[v] , d'ot I'égalité. Ensuite, ., = X", donc
(id,v,...,v” 1) estunebasede K[v].Ainsi C{u) = K[v] et dim Cu) = n.

4. Les matrices qui commutent avec J = J3(0) sontles alg 4 bJ + cJ2. Ce sont

a b ¢
exactement les matrices ( 0 a b ) avec a,b,c € K.
00 a

Point de méthode : dés qu'un endomorphisme est cyclique, un vecteur cyclique suffit a déterminer
entierement tout endomorphisme qui commute avec lui.

Corrigé de I'exercice 23 : Matrices semblables a leur double

1. Deux matrices semblables ont le méme spectre. De plus, les valeurs propres de 2.4 sontles 23,
pour } valeurproprede A .Si A € Sp(A),alors 2X € Sp(24) = Sp(4). Par



récurrence, QJ‘.}I c Sp{A} pour tout 7. Or le spectre est fini ; si A ?‘é 0, les gj" 3, seraient
deux & deux distincts. Donc  Sp(A) = {0} et x, = X™ . Par le théoreme de Cayley-
Hamilton, A" — g : A estnilpotente.

2. OQ a (..d_ljk([])ﬂ}ﬁ-j = 2._("‘:_1:'{.};;{0}}@ 2771 Ce coefficient n'est non nul que pour
7 =141, 0bilvaut 9—(—1).9¢ — 9. Ainsi A—LTL({0)A = 2T(0).
3.Si A estnilpotente, onécrit 4 — prp—1 avec J = diag{Jg (0),..., &, (0) .En
posant A’ = diag(Aky,. .., Ak,), onobtient A/ —17A’ = 2.7 . Par conséquent,
94 — PA’ —17A’P—1.Donc 24 estsemblablea J,puisa A.

4. Le méme calculavec Ay = diag(l, g, . .., u5~1) donne d;ljk{a}ﬂp = u J1(0).
Toute matrice nilpotente est donc semblable a i A pour tout ?é 0.

Corrigé de I'exercice 24 : Probleme : exponentielle

diagonalisable

1. Les matrices I} et ]V commutent, donc exp(A) = exp(D 4+ IN) = exp(D)exp(lV).
Ensuite, si D = QA @1 avec A diagonale,ona exp(D) = Qexp(A)@~1 et
exp(A) est diagonale. Donc exp(D)) est diagonalisable.

2. Comme N'n =[0,ona e};p{N} — I'J"-', = I = NZ m Le terme d'indice
E=1 k=0 '
k =n—1de § donne N™ = p,doncon peut l'ajouter: exp(N)— T, = NS .
Ensuite, & = I, + NT avec T polyndbmeen N .Llamatrice INT est nilpotente, car

_ 7
N et T commutent. Donc 5§ estinversible (son inverse est Z( NT) ) et
J
commute avec [V .

3. Posons D' = exp(D) et N' = exp(D)(exp(N) - I,).Aors exp(d) = D' + N/,
et 3’ estdiagonalisable. Ensuite, exp{D} est limite de polynémes en £}, donc un polynéme
en fJ,puisque [E[D] est un sous-espace fermé. Il commute donc avec W ,avec S etavec

N/ Enfin, N'™ = exp(nD) N™ S™ = 0. Par unicité de la décomposition de
Dunford, celle de exp(A) est D/ + N/.

4. La matrice e}:p{A} est diagonalisable si et seulement si sa partie nilpotente
N' = exp(D)INS estnulle. Comme exp(D) et § sontinversibles, cela équivaut a
N = 0,cesta-dreda A = D.Donc exp(A) est diagonalisable si et seulement si
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A l'est. Aupassage, exp{IN)— I, = INS estnulsietseulementsi N =0 :
exp(N)=I, & N =0.

5.0na A = 27 K ,ol K estlamatrice de I'exercice 15. Ainsi exp(A) est la rotation
d'angle 24 . Donc exp(A} = 1Iq, qui est diagonale. Cependant, Mg = X2 + 472 g
pas de racine réelle, donc 4 n'est pas diagonalisable sur [ . L'équivalence devient fausse
avec « diagonalisable sur [ » ; elle reste vraie pour la diagonalisabilité sur , puisque A a
deux valeurs propres distinctes =4 3 .

Point de méthode : |'unicité de la décomposition de Dunford est I'outil clé : on exhibe un couple qui
convient, puis on lit la partie nilpotente.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L3

Le cours : réduction de Jordan, cours de maths en L3

Les énoncés : exercices de maths en L3 sur réduction de Jordan
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Chapitre suivant : Calcul différentiel dans les espaces normés

Tester vos connaissances : QCM de maths en L3 par chapitre
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