Cours de maths en L1

Récurrence et dénombrement

l. L'ensemble des entiers naturels et le bon ordre

Vous manipulez les entiers naturels depuis I'école. En licence, on isole cependant les propriétés de [N qui
fondent tous les raisonnements de ce chapitre. Nous admettons I'existence de [, muni de son addition,
de sa multiplication et de son ordre usuel < . Ensuite, nous retenons trois propriétés fondamentales.

L'ensemble [N vérifie les trois propriétés suivantes.

e Toute partie non vide de [N posséde un plus petit élément : c'est la propriété du bon ordre.

e Toute partie non vide et majorée de [N possede un plus grand élément.

e L'ensemble [N n'est pas majoré.

La propriété du bon ordre est I'axiome central. En effet, elle ne vaut nidans # nidans [+ :la partie
]D, 1] de R4 n'apas de plus petit élément. Comme le montre la figure ci-dessous, une partie A de
I peut étre infinie, mais elle posséde toujours un premier élément.
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plus petit élément: minA=4
l A={4,7,8,11,13,...}
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Démonstration :

Montrons la deuxiéme propriété a partir du bon ordre. Soit 4 une partie non vide de [+ majorée
par un entier [ . L'ensemble B des majorantsde A4 dans [N contient M4 , donc il est non
vide. Par le bon ordre, B admet un plus petit élément §.Si § = 0 ,alors A = {0} etle
résultat est clair. Sinon, h—1 n'est pas un majorantde A :ilexistedonc a £ A avec

a > b—1, c'est-a-dire @ > b.Comme a < b,onobtient g = b.Ainsi b appartienta A
et le majore : c'est son plus grand élément.

Il n'existe pas de suite {1y ) d'entiers naturels strictement décroissante. En effet, I'ensemble
U
{ " !E [ €stune partie non vide de M. Il a donc un plus petit élément g . Or
i

“p+1 < Up , ce qui contredit la minimalité. Ce principe s'appelle la descente infinie.

Il. Le raisonnement par récurrence

1. Récurrence simple




Le raisonnement par récurrence n'est pas un axiome supplémentaire. Au contraire, il découle directement
du bon ordre, comme le montre la démonstration suivante.

Théoreme :

Soit g € N et P(n) une propriété définie pour 7 = g, On suppose :

« (initialisation) P(n) est vraie ;

o (hérédité) pour tout 7 2 g, Pln) = Pln+l).

Alors P(r) est vraie pour tout entier 7 2 Tig.

Démonstration :

Raisonnons par I'absurde. Supposons que I'ensemble &' = [ﬂ = LK athcaEP{n} fausssse}

soit non vide. Par le bon ordre, il possede un plus petit élément 71 . D'abord, m ?é Mg car
'P{ﬂg) estvraie. Donc ™M —1 2 ng, et m-1 ¢ F' par minimalité de . . Ainsi P{m—1)

est vraie. Par hérédité, P(m) est vraie, ce qui contredit s € F'.Finalement, F' est vide.

Méthode :

Pour rédiger une récurrence correctement :

« énoncez la propriété P(n) avec précision, en fixant 7 ;

e vérifiez l'initialisation par un calcul explicite ;
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« pour I'hérédité, fixez un entier 7 2 Mg, supposez P(n), puis démontrez P{n—+1) ;

e concluez en citant le principe de récurrence.

N'écrivez jamais « supposons 'P(ﬂ} vraie pour tout . » : c'est justement ce qu'il faut démontrer.

Montrons que 2" > n+1 pourtout n € N.Pour n = 0,ona 20 — 1 > 1 . Soit ensuite
n € N telque 2" > n+1.Alrs 27+l = 2.9" > 2n 4+ 2 > n + 2. La propriété est
donc héréditaire. Par récurrence, elle est vraie pour tout 7.

Les deux étapes sont indispensables. Par exemple, la propriété « 9 divise 10™ +1 »est
héréditaire, car 107+1 +1 = 1[]{1[]”4—1} — 9. Pourtant, elle n'est jamais vraie : 10™ +1a
pour reste 2 dans la division par 9.

2. Récurrence double et récurrence forte

Certaines suites sont définies a partir des deux termes précédents. Dans ce cas, I'hérédité doit s'appuyer
sur deux rangs. D'autres énoncés demandent méme tous les rangs antérieurs.

Théoréme :

(Récurrence double) Si P{n) et P(ny+1) sont vraies et si, pour tout 7 = ng,
(P(n) et Pln+1) = P(n+2),alors P(n) estvraie pour tout 7 = 7y,




(Récurrence forte) Si 'P(n[:,:l est vraie et si, pour tout ™ 2 T, la validité de
P(ng)y - - Pln) entraine celle de P(n+1),alors P(r) est vraie pour tout 7 2 7,

Démonstration :

Les deux énoncés se raménent a une récurrence simple. Pour la récurrence forte, posons Q{n) : «
P(k) estvraie pourtout K € [[ng, n]] » Dabord, @(ng) équivauta P(ny) . Ensuite, si
Q(n) est vraie, I'hypothése donne P{n+1), donc Q(n+1). Ainsi Q(n) est vraie pour tout
n., et afortiori P(n). Pour la récurrence double, on applique le méme argumenta Q(n) : «

'P(ﬂ} et 'P{ﬂ—|—1} ».

Tout entier 1 = 2 est un produit de nombres premiers. En effet, 2 est premier. Soit n = 2 tel
que tous les entiers de  [[2, 1] soient des produits de nombres premiers. Si n+1 est premier,
c'est terminé. Sinon, n +1 = ab avec 2 < a,b < n. Par hypothése de récurrence forte, a
et & sont des produits de nombres premiers, donc  7-+1 aussi.

lll. Symboles somme et produit

1. Définitions et regles de calcul

Soit m < m deux entiers et @gq;- - -y & des nombres réels ou complexes. On note
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n i
Z Ap = Gm+a, g +...+a,et H Gp = G X Gy X oo X G,

k=m k=m

Si m > n,lasomme vide vaut 0 etle produit vide vaut 1 .L'indice % est muet: on peutle
renommer sans rien changer.

n41 o)
Rigoureusement, ces symboles se définissent par récurrence : Z Gy = Z 0y —+ Gyl Par
k=m k=wm

conséquent, toutes leurs propriétés se démontrent par récurrence sur le nombre de termes.

Pour des nombres @, bp etdesscalaires X, M :

m n n
linéarité : Z (Aap +pby) =2 Z ag + Z by

i r n
relation de Chasles : Z Gp = Z Gy =+ Z ap pour m < p<n ;

n
e somme d'une constante : Z c = {n—m—i—l} c
E=m
T mn mn n
e produit : H (ay bg) = H ay H br et A = pn—mtl

En général, Zak b;:f,é ZakZbk et H(ak—l'bk:'?é Hak—i—Hb;;.De méme,




I kljl (Aap) = A" kljlflk,etnon )&Hak.

2. Changements d'indice

Un changement d'indice est une bijection entre deux ensembles d'indices. En pratique, deux changements
suffisent presque toujours : la translation 7 = & + p etle retournement 7 = n — k.

Propriété :

i) n+p i) i}
Zakﬂo:‘z aj et Zan_k:Zaj,
k=m j=m+p k=0 i=0

mn i)
Calculons Sp = Z k par retournement. On a aussi Sy = Z l:ﬂ - K‘:l . En additionnant,

n
25, = Z n = n{n+1)  Donc S, = nlntl) |, figure ci-dessous traduit ce calcul : deux
E=10

2
escaliers identiques forment un rectangle de 1 X (n-+1) cases.
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n =6 colonnes

n+1=7

142+ +6

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6

3. Sommes doubles

Une somme indexée par un ensemble fini de couples peut se calculer en sommant d'abord sur une
variable, puis sur l'autre. Ainsi, pour une somme rectangulaire,

mn b i mn
Z Giq = Z Z G 9 = Z Z % 4 . Pour une somme triangulaire, il faut en

1<y 3<n :=19=1 3=1z=1
revanche adapter les bornes :



1<i<j<n j=1:=1 i=1j=1

IV. Sommes télescopiques et sommes usuelles

n

Pour tous nombres Y-+ Y11, 0na Z {“F:+1 —ug) = U, 11~ Um . De méme, si
k=m
o YRl Uag
les g sontnonnuls, H Uy — U
k=m

Démonstration :

n n n+1 n
Par linéarité et translation d'indice, Z Upy1— Z Up = _ Z uj- - Z UL Les
k=m E=m 2=wm+1 E=m

termes d'indice m-+1 a 71 sesimplifient. Il reste donc “n41 ~ Y . Le cas du produit est
identique.

Méthode :

Pour calculer une somme par télescopage, cherchez a écrire le terme général sous la forme
Y11 — YL Les outils usuels sont la décomposition en éléments simples, par exemple

k(k1+1j = % - %_,_1 , et les identités du type & - k! = (k4+1)! — k!,
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Théoreme :

Pour tout m € IN et tout nombre complexe g ?é 1:

i
3 k=t
k=1

-z n(n+1)(2n+1) L 1 — gntl
— E—-—9 -
Z 6 Z 4 I—q

i1
Plus généralement, a1 — prtl = (@ —b) Z ak pr—k
k=0

Démonstration :

Pour la somme géométrique, (1 — q}z gk = Z (g% — g% t1) = 1 —g™*1 par
=0 =0
télescopage. Pour les carrés, on telescope {k—kl% — k3 =3k?43k+1de k=14 n.

On obtient {n—l—l}B —1 = 32 k2 Sﬂ(++l + 5. Il reste ensuite a isoler Z k? eta
factoriser par n—+1.

V. Ensembles finis : les bases du dénombrement




i

Dénombrer, c'est compter les éléments d'un ensemble sans les énumérer. Le cadre rigoureux repose sur
les bijections. Onnote  [[1, n]] = {1,2,...1.,n} ,avec [[1,0]] = B.

Lemme :

S'il existe une injection de  [[1,n]] dans [[1, p]],alors 1 < p.En particulier, s'il existe une
bijection entre ces deux ensembles, alors ™ = [,

Démonstration :

On raisonne par récurrence sur 7. lLecas . = (0 est clair. Supposons le résultat vrai au rang 71,
etsoit f injectivede [[1, n+1]] dans [[1, p]] . Alors p > 1.Soit T la transposition de
[[1, ]] quiéchange f(n+1) et P.Lapplication T o f estinjective et envoie n-+1 sur P
.Sarestrictiona [[1, n]] est donc une injection dans [[1, p—1]] . Par hypothése de récurrence,
n<p-—1,dnc n+1<p.

Unensemble FE est finis'ilexiste n € N etune bijectionde [[1, n]] sur E.D'aprésle
lemme, cet entier 7 est unique : C'est le cardinal de F ,noté¢ |E|, Card E ou # E.

Propriété :

Soit F et F' deux ensembles finis.
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* Toute partie A de [ estfinieet |A| < |E|, avec égalité si et seulementsi 4 = F .
* Il existe une bijection de F sur F' sietseulementsi |E| = |F|.

*Si |B| = |F|, une application de F dans F' estinjective si et seulement si elle est
surjective, si et seulement si elle est bijective.

Le deuxieme point est le principe de base du dénombrement par bijection. Pour compter les éléments d'un
ensemble, on le met en bijection avec un ensemble plus simple.

2. Cardinal d'une union, d'un produit, de I'ensemble des parties

Théoréme :

Soit 4, B deux parties finies d'un ensemble F ,et F unensemble fini.

Si AN B =1,alors |ALJB|: |A|—|—|B|.

Danstous lescas, |AU B| = |A|+ |B|-|AN B|,et |[E\A|l = |E|—-|4|si E
est fini.

A x F| = |A]x |F|.

[P(a)] = 24

Si a = |d|et b = |B|avec 4N B = ,onrecolle une bijection ¢ :[[1,a]] = A etune
bijection 0 : [[1, 8] — B . L'application qui envoie k < a sur (k) et k> a sur
Wk — a) estune bijectionde [[1,a+b]] sur A U B.Ensuite, A U B estlaréunion disjointe




de A etde BYA,et B cellede A Betde B\ A.Onendéduitlaformule générale.
Pour le produit, A x F' est la réunion disjointe des {z} X F', quiont chacun |F| éléments.
Enfin, 'application X — 13 est une bijection de P{A) sur'ensemble des applications de A
dans {0,1}, quien compte ol4| d'aprés la partie suivante.

La formule de I'union se comprend bien sur un diagramme de Venn. Comme le montre la figure ci-dessous,
lasomme |A| 4 |B| compte deux fois les éléments de A M B.

A\B AnB B\A

E IAuB|=|A| +|B| - |AnB]

Remarque :

Pour trois parties, la méme idée donne la formule du crible :
[AUBUC| = |A|+|B|+|C|-|ANnBl-|AnC|—|BNnC|+|ANnBnC|.
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VI. Listes, arrangements et permutations

Définition :

Soit FE unensemblea 7 élémentset p € IN.Une P-listede E estunélémentde gP,
c'est-a-dire une suite ordonnée l::t‘»“l, cy :t?p:l . Un arrangement est une P -liste d'éléments deux
a deux distincts. Une permutation de & est une bijectionde & sur lui-méme.

Théoreme :

e Lenombrede P-listesde FE vaut ¥ .Ainsi,ilya |F||E| applications de FE' dans
.

e Pour ¥ < 71, le nombre d'arrangements de F élémentsde K vaut

AL = nn-1).. (h-p+1) = I:nilp)! Si p=mnilvaut 0.

e Le nombre de permutations de & vaut nl.

Démonstration :

Le premier point découle de |Ep| = |E|1':J , obtenu par récurrence sur P grace au cardinal d'un
produit. Pour les arrangements, raisonnons par récurrence sur . On regroupe les arrangements de
longueur p-+1 selonleurs P premiers termes. Chaque arrangement de longueur P se prolonge
de " — P facons exactement. D'ou Ag‘l'l = (n — p) AE. Enfin, une application de & dans

F correspond a la liste de ses images. Elle est bijective si et seulement si elle est injective, c'est-a-
dire si cette liste est un arrangement de 7. éléments.

En pratique, on visualise ces choix successifs par un arbre. Par exemple, la figure ci-dessous énumere les
arrangements de 2 lettres prises dans {a, b, ¢, d}.



4 choix 3 choix

4x3=12

départ
arrangements

Un code de carte bancaire comporte 4 chiffres. Ily adonc 10% = 10 000 codes possibles. Parmi
eux, Al'ic, = 10x 9x 8 x 7 = 5040 ont leurs chiffres deux a deux distincts.

VIl. Combinaisons, formule de Pascal et binome de Newton

1. Combinaisons et coefficients binomiaux

Soit & unensemblea 7t élémentset k& £ I .Une combinaison de j élémentsde F est
une partiede B & k éléments. Leur nombre est noté [Ydbinom?]nk , lu« k parmi 7 ».
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Théoreme :

Pour 0 < k < n,ona [\dbinom?]nk = #!_H,.Pour k>mn, [\dbinem?lnk = 0.

Démonstration :

Considérons I'application qui associe a un arrangement {1?1, Cey :J?;::l la partie
[3'31: fs4.. -}:}1 $k} . Elle est surjective sur I'ensemble des combinaisons. De plus, chaque partie a
k= éléments est I'image d'exactement %! arrangements, un par ordre possible. Par le principe des
bergers, A,ﬁ = k! [\dbinom?]nk . Ondivise alors par k! .

Propriété :

Pour 1 <k < n:

o symétrie: [\dbinom7?]nk = [\dbinom7?]nn—Fk ;

o formule du capitaine : & [\dbinom?]nk = n[\dbinom?]n—-1k-1 ;

n
e somme : Z [Hdbinam?]nk = Eﬂ
k=0

La symétrie se démontre par bijection : le passage au complémentaire X — & ‘\ X échange les
parties a k éléments et les partiesa n—ik éléments. De méme, la somme compte les parties de  E
rangées selon leur cardinal.

2. Formule de Pascal




Théoreme :

(Formule de Pascal) Pour tous entiers 7 > 1 et 1 < k < n,

(%) = INet?] (B4 [\righht?7]) + [\efs7](" 3 '=)).

Démonstration :

Fixons un élément @ de F,avec |E| = n .Llespartiesad k élémentsde FE se répartissent
en deux classes disjointes. D'une part, celles qui contiennent @ : elles correspondent, en retirant @
, aux partiesa k—1 élémentsde F \.l {a} . D'autre part, celles qui ne contiennent pas @ : ce
sont les parties a k élémentsde E \ {a}.On additionne les deux cardinaux.

Cette formule permet de construire le triangle de Pascal ligne par ligne. Comme le montre la figure ci-
dessous, chaque coefficient est la somme des deux coefficients placés au-dessus de lui.
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Méthode :

Pour démontrer une identité combinatoire, deux voies sont possibles.

e Par le calcul : on utilise la formule factorielle, la formule de Pascal ou une récurrence.

¢ Par double comptage : on compte un méme ensemble de deux fagons, ou I'on construit une
bijection entre deux ensembles.

Par exemple, pour k& [\dbinom?]nk = n [\dbinom?]n—1k—1, on compte les comités de k
personnes munis d'un président. On choisit soit le comité puis le président, soit le président puis les
}s—1 autres membres.




Théoréme :

|

Pour tous nombres complexes @, § ettout n & N,

(a+b)" = kz”:ﬂ (%) ak brF

Démonstration :

Procédons par récurrence sur 7. Pour 1 = (0, les deux membres valent 1 . Supposons la
formule vraie au rang 7. Alors

n n
(a+b)" 1t = Z (TL) aktlpn—Fk 4 Z (T}:) a® 6" 1% pans la premiere somme, on
k=0 k=0

pose 7 = k —+1.Ensuite, on regroupe les termesen 7 pnt+1—3 :

(a+b)" L = pn+1 4 Zn: [[\eft?](f’_l—)—)) + (”;)] ql pPH1=d 4 gn+l,
=1

La formule de Pascal donne alors lerang n-1.

i)
mn n
Avec g = b = 1, onretrouve Z(k)ZE .Avec g = —1 et h = 1,onobtient

k=0
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n
Z ':—1:'}: (TL) =0 pour 71 = 1 .Autrement dit, une partie d'un ensemble non vide a autant
k=0

de chances d'avoir un cardinal pair qu'impair.

La formule reste vraie dans tout anneau, a condition que @ et § commutent. Vous la retrouverez
donc avec les matrices, sous I'hypothese A B = BA .

Ce qu'il faut retenir

e Toute partie non vide de [N a un plus petit élément : ce bon ordre fonde la récurrence et la
descente infinie.

e Une récurrence comporte une initialisation, une hérédité rédigée a 7+ fixé et une conclusion.

e La récurrence double sert pour les suites d'ordre deux, la récurrence forte quand I'hérédité utilise
tous les rangs antérieurs.

« Les changements d'indice usuels sont la translation 7 = & + p et le retournement
g =n—-FK.

n
* Une somme télescopique vérifie Z (Uk_|_1 - u;::' = Upi1] ~ Um .
k=wm

aln+l) nr+D(En+1) o 1— gntl

¢ Les sommes usuelles :
2 & l—g

« Le cardinal se définit par bijection; |4 U B| = |4| + |B|—|A N B|, |4 x B| = |A|B] et
P(E)| = 27

1
e On compte nP listes, ﬁ arrangements, n! permutations et (1) combinaisons.

¢ La formule de Pascal donne le bindme de Newton par récurrence.



¢ Une identité combinatoire se prouve par le calcul ou par double comptage.

Questions fréquentes sur récurrence et dénombrement

Quand faut-il utiliser une récurrence forte plutdét qu'une récurrence simple ?

On utilise une récurrence forte quand, pour démontrer la propriété au rang 71, on a besoin d'un rang
antérieur qui n'est pas forcément 7. C'est le cas pour la décomposition en facteurs premiers ou pour
I'écriture binaire, ol I'on s'appuie sur ﬂ/ﬁ . La récurrence forte n'est pas plus puissante en théorie : elle
se ramene a une récurrence simple sur la propriété « vraie jusqu'au rang 7 ».

Comment savoir s'il faut compter des listes, des arrangements ou des combinaisons ?

Posez-vous deux questions : I'ordre compte-t-il, et les répétitions sont-elles permises ? Si I'ordre compte

avec répétitions, on compte des listes, soit ¥ . Si l'ordre compte sans répétition, on compte des
1

. . . T L
arrangements, soit 7 —=,; . Si l'ordre ne compte pas et sans répétition, on compte des combinaisons,
(n—p)!

soit (ﬂi’,;.) :

Qu'est-ce qu'une démonstration par double comptage ?

On compte un méme ensemble fini de deux manieres différentes, puis on égale les deux résultats. Par
exemple, compter les comités de j% personnes munis d'un président donne

") = n[\let? ﬂ__l righht?]). Une variante consiste a construire une bijection entre deux
k E—1LA1E

ensembles pour montrer qu'ils ont le méme cardinal.

Pourquoi la récurrence découle-t-elle du bon ordre ?

Si une propriété héréditaire et initialisée était fausse pour un entier, I'ensemble des contre-exemples serait
une partie non vide de In. Il aurait donc un plus petit élément %, différent du rang initial. La propriété
serait alors vraie au rang —1, donc au rang 7 par hérédité, ce qui est contradictoire.
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Pour aller plus loin en L1

e Les énoncés : exercices de maths en L1 sur récurrence et dénombrement

Les solutions : corrigé des exercices sur récurrence et dénombrement

A maitriser avant : Logique, raisonnement et ensembles, Applications et relations binaires

Chapitre précédent : Applications et relations binaires

Chapitre suivant : Nombres complexes et trigonométrie

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3


https://mathovore.fr/recurrence-denombrement-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/recurrence-denombrement-corrige-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/logique-raisonnement-ensembles-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/applications-relations-binaires-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/applications-relations-binaires-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/nombres-complexes-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/licence-l1-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths

