Corrigés des exercices de maths en L1

Récurrence et dénombrement

Corrigé de I'exercice 1 : Somme des cubes par récurrence

1. Oncalcule directement: S1 =1, S9 =148 =9, 59 = 9427 = 36 et
54 = 36464 = 100, On remarque que ce sontdes carrés: 12, 32, g2 et 1p2.De
plus, 1, 3, 6 et 10 sontlessommes 1 +...-+ 7 .0On conjecture que

2
s, = (n(ng—l—l)) _

2
2. Pour m =1, notons 'P{n} < g, = ngf:n‘;—lj ».

2y 72
Initialisation: S1 =1 et % — 1 .Donc P(1) estvraie.

Hérédité : soit n > 1 telque P(m) soit vraie. Alors

2 2
Snt1 =5, + (n+1)° = S (n2 4+ 4(n+1)) = (nt1)” (n+2)"

Eneffet, m2 4 4n 4+4 = {n—I—Z}E .Ainsi P(n—+1) est vraie. Par le principe de récurrence,
2
Sp = (”':”;1)) pourtout n > 1.

= n(n+1) n n 2
3. On sait que Z k = —5 . Par conséquent, z k3 = Z k]l .
k=1 k=1 k=1
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Point de méthode : dans I'hérédité, factorisez tot par {n-|-1:|2 . Le calcul devient alors immédiat, alors
qu'un développement complet serait long et risqué.

Corrigé de I'exercice 2 : Inégalité de Bernoulli

1. Soit « > —1 fixé. Pour n € N, notons P{n) : « {1—|—:;:;:|r'r1 > 14+ nx »

Initialisation : (1-|-g;~:|0 —1=140-z.Donc P(0) estvraie.

Hérédité : soit #n € N tel que 'P(ﬂ:l soit vraie. Comme 1+ x = 0, on peut multiplier
l'inégalité par 1 4 & sans changer son sens :

(1+x)ﬂJrl > 1 +nz)(1+z)=1+(n+l)z +nz2>1+ (n+l)z.

Eneffet, nz2 > 0.Donc P{n+1) estvraie. Par récurrence, |:]_—|—:1::|ﬂ > 1+ nx pour
tout n € N.

2. L'hypotheése sert uniquement a garantir 1 + & = 0 lors de la multiplication. Sans elle, I'inégalité

peut tomber en défaut. Par exemple, pour = = —4 et 1 = 3,0na
(1—|—$:|3 = (—3)3 = —927 ,tandisque 1+ 3x = —11.Ainsi —27 < —11 : l'inégalité
est fausse.

n
3. Soit n > 1.Avec 5 — L —1 ., on obtient (1 + %) > 141 = 9 - Ensuite, avec

n =
r = _L qui vérifie 1 > i > —1,on obtient (1 — L)ﬂ = 1_l — L Les deux
n’ = 2= ' in/ = 27 2

inégalités sont démontrées.

Géométriquement, l'inégalité de Bernoulli signifie que la courbe de = — (1—|-:r;:|ﬂ reste au-dessus de
satangenteen 0 sur [—1, 4oo[. La figure ci-dessous l'illustre pour n = 4.



1501 — y=(1+x)*

195 | - Yy =14 4x (tangente en 0)
10.0 1
7.5 -
5.0 1

2.5

0.0

T
contacten x=0

—2.5
—-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0

Corrigé de I'exercice 3 : Une suite récurrente double

1. On calcule UEIBKS—EKEISIpUiS UBIBKE—Z}(S:Qet
Uy = 3X9—-2x5 =17 Lestermes 2,3,5, 9,17 valent 2™ 4 1.0n conjecture que
unzﬁn—l—l.

2. Pour m € N,notons Pn) i« uy, = 2" +1let u, 4= antl 41,

Initialisation : uy =2 =20+ 1let u; =3 = 21 +1.Donc P(0) est vraie.

Hérédité : soit m € N tel que P(n) soit vraie. Alors

u, o =3(2""+1)-2(2"+1)=6-2"—2.2" +1=2"+2 1 1.
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Comme U, | = 27+ 11 fait déja partie de I'hypothese, P(n+1) est vraie. Par
récurrence, u, = 2" +1 pourtout n € N.

3. Leterme g4 dépendde 541 etde g . Une hypothése portant sur un seul rang ne
donne donc aucune information sur I'autre terme. C'est pourquoi I'hérédité doit porter sur
deux rangs consécutifs.

Corrigé de l'exercice 4 : Récurrence forte et écritures binaires

1. Pour m > 1,notons P(n) :« m estunesomme de puissances de 2 deux a deux distinctes

»,

Initialisation : 1 = 20, donc P(1} est vraie.

Hérédité forte : soit 1 > 2 telque P{m) soit vraie pour tout m € [[1, n—1]]. D'abord, si

m = Z 2

. =

n= ';I A , et les exposants 2 4+ 1 restent distincts. Ensuite, si 1 = 2m + 1 est
T

n = 2m estpair,alors 1 €< m < n —1.0nécrit avec I fini. Ainsi

impair, alors m = 1 car n = 3 . L'écriture précédente de 2 n'utilise que des exposants au
moins égaux a 1.0n luiajoute 20, qui est donc distinct des autres termes. Par récurrence
forte, tout entier 7 > 1 est une somme de puissances de 2 distinctes.

2. Convenons que 0 s'écrit comme la somme vide. Notons Q({n) : «si
_ P — J
n= Z 2t = Z 2 avec [, J finis,alors I = J ».Pour n = (J, toute somme

t i 1 1€ J
non vide de puissancesde 2 vautaumoins 1,donc f = J = {Il.

Soit m > 1 telque Q{m) soit vraie pour tout 1 < 7. Supposons

_ P — J
n= Z = Z 2 . Les termes d'exposant non nul sont pairs. Par conséquent,

N = 1€ J
0 &€ I sietseulementsi " estimpair, sietseulementsi O € .J .Posons alors
n—r

m = —5— ,ou T € {0,1} estlerestede 1 modulo 2.On obtient



m= 3 2i-l= § 2571
v € 1, 7 € J
1 > 1 J =1

}

Or m < m. Par hypothése, les ensembles d'exposants {¢ — 1} et {7 — 1} coincident. Ainsi
I = J.L'écriture est unique : c'est I'écriture binaire de .

3. On retire a chaque fois la plus grande puissance de 2 possible. Ainsi 100 = 26 4+ 25 + 22 et
255 = 27 426 195 1 9% 1 23 4 92 4 91 4 90 Eneffet, 955 = 28 —1.

Point de méthode : la récurrence forte s'impose des que I'hérédité fait appel a un rang qui n'est pas le

. ..on n—1
précédent, ici R ou 5.

Corrigé de l'exercice 5 : Récurrences fautives

1. L'hérédité est censée valoir pour tout 7 = 1 . Orl'argument suppose que les deux groupes de
7. chevaux ont un cheval en commun. C'est vraisi 7 = 2, puisque les chevaux numérotés 2
& 7 appartiennent aux deux groupes. En revanche, pour 1 = 1, les deux groupes sont {3}
et {C1} :ils sont disjoints. L'implication P{1) = P(2) n'est donc pas démontrée, et toute
la chaine s'effondre.

2. Supposons que 9 divise 10" 4 1.Alors 107+l 41 = 1[](1[]1r1 + 1) — g est une différence
de deux multiples de 9. La propriété est donc héréditaire. Cependant,

n—1
10" -1 = (10 - ljlz 10% est un multiplede 9 pourtout 7 = 1, et c'est vrai aussi pour
E=0
n=0.Ansi 10" +1 = {lﬂn —1) + 2 apourreste 2 dans la division par 9. La
propriété n'est vraie pour aucun entier 7 : l'initialisation manque toujours.

3. Ontrouve 41, 43, 47 et 53, quisont premiers. En revanche, pour s = 40, on obtient
1600 + 40 + 41 = 1681 = 412. Ce nombre n'est pas premier. Autrement dit, vérifier une
propriété sur de nombreux cas ne démontre rien : seule une preuve pour tout 7 permet de
conclure.
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Corrigé de I'exercice 6 : Bon ordre et descente infinie

a — m
1. Soit 1 un minorantde A .L'ensemble B = {a c ;i_li est contenu dans [+, car
1

@ = . pourtout a &€ A .Deplus, il est non vide. Par la propriété du bon ordre, il a un plus
petit élément b = Gy — M, avec Gy € A Pourtout a € A, onaalors
G — M 2 tg— ™M, donc @ = Gg.Ainsi %p estle plus petit élémentde A .
. s o , Uy .
2. Soit (ty) une suite décroissante d'entiers naturels. L'ensemble g " \r est une partie non
1

vide de [N. Il posséde donc un plus petit élément  Yp . Pour 7 > P, la décroissance donne
Up < Up . De plus, la minimalité donne  Ug = Up .Donc Un = Up pourtout n = p
: la suite est stationnaire.

3. Supposons que I'ensemble X des entiers x > 1 pour lesquels il existe ¥ = 1 avec
Td = Eyz soit non vide. Par le bon ordre, il a un plus petit élément X, associé a un entier ¥.

D'abord, 2 estpair.Si & étaitimpair, x2 le serait aussi. Donc & = 2% avec Ty = 1.
Ensuite, 41:% = 292 C'est-a-dire y? = Eﬁ%.Ainsi yeX . or oyl = ‘%2 < 2, donc

Y < I, Cela contredit la minimalité de . Par conséquent, _X est vide.

Si 3 était rationnel, on écrirait V2 = % avec £,y > 1,etl'onaurait x2 = Eyg. Donc
W9 est irrationnel.

Corrigé de I'exercice 7 : Changements d'indice et produits

n n
1. Parlinéarité, Ap = EZ k- Z 1 = n(n+1) —n ponc A, = n2.Llasomme des
E=1 E=1
7. premiers nombres impairs est un carré.

2. Onpose j = k —2.Quand k décrit [[3,n+2]], 7 décrit [[1, n] . Ainsi



(L n(n+1)(2n+1)
By = 30 2 = KD
=1

T
3. On sépare le facteur constant: Cqp = H 2x

k=1 k=1
sépare les entiers de  [[1, 2n]] selon leur parité :

% . Donc Cy = 2™ ml. Ensuite, on

Par conséquent, D, =1x3x...x% (ﬁn_l} — (Eﬂj'l . Par exemple, pour n = 3, o0n
.

Eﬂ
trouve %:15:1x3x5-

4. Un produit de puissances de méme base est la puissance de la somme des exposants. Ainsi
E, = 3l+2+...+n — 3n(ﬂ+1)f3.

Corrigé de I'exercice 8 : Sommes et produits télescopiques

1. On réduit au méme dénominateur :

1 1 o (k+2) -k 2 ‘
E(k+1) — (k+1)(k+2) = k(k+1)(k+2) = k(k+1)(k+2)

L'égalité annoncée est donc vraie. Posons U = m . Alors le terme général vaut

%{“k — ﬂk—l—l} . Par télescopage,
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kzl k(k+1%(k+2) = %(“1 ~Uny1) = éll - 2(11—!—1%(?14—2)

E

11 1
Cette somme vaut 7 — ey 17y ettend vers 3.

2. Pourtout k& e N, (k4+D)!'—k!'=4k'(k+1-1) = k-k'. Partélescopage,
T
Y k-k= () -0l = (4Dl -1,
k=0

3. On écrit ln(l + %) = ln{ﬁg—|-1} —In % . Ainsi

n
Z ln(l + %) = In(n4+1) —Inl = In(r+1),
k=1

1 =D+ -1k

4. On factorise: 1 —

télescopiques :

k=2 k=2
D n+1 - 1 3 , N
onc P, = o, v aui tend vers 5 Par exemple, Pq = z + Ccequi correspond bien a

1
1-3-

Corrigé de I'exercice 9 : Sommes doubles

1. Par linéarité, Z ':ﬂ + j:' = Z v+ Z 7 Dansla premiere somme, z ne dépend pas de

%3 2,7 %7
_ B Ba L ni(n+1)
7, donc Z Z =N Z P = 5 . Par symétrie, la seconde somme a la méme
i=1 9= =1

—



valeur. Ainsi Z @ + j) = ng(n—|-1j .
l<egr<n

2. Pour 7 fixé, l'indice 7 décrit [[1, 7]] . Donc

L. 5(4+1 n{in+1)(2n+1 n(n+1 n(in+1)(2n+4
Tnzzlj(;;):%((ﬂé 1) (2+))= (n+1)(2n+4),
j:

Finalement, Tn — w

3. Les couples (3, 7) se répartissent en trois ensembles disjoints. Si % < 7 , le minimum vaut 7 .
Si =7 ,ilvaut 4.Si %> 7 ,ilvaut 7,etl'échangede z et 7 montre que cette
n

derniére somme égale la premiere. Ensuite, E r =Ty - E r & Ainsi

7 9 g=1
M, = Q(Tn _ n(ng—l—l)) L n(ng—i—l) _ n(n—l—lg))(n—i—?) _ n(ng—i—l)*

n(n+1)(2n+1) . Pour m = 2, on vérifie:

I+1+142=5=2%3X5

Donc M, =

Point de méthode : pour une somme triangulaire, dessinez les couples (ﬁ, j:l dans un carré. Les
bornes de la somme intérieure se lisent alors ligne par ligne ou colonne par colonne.

Corrigé de I'exercice 10 : Somme des carrés par télescopage

1. Par le bindme, (;g-|-1}3 — k3 =3k? 43k 41.0nsommede k =1 a 7n.Lemembrede
gauche est télescopique, d'ou {n—I—l}B —-1=357+35{+n.
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n(n+1)

5 et en factorisant par n-1 :

2. Onisole Sy en utilisant 51 =

359 = (n+1)° — (n+1) — Sn(ngl) = (n+1)(n2 + 2n — 37”) = n—(n+l)2(2n+l)~

n(n+1)(2n+1)
= .

Donc Sy =

3. De méme, {,i(,;—|-1:|'1 — k% = 4%3 1 6k% 4 4k 4 1. En sommant, on obtient
(n+1)* =1 = 453+ 659+ 451 +n.0r 653 = n(n+1)(2n—+1) et
45 = En{n—I—l} . De plus, {ﬂ,—|-1:|‘i —1—-n = {n—I—l}({n—I—l}B — 1) . Par conséquent,

454 = (n+1)(n3 +3n24+3n—2n2 —n — 2n) = (n+1)(n3 + ng)‘

p
Ainsi Sq = w , comme dans l'exercice 1.

Corrigé de I'exercice 11 : Somme arithmético-géométrique

n n+l .
1. Ona $5ﬂ=zk$k+l.0npose j=k+4+1: o5, = Z(j—l}dﬂj.omsole
=1 _31':2

alorsleterme k =1 de S, etleterme 7 = n+l de =5, :

S,—zS,=z+ Zn: (k—(k—l))xk—n$”+l = Zn: zk —p gntl
k=2 k=1

z(l — ™)

Donc (1 — 1;:, S, = =, — " rn+1, grace a la somme géométrique.



2. Ondivisepar 1 —=x ?é 0 et on réduit au méme dénominateur. Le numérateur vaut
o —gntl g prtl L pntd = a:(l — (n+l)z™ 4+ n £”+1) . On obtient bien la

formule annoncée.

3. Pour £ = %,0na {1—;1::12 — 1. Donc

n
Y k2% =9(1- (412" 4+ 7 27H) = 24270 — 7 — 1) Ainsi

n

> k28 =(n-D2"+t1 42 pour n = 3, ontrouve 248424 = 34 et
k=1
2x 16 +2 = 34.

4, Pour 1 = %,Ies termes ™, {n—i—l}a:” et s pnt1 tendentvers (. Par opérations sur

1/2
les limites, 5, tend vers a Z )2 = 1;”_4 . La limite vaut 2.
—I

Corrigé de I'exercice 12 : Cardinal d'une union et crible

1. Notons 4 et I lesensembles d'étudiants suivant I'anglais et I'allemand. Alors
|4 U D| = 25+418 -7 = 36 . Le complémentaire dans la promotion a donc 40 — 36
éléments. Ainsi 4 étudiants ne suivent aucune des deux options.

2. Onapplique laformulea A4 U B et ¢ :
[AUBUC|=|AUB|+|C|-|(AuB)NC|.or
(AUB)NC = (ANC)U (BN C) pardistributivité. De plus, l'intersection de ces deux
partiesest .4 M B M ' . En appliquant encore la formule, on obtient

|JAUBUC|=|Al+|B|+|C|—1AnB|-|AnC|—|BnC|+|AnBnC|

C'est la formule du crible pour trois parties.

3. Si £ divise M ,alors 2 et 3 divisent 1. Réciproquement, supposons que 2 et 3
divisent 1. Alors 3w estmultiplede 6 car 2|m ,et 2m estmultiplede 6 car
3|m .Donc m = 3m —2m estmultiplede &.Ainsi Az M A3z = Ag, et de méme
AgMAdg = Ay, AN Ay = Adqg, AN AgN Ay = Aqp.
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Ensuite, § — dg est une bijection de [[1, QD]] sur Ag,ou 9p estle plus grand entier tel
que @ gy <1000 ponc |44 = L%ﬂj .

. Onobtient |Ag| = 500, |Ag| =333, |Ag|= 200, |dg| =166, |Aig| = 100,
|A15| = 66 et |Agp| = 33 . Parla formule du crible,

|A9 U Ag U Ag| = b00 + 333 + 200 — 166 — 100 — 66 + 33 = 734.
llya 734 entiers divisiblespar 2, 3 ou 5,etdonc 1000 — 734 = 266 quinele

sont par aucun. La figure ci-dessous donne I'effectif de chaque zone. Par exemple, la zone «
multiples de 2 seulement » contient 500 — 166 — 100 + 33 = 267 entiers.



A> As
133
267 134
33
67 33
67
A5 hors : 266

Corrigé de I'exercice 13 : Applications, injections et parties

1. Numérotons B = [3511 fs4.. -}:}: St?ﬂ}. L'application f— (f{ﬂ?l:l, sy f(:t‘»‘n}) est une
bijection de I'ensemble des applications de B dans F' sur F™.llyadonc |Fﬂ| = p»

applications. De plus, f est injective si et seulement si cette liste est formée d'éléments distincts.
1

llyadonc 7" applications et A% = ﬁ injections.
2. Notons (X ) = 1y etpour f:E — {0,1}, @(f) = F1({1]).Dune part,
P(lx) = {z:1x(x) = 1} = X .Dautrepart, 1¥(f) vaut 1 exactementlaol f vaut
1,donc égale f.Ainsi < est bijective, de réciproque W . Par la question 1,
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P@E)| = 2",

3. Une relation binaire est une partie de Ff x A , qui compte 52 éléments. lly a donc 5n?
relations binaires sur F .

4. Auncouple (A, B)avec A C B,onassocie f valant 2 sur 4, 1sur BY A et 0
horsde B .Réciproquement,a f:E — {0,1,2} onassocie A = f_l{{ﬁ]} et
B = f_l{{l, 2}) . qui vérifient A C B . Ces deux constructions sont réciproques I'une de
l'autre. Ily a donc 3" tels couples.

Corrigé de I'exercice 14 : Codes et anagrammes

1. Uncode estune 4-listede [[0,9] :ilyena 104 = 10000 Les codes a chiffres distincts sont
des arrangements: 10 x 9x 8 x T = 5 040 . Par passage au complémentaire,
10000 — 5040 = 4 960 codes comportent un chiffre répéte.

2. On compte les arrangements de 5 lettres parmi 26 :
26 x 25 x 24 x 23 x 22 = 7 893 600 mots.

3. Les lettres de MATHS sont distinctes : une anagramme est une permutation de ces lettres. Il y en a
Bl — 120 . Pour ANANAS, on choisit d'abord les 3 positions des A parmi &, soit (63) = 20

choix. Ensuite, on choisit les 2 positions des N parmi les 3 restantes, soit 3 choix. Enfin, le S
occupe la derniere place. llya 20 x 3 = 60 anagrammes de ANANAS.

4. Les deux places voisines occupées par Alice et Bruno forment I'une des 5 paires de places
adjacentes. Ensuite, Alice et Bruno s'y placent de 2 facons. Enfin, les quatre autres personnes
occupent les places restantes de 4! = 24 facons.llya 5 x 2 x 24 = 240 dispositions.

Point de méthode : demandez-vous toujours si I'ordre compte. S'il compte, on dénombre des listes ou
des arrangements ; sinon, des combinaisons.



Corrigé de I'exercice 15 : Mains de cinqg cartes

1. Une main est une combinaison de 5 cartes parmi 32.1ly a
(32) _ 32X 31X 30 29 X 28 __ 201 376 mains.

50 120

2. On choisit 2 asparmi 4, puis 3 cartes parmiles 28 autres. On obtient
(é)(ﬁg) = 6 x 3276 = 19656 mains.

3. On passe au complémentaire. Les mains sans coeur sont les partiesa 5 éléments des 24 autres

cartes : il y en a (zg) — 42504 .Donc 201376 — 42 504 — 158 872 mains

contiennent au moins un coeur.

4. On choisit la couleur ( 4 choix), puis 5 cartes parmiles & de cette couleur.lly a
4 x (35) — 4% 56 = 224 telles mains.

5. On choisit la hauteur du brelan ( & choix) et ses trois couleurs ( (43) = 4 choix). Ensuite, on

choisit la hauteur de la paire parmiles T restantes, puis ses deux couleurs ( (%) = 6 choix). ll

va 8x4x Tx6 =1344 fulls.

Corrigé de I'exercice 16 : Chemins dans un quadrillage

1. Uncheminde (* a B comporte exactement 5 pasDet 3 pasH, puisque I'abscisse
augmente de 5 etl'ordonnée de 3. On luiassocie la suite de ses pas. Réciproquement, tout mot
de 8 lettresavec 5 Det 3 Hdécrituncheminuniquede & a B .Untel motestdéterminé

par la position de ses 3 lettres H. Il y a donc (83) = L6 chemins.

2. Un chemin passant par (& se découpe de facon unique en un cheminde & a (' suivid'un

cheminde  a B .Llepremier comporte 2 Det 1 H,soit (31) = 3 possibilités. Le

second comporte 3 Det 2 H, soit (52) = 10 possibilités. llya 3 x 10 = 30 chemins

passant par < et 55 — 30 = 26 qui l'évitent. Sur la figure ci-dessous, chaque nceud porte
le nombre de chemins qui y menent depuis & .
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(53) =10 chemins de C a B

1 4 10 20 35 56 g

O
(;)=3cheminsdeOacC

3. Comme ala question 1, ¢{m, n) = [Heft?]{mtﬂ_;» }).Pour m,n > 1, ledernier pas d'un

chemin vers {m, n} vientsoitde (m—1,n) parunpasD,soitde (m,n—1) parun pas H.
Ces deux cas sont disjoints. Donc ¢{m, n) = c{m—1, n) + ¢{m, n—1). En notant
N =m+net k = n,celasécrit

(I\é) = Neft?] (Y 1)) 4 [\let?] (B, 71 [\righht?]).

On retrouve la formule de Pascal. La figure ci-dessus en donne une lecture directe : chaque
nombre est la somme de ses voisins de gauche et du dessous.



Corrigé de I'exercice 17 : Bindme de Newton et coefficients

1. La Iigne 4 du triangle de Pascalest 1,4,6,4,1 Avec o = 2z et b = —1, on obtient

Z ( ) 2z)* (-1)*=* . ponc 2z —1)* = 1624 — 3223 4+ 2422 — 8z +1.

2. Letermeen 3 corresponda k& = 3 : (7’3) {2$}3 {_1}4 — 35 w 8 2. Le coefficient
vaut 280.

3. Parla formule du binbmeavec ¢ = 2 et h = 1,
n
Efn S S
> (FOF(%)3nF =2
E=10

10
4. onécrit 1,010 = (1 + [j,[jl}l'j = z (10) 0,01% . Tous les termes sont positifs. On minore
k=0

i (E)Ek =3" Avec o = —1et

k=0

donc par les trois premiers: 1 + 10 x [i[:ll + 45 x 0,0001 = 1,1045 | Ainsi
1,0110 > 11045.

Corrigé de I'exercice 18 : Identités par double comptage

1. L'application X — E \ X estuneinvolution de P{E), donc une bijection. Elle envoie les
partiesa k éléments sur les partiesa n — & éléments, et réciproquement. Ainsi

(%) = Dt ( g =) -

2. Comptons les couples {X, r:;:l ou X estunepartiea k élémentset @ &£ X . D'abord, on
choisit X puis @ : E«;(E) possibilités. Ensuite, on choisit @ parmi % éléments, puis les
i : n—1 . O
k — 1 autres membres ;iarml n—1: n[\let?]( k—lhnghht?]} possibilités. Donc
E@(E) = n[ﬂlet?]{l_l[ﬂrighht?j). En sommantetenposant 7 = k —1,
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3. L'application ¢: X — X A {a} ajoute @ a X s'iln'yestpas, et le retire sinon. Elle
modifie donc le cardinal de 4-1, ce qui change sa parité. De plus, o o ¢ = 1d,donc & est
bijective. Elle réalise ainsi une bijection des parties paires sur les parties impaires. Ces deux
ensembles ont le méme cardinal, et leur réunion disjointe est P(E).Ily adonc 9n—1 parties
de cardinal pair.

4. Unepaire {1, 7} avec % < 7 apourplusgrand élément 7.Pour 7 fixé, l'autre élément #
se choisit dans [[1, 7—1]] , soit 7 — 1 possibilités. Les paires se répartissent selon la valeur de

- n—1
. . n O
7 - Par conséquent, Z (7-1) = (2),ce qui redonne Z k= ﬂ(ﬂg ).
1=1 =

Corrigé de I'exercice 19 : Formule de Vandermonde

1. Une délégation de I personnes est une partiea I éléments de I'assemblée : il y en a

[\eft?] {“H_b — E] Classons-les selon le nombre % de femmes qu'elles contiennent. Pour j
ﬁxé, on choisit % femmes parmi @, puis @ — & hommes parmi § . Les termes avec k > a
ou p — Kk > 0b sontnuls, ce qui est cohérent. Ainsi

Z (G007 g =) = Dest?) (T =)

2.0 {l—l-:J:) (1—|—:1::}Ej {1—|—:J:}a+b D'un coté, le coefficient de P & droite vaut
5 .
[Heft?]{“-l_b —+ 7)) par le bindme. De I'autre, le produit de Z ( ;;) zk par Z ( j) zd g
k P

pour coefficient de ¥ la somme des produits avec k& + 7 = p. Deux polynémes égaux
ont les mémes coefficients, d'ou la méme formule.

3. Onprend @ = b = p = n etlon utilise la symétrie [\eft7]( ﬂﬂ_k—r}} = (1) .On



obtient };Zi:[j (T};)E = (EE) .

4. Par la formule du capitaine, k(r'r;_;) = n[\ilet?]l:?;:__ll[ﬂrighht?]} pour k > 1,etleterme
k = 0 estnul. Ensuite, on écrit (1) = [\eft?]( ﬂr'q_kﬁ}:l etl'onpose 7 =k —1 :

ST k(%) = Yy Deftr] (") Ner?](, 7 Mrighbt?]) = n( 2271 rigghi)).
J

La derniére égalité est la formule de Vandermondeavec o = n—1, b=ne p=mn—1
T

2 n—1r, .
. Donc E JE%?(11) = ﬂ( 1 [\rigght?]) . Pour n = 2, on trouve
k=0

Ix442%x1=6 et Ex(gl)zﬁ.

Point de méthode : pour une somme de produits de coefficients binomiaux, cherchez a reconnaitre un
coefficient d'un produit de polyndmes ou un comptage par catégories.

Corrigé de l'exercice 20 : Formule de la crosse de hockey

n
k n+l., .
1. Fixons P.Pour 7 = p,notons Pn) : « E (p) = [\let?]( p+1[‘x“5hht?]:‘ ».
k=p

o _ P p+1l_, .
Initialisation : pour 7 = P, les deux membres valent ( p) =1 = [\let?]( P+1[ll'llll'lghht?:|:| :

Hérédité : soit 7 > p telque P(n) soit vraie. Alors

n+1
Z (kp) = [\let?] {T;j—:_ll[‘arighht?]) + [Eeft?]l:n—;l—P ). Par la formule de Pascal, ce
k=mp

nombre vaut [4let?] {T;_:_El[\irighht?]]. Par récurrence, la formule est vraie pour tout

n2p.
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2. Soit X unepartied p 41 éiémentsde [[1, n+1]], et M son plus grand élément. Alors
m € [[p+],n+1]] .Deplus, X \ {m} estuneparticd P élémentsde [[1, m—1], et
tout choix d'une telle partie convient. Pour 1 fixé, il y a donc [\eft?] (m;1_> }) parties. En

n+1 . k
posant k — m — 1, on obtient [\let?]( p+1[‘11'15hht?]:' = Z ( p) . C'est la méme
k=p
formule, obtenue par bijection.
3. On vérifie : 2(%) + (kl) =klk-1)+k = k2 Ensommantde k =1 3 n,avec
(12) — (0, et en appliquant la formule pour p = 2 puis p =1 :

D K= 2eten)("y ) + Deten] (")) = (ptlptn=l) | nltd)

On factorise par @ tilreste 2(n—1) 4+ 3 = 2n + 1. On retrouve

w n(n+1)(2n+1)
> K= 6 :

k=1

Le nom de la formule vient du triangle de Pascal. En effet, les termes sommés forment une colonne
oblique, et le résultat se lit juste en dessous, comme la palette d'une crosse.

Corrigé de l'exercice 21 : Surjections

1. La seule application de [[1, n]] dans {1} est constante et surjective : s(n, 1) = 1. Entre deux
ensembles de méme cardinal, une application est surjective si et seulement si elle est bijective :
s(n, n) = n!.Enfin, l'mage d'une application définie sur [[1, n]] aauplus 7 éléments.
Donc s(n,p) =0 si p>n.

2. llya 9™ applicationsde [[1, n]] dans {1, 2} . Une telle application n'est pas surjective si et
seulement si elle est constante. Il y a exactement deux applications constantes. Donc

s(n,2) = 2" - 2.

3. Soit f unesurjection de [[1, n+1]] sur [[1,n]].Les n ensembles F~1({y}) sontnon



vides, disjoints, et leurs cardinaux ont pour somme # -+ 1. Ainsi, un seul d'entre eux posséde
deux éléments et tous les autres en ont un. Une telle surjection est déterminée par deux choix.
D'abord, la paire des deux antécédents communs : [\.%eft?](ﬂ_l_l—; D choix. Ensuite, la bijection
entre les 7 classes obtenues et [[1,n]] : m! choix. Donc

Sl:ﬂ—|—1 :l _ ('n+1:m I n ('11;-1:'! .

4. Soit f unesurjectionde [[1,n] sur [[1,p]] et ¥ = f(n).llya P choix pour ¥.Deux
cas se présentent alors.

D'une part, ¥ peut avoir un autre antécédent. Dans ce cas, la restrictionde f a [[1, n—1]] est
une surjection sur  [[1, p]] , et réciproquement : cela donne s{n—1, p) possibilités.

D'autre part, 7 peut étre le seul antécédent de ¥ . Dans ce cas, la restriction est une surjection
sur [[1, p[ \ {v} . ensembled p —1 éléments : cela donne s{n—1, p—1) possibilités.

Donc s(n, p) = p(s(n—1, p) + s(n—1, p—1)) . Par suite,
s(4,2) = 2(s(3,2) +s(3,1)) = 2(6 + 1) = 14, ce qui confirme 2% _ 9. De méme,
s(4,3) = 3(s(3,3) +3(3,2)) = 3(6 + 6) = 36, en accord avec la question 3 pour
n=3.

5. Classons les applications f de [[1,n]] dans [[1, p]] selonleurimage ¥ = f([[1, n])).
Cette image est non vide, de cardinal k& € [[1, p]] .Pour ¥ fixé, les applications d'image ¥
sont les surjections sur ¥ . Par composition avec une bijectionde ¥ sur [[1, Es:]] Jilyena

s(n, k). Commeily a (11,) parties ¥ de cardinal %, on obtient
P

P
p = Z(k)ﬁiﬂs@-%ur n=3et p=2:9x14+1x6=28=23.
E=1

Corrigé de l'exercice 22 : Probleme : pavages et nombres de
Fibonacci

1. La bande de longueur 1 n'admet que C. Celle de longueur 2 admet CC et D. Celle de longueur
3 admet CCC, CD et DC. Enfin, la figure de I'énoncé montre cing pavages de longueur 4. Donc
t1=1, to =2, t3 =3 et t4 =5,
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2. Soit 7 > 2 . La derniere piéce d'un pavage est soit un carré, soit un domino. Dans le premier cas,
le reste est un pavage de longueur . — 1. Dans le second, le reste est un pavage de longueur
n — 2. Ces deux cas sont disjoints, et tout pavage des longueurs n—1 ou n—2 se complete
ainsi. Donc tp, = t,_1 +1t,_g,puis I5 =8 et fg = 13.Llasuite (%) estla suite
de Fibonacci décalée : Ty, = Flp41.

3. Unpavagea k& dominos comporte n — 2jk carrés, soit m — Kk pieces. Il est déterminé par les
positions des k& dominos parmi ces mn — k piéces. Il y en a donc [\ieft?]{ﬂ_kk—; }} pour

[ »/2 ]
0<k<[n/2] Ainsi ¢, = z [\ieft?](”_kk_;}}.Pour n==6:
k=0

(Bﬂ)+(51)+(43)+(33) =14+5+6+1=13.

_1 n
4. Pour n > 1,notons P(n) :« 33" <t < (E ».
2 —— 4
4

Initialisation: 1 < t1 =1< 7 et %

4 < = .Donc P(1) et P(2) sont vraies.

[
o

(%)
Il
]

Hérédité : soit m = 1 tel que 'Pl:n:l et 'Pl:ﬂ—|-1:l soient vraies. Pour la majoration,

f+1=4 <D ans

|
——
=
—_
HR =
_|_
|—'-
—
IA
—_
|
—
=
+
.

bpt2 =tp4l +0p < (

. . 3 10 9 L 3 n—1 3 2 n41
Pour la minoration, 5 +1 = ) = 1 Ainsi tn4o > (i) (i + 1) > (E) . Donc

P(n+2) estvraie. Par récurrence double, I'encadrement vaut pour tout 7 > 1.la
figure ci-dessous, en échelle logarithmique, montre %y entre ses deux bornes.



3 ]
107 —eo— majorant (7/4)"
—s— minorant (3/2)" !

g [ t, (nombre de pavages)
=) )
£107 Iz
=, =g
g t
O
= 104
)
<
o
N

100 -

10 11 12

5. Pour k& > 0, larelation de la question2 aurang k& + 2 donne tx = Tp4o —tip41 .Par

n n
télescopage, Z i = tpy3 — 11 . Donc Z ity = ty43 — 1. Par exemple,
k=0 E=0
1414243 ="7=t5—1.

6. Numérotons les casesde 1 a #1 4 7. Pour un pavage donné, deux cas s'excluent. D'abord,
aucune piéce ne chevauche les cases m et m-1 . Le pavage se coupe alors en un pavage de
longueur M et un pavage de longueur 1 : T, Ty possibilités. Ensuite, un domino occupe les
cases ™ et m-1. Il restealorsun pavagedescases 1 a m — 1 etun pavage des cases

m4+2a m4n: fm_1ty—1 possibilités. Ainsi tintn = Lyy iy + Tpm—1%tn—1.
Pour m = n = 2,ontrouve 2x 241x1 =5 = {4,

Point de méthode : un méme objet combinatoire fournit ici une relation de récurrence, une formule avec
des coefficients binomiaux et une identité d'addition. Classer les objets selon un critere bien choisi est la
clé de chaque question.

Revenir aux énoncés des exercices
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