Optional

Raisonnement par récurrence

Exercice 1:
Soit (U, la suite définie par

=2
Ve N Ups1i=JTot3"

Démontrer par récurrence que :

Vne N, U,<2

soit la propriété de récurrence : P{n)={Pournec N, U, <2}
Initialisation : P(0)
Up=2<2 donc P(0) vraie.
Supposons qu'il existe 7 € [N tel que P(n) soit vraie, Montrons P(n+1) reste vraie.
0<U,,<200<U,+2<4 /U, +2<ViU,41<2
donc P(n+1) reste vraie
(P0);¥n € N, P(n)=> P(n+1)
= ¥ne N, U,<2
Exercice 2 :

Soit (LVy) . lasuite définie par

Ug=2
Ve N, Unp1=20,—3"

Démontrer par récurrence que :

Yne N, U,=3-2"].

soit la proprieacute:té de récurrence : P{n)= {Pourn eN,U,=3-2"}
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Initialisation : P(0)
Up=2=23-29 donc P(0) vraie.
Supposons qu'il existe 71 € [N tel que P(n) soit vraie, Montrons P(n+1) reste vraie.
Up=
donc P(n+1) reste vraie
(P(0);¥ne N, Pn)= P(n+1)
=¥ne N,U,=3-2"
Exercice 3 :

On pose :

n
¥ne N¥, 5, =124224324. +n2=1 " k2.
E=1

a. Calculer 51 59,537,54.

5=
b. Exprimer Sn41 enfonctionde S, .
Yne N¥F, Spp1= .E-'ﬂ—|—|:1rzr—|—1:|2

c. Démontrer par récurrence que :

- . +1)(2n+1
Vne NE ..S'ﬂZﬂIiﬂ :,Ialiﬂ :I.

soit la proprieacute:té de récurrence :

P{ﬂ:l = {POUT"H = [Hﬂ]i : Sn — ﬂ(ﬂ“‘]-:;al:gﬂ‘l‘lj}

Initialisation : P(1)

S1=1= 1(1—|—1)(§>< 1+1) donc P(1) vraie.

Supposons qu'il existe 1, & NE tel que P(n) soit vraie, Montrons P(n+1) reste vraie.



+1)(2n41
Snt1=Sp+tn+1)2 @ Sy = e j,5[ - j—I—{n—I-l)E
2
oS ﬂl:ﬂ+1:||:2ﬂ-;1:|+6|:ﬂ+1)
(n+1)[n(2n+1)+6(n+1)
= Snt+1= : 3 ]

n+1)(2n2+Tn+6 n+1)1n+2)(2n+1)+2
s 5 yp 2 DTS (D) B4

donc P(n+1) reste vraie
(P(0);¥ne Nt | P(n)= P(n+1))

1(2n+1
L vne b 5, 2 AR

Exercice 4 :

1. Le résultat est vrai pourn =1 car:

pitl—yltl =22 2 = @+ )z -y)

Etonsaitque £ +Y¥ =T+ Y et £ —Y =T —Y

Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour un certain entier naturel n. On a :

rrtd _ yn-l-ﬁ — ;E,::Fn-l-l:, _ y{yﬂ+1:l
= z(z"r —y"y) - y(y"y — ")

= 2"tz —y) + y(a™ —y™)

= y(s" —y") + (& — )z

par la formule obtenue pour n=1

Donc, le résultat est bien vrai pour tout entier naturel n.
2.Quandk=n,ona:

3. L'hypothése est vraie pourn = 1 car:

0
sloyl=z-y=(z-y) > zFyl-k
k=10

Supposons maintenant que le résultat soit vrai pour un certain entier naturel n. On a:

el —yntl = (e — ) 4 (x — 4)2" L par la formule obtenue pour la question 1,
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et donc:

n—1 n—1
el _yntl — gz —y) Z chyn—k 4 (z—1)ztl = (- ( Z ckyn—k 4 £n)
k=0

k=0
Donc, le résultat est vrai pour tout entier naturel n.
Exercice 5 :

1. Soient a et x deux nombres tels que a &€ € et :J::Q Q.

On suppose par I'absurde que a+x € 0.

Alors il existe deux entiers relatifs p et g avec q?‘é 0 tels que a-+x :% .

%—a , qui est donc un nombre rationnel puisque p,
g et a sont des nombres rationnels, ce qui contredit I'hypothese que :1:¢ Q.

On peut réarranger cette équation pour obtenir & =

Donc, a—l—a:?_—‘ Q.

2. Soient a et x deux nombres tels que a & Q* et :r:¢ Q.

On suppose par I'absurde que ax T € @,

Alors il existe deux entiers relatifs p et q avec q?‘é 0 telsque ax = g .

On peut réarranger cette équation pour obtenir & = % , qui est donc un nombre rationnel puisque p, q
et a sont des nombres rationnels, ce qui contredit I'hypothése que :J:E Q.

Donc, aX :J:¢ Q.
Exercice 6 :

Pourn=0,0na:

0
Z:Ek:i?[j:l
k=0

et

1—z0+1
l—x

_ 1=z _
_1—,:1:_1

Donc la formule est vraie pour n = 0.



Supposons maintenant que la formule soit vraie pour un certain entier naturel n quelconque. Nous allons
démontrer qu'elle est vraie pour n+1.On a:

3
L

n
k=0

k=0

Par hypothése de récurrence, on a :

n
Eo_ ]—gpnt+l
Z$ - l—r

—pn+l
ok — 11j_$ 4 gl

En factorisant par (1-x), on a:

ntl 1 ortlypntl(l—ua)
2 =

Et donc :
ntl $n+2
Z - 1 T
Donc la formule est vraie pour tout entier naturel n.

Exercice 7 :

Pourn=1,0na:

21: (1% = (-Dlxix1= -1
F=1

et

(-2 % 1+1)—1
) = -1

La formule est donc vraie pour n = 1.

Supposons maintenant que la formule soit vraie pour un certain entier naturel n quelconque. Nous allons
démontrer qu'elle est vraie pour n+1.On a:
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n+1

SRk = S (<1Fk + (—1) )
E=1 E=1

Par hypothése de récurrence, on a :

Zﬂ: (—1)Fk = (—1)"(2n+1)—1
F=1 *

Donc,

n41 11—
S (cyfk = CRERDTL L gy
E=1

En factorisant par 4, on a:

Tf(—l)kk (=D @r )14 (4D
— 4
k=1

En simplifiant, on obtient :

’-ﬂil (1)t = (=1 2+ 1+1)—1
= 4
E=1

Donc la formule est vraie pour tout entier naturel n.
Exercice 8 :
Pourn=20,0ona:
1+ =1> 1400 =1
Donc la formule est vraie pour n = 0.

Supposons maintenant que la formule soit vraie pour un certain entier naturel n quelconque. Nous allons
démontrer qu'elle est vraie pour n+1.

Ona:
(14z)"*! = (142)" x (1+2)
Par hypothese de récurrence, on a :

{l—I—J:}ﬂ >14nr



Donc,
(14z)"*! > (14n2)(142)
En développant le membre de droite, on obtient :
l:l—|—:t?:lﬂ+1 > 14 n+l)z + nrd
Comme x est positif, 2 est positif ou nul. On peut donc écrire :
(142)" ! > 1 4+ (n+1)z
La formule est donc vraie pour tout entier naturel n.
Remarque : cette inégalité est appelée inégalité de Bernoulli.
Exercice 9 :
1. La contraposée de la proposition précédente est :
Si I'entier n est impair, alors y,4—1 est divisible par 8.
2. Supposons que n soit impair, c'est-a-dire n = 2k+1 pour un certain entier naturel k.
Alors :
n2—1 = (2k+1)2-1 = 4k? + 4k +1 -1 = 4(k24k)
Donc n2—] estdivisible par 4.
Pour montrer qu'il est divisible par 8, il suffit de remarquer que }934_;@ est pair pour tout entier k.
En effet, pour k pair, ona k< pair et k pair donc ;;34_}@ pair.
Pour k impair,ona k2 impair et k impair donc ,&;34_;5 pair.
Donc ;;3_|_;<; est pair dans tous les cas et n”™2-1 est divisible par 8.
Donc la contraposée est vraie.
3. On peut en déduire que si n2—1 n'est pas divisible par 8, alors n est pair.

En effet, si n était impair, alors d'aprés la contraposée, m2—1 serait divisible par 8, ce qui est contraire a
I'hypothese de départ.
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Doncsi n2—1 n'est pas divisible par 8, alors n est pair.
Exercice 10 :
1. Nous allons utiliser une démonstration par récurrence.

Vérifions la propriété pourn =1:

1 2 2
1= (141) 1% 4

La propriété est vérifiée au rang 1.

Supposons maintenant que la propriété soit vraie pour un certain entier naturel k, c'est-a-dire :

koo k2 (kD)2
3 KGN
2. Z

Prouvons que la propriété est vraie pour k+1 :

—

k+
E‘B

r=1

k
= VB4 (k4)?
=1
2 2
(HU (k% 4 4k + 4)
_ r;;:;+1j2 (k+2)
= 3

Donc la propriété est vraie pour tout entier naturel n.
2. En utilisant la formule obtenue a la question 1, on peut calculer :

A=131923133 1 1103
10

=2+
=1

_1pdx 114

= 4

3025

Donc A vaut 3025.



Multiples :

Pour tout entier n, on a:

nd —n = n(n? - 1) = a(n-1n+1)

Un produit de trois entiers consécutifs est toujours divisible par 3, car il contient un multiple de 3.

Par conséquent, m{n—L){(n+1) est toujours divisible par 3, et donc 53 — 5, est un multiple de 3 pour
tout entier n.

Exercice 11 :
1. Nous allons utiliser la formule du bindbme de Newton pour développer {n—I—l}S :
(n+1)° = 1n5 + 5n% + 1003 + 1002 4 5n + 1

On peut ordonner les termes en partant du terme de plus haut degré ( 1,5) et en descendant jusqu'au
terme constant (1), ce qui donne :

(n+1)° = n® +5n% +10n3 + 1002 4+ 5n + 1
2. Posons m = n+1. Alorson a :
mo —m = l:ﬂ—l—l:lE — (n+1) = (n+1) {ﬂ4 4+ 5n3 +10n2 4+ 10n + 4)
Nous allons montrer que n% + En® + 10n2 + 101 + 4 est un multiple de 5 pour tout entier n.

Remarquons que si n est divisible par 5, alors n% + 513 4 1002 4+ 100 + 4 est clairement un
multiple de 5 (car le dernier chiffre de n4 est 1).

Sinon, n n'est pas divisible par 5, donc son reste dans la division par 5 est 1, 2, 3 ou 4.
Nous allons distinguer ces 4 cas :

- Sin a pour reste 1 dans la division par 5, alors n4 a pour reste 1 dans la division par 5, et de méme
pour En3, 10n2 et 10n.

Donc nt45n34+10n2410n-+4 a pour reste 0 dans la division par 5.

- Si n a pour reste 2 dans la division par 5, alors n4 a pour reste 1 dans la division par 5, et de méme
pour 5n3, 10n2 et10n.
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Donc nt45n34+10n2410n-+4 a pour reste 0 dans la division par 5.
- Si n a pour reste 3 dans la division par 5, alors n”~4 a pour reste 1 dans la division par 5, et de méme
pour 5n”3 et 10n.

On remarque que 10n< a pour reste 0 dans la division par 5 car il se termine par 00, et que 4 a pour
reste -1 dans la division par 5.

Donc nt45n34+10n2410n-+4 a pour reste 0 dans la division par 5.
- Si n a pour reste 4 dans la division par 5, alors 14 a pour reste 1 dans la division par 5, et de méme

pour 5m3 et 10n.

On remarque que 10n<2 a pour reste 0 dans la division par 5 car il se termine par 00, et que 4 a pour
reste -1 dans la division par 5.

Donc nt45n34+10n2410n-+4 a pour reste 0 dans la division par 5.
Dans tous les cas, n%+5n3+10n2+4+10n-+4 est un multiple de 5.

Donc s 2—yp est divisible par 5 pour tout entier m, et donc 55—y, est un multiple de 5 pour tout
entier n.

Exercice 12 :
Nous allons procéder par récurrence.

Vérifions la propriété pourn =1

La propriété est vérifiée au rang 1.
Supposons maintenant que la propriété soit vraie pour un certain entier naturel k, c'est-a-dire :

k k
Z:lﬂﬁ — {Zﬂ-}ﬁ

=1

Prouvons que la propriété est vraie pour k+1 :



k+1 k
S8 =3 4 (k1)
1=1 r=1
k

= (Y 0%+ (k1)

=1

k(k+1
C(RHDA(RA+4E44)
- 4

(k1) (k+2)

= (g )

Donc la propriété est vraie pour tout entier naturel n.
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