Corrigés des exercices de maths sup

Probabilités sur un univers fini

Corrigé de l'exercice 1 : Univers, événements et systeme
complet

1. 0na A = {2,4,6} x [[1,6]],donc |A| = 18.Ensuite,
B = {(16), @538, 63, (52, (6} donc |B] = 6.&nin, T = [[1,5]2  conc
C] = 36— 25 = 11 Ainsi |A| =18, |B| = 6 et |C]| = 11.

2. A M B signifie « le premier résultat est pair et la somme vaut T ».0r
ANB ={(25),43),(61} donc P(ANB)= 36 Ensuite, d'aprés De Morgan,
AT = AN ¢ «lepremier résultat est impair et aucun six n apparalt ». Cet evenement
vaut {1,3,5} x [[1,5]], de cardinal 15.Donc P(A N B) = ﬁ et P(AUC) = 12

3. Pour toute issue (@, b), le nombre ma3xt(a, b) prend une et une seule valeurde [[1,6] . Les
M 1. sont donc deux a deux disjoints et leur réunion vaut {2 : c'est un systéme complet. De

plus, {max < k} = [[1, ,Ig]]g a L2 éléments. Par conséquent,
|My| = k2 — (k-1)> = 2k —1.0n obtient P(M}) =

ZB: (2k—1) = 36 .
E=1

2k—1 . -
I , et I'on vérifie que

4. Oui. En effet, une issue est soit dans A , soit dans A4 . Dans le second cas, le second résultat est
pair ou impair, sans ambiguité. Les trois événements sont donc disjoints et recouvrent {2 . Leurs
1 1 1

cardinaux valent 18, 3x 3 = 9 et 9. Leurs probabilités sont 50 3 et Z°

Corrigé de I'exercice 2 : Construction d'une probabilité sur un
univers fini
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1. D'aprés le cours, {Ck:'l < k < & définit une probabilité si et seulement si ces nombres sont

£
positifs et de somme 1.O0r ck = 2lc .llfautdonc ¢ = l, qui est bien positif. Ensuite,
21

k=1
2+446 12 1 . 4
P{{E, 4 6}:1 25T =51 € et PI:{Q 5, 6}:1 = 57.Ainsi ¢ = 1’ Pl:pa,lr:l =5
. 1 1 1 . .
2. On décompose K1) — k" E+1- La somme est télescopique :
Z k(kl—i—l) = l—% = g . Il faut donc a-g = 1,s0it g = E.Alors
P( 1]}—5 5 = 15 - De méme, ;Zlk(k+1]_ —Z = 4 -Ontrouve g = ¢,
7 7
P{ }:—2 P{{I,E,S} =g
3. Lasommevaut b(—2—1404+1+2+43) = 3b.Elleégale 1 seulementsi b = %

Cependant, on aurait alors  P({{1}) = —% < (. Aucun réel } ne convient.

Point de méthode : une distribution de probabilités exige deux conditions, la positivité et la somme
égale a 1.0n oublie souvent la premiere.

Corrigé de I'exercice 3 : Tirages simultanés et probabilité
uniforme

1. On numérote les boulesde 1 a &, lesrouges portant lesnuméros 1 a 5. L'univers {2 est
l'ensemble des parties & 3 élémentsde [[1, 8]] . Ainsi |2 = (%) — 56 . Comme les boules

sont indiscernables au toucher, aucune partie n'est privilégiée. On munit donc {2 dela
probabilité uniforme.

2. Pour obtenir % rouges, on choisit % rouges parmi 5 et 3 — k& noires parmi 3. Donc
[\eft?] (3 k—}]}
P(X = k) = ( ) . On obtient P{X = [:]:1 = 56'

PX =1 _sx3_ I8 Px=2=022_Ne px=3==2L1ali

56 — 5 — BB
de X est (516 ég ég 2583,et la somme vaut bien 1415 ;630 + 10 =1.




3. « Au moins une noire » est le contraire de {X = 3}.Sa probabilité vaut 1 —

S
28

Cd

_ 23
— 2

[wu]

Corrigé de l'exercice 4 : Paradoxe des anniversaires

. L'univers 2 = [[1, 365]]k a 73655 éléments, tous équiprobables. Les issues favorables sont les
Jz -uplets d'éléments distincts. On en compte 365 x 364 X ... X (365 —k + 1} cillya 365

choix pour la premiere date, puis 354 pour la deuxieme, et ainsi de suite. Donc
k—1

B 365 — 4
T = Hm 365
T =

. L'événement « au moins deux anniversaires communs » est le contraire du précédent. Ainsi
=1
P 9L .

-0na gqp.q=4q.- % < qk,carle dernier facteur est dans [0, 1] . Donc {qk_} décroit

et (Pk) croit. Comme Poy < % < Pog la croissance montre que Py {% pour k < 22 . Le

plus petit groupe cherché compte 23 personnes. La courbe ci-dessous montre la croissance
rapide de Ppr.

1,00 - essosostotueeee

0,80 -

probabilité

k=23 :pa3=~0,507

0,20 1

—e— Pk : @Uu Moins deux anniversaires communs

0,00 ~— - - - - . . .
0 10 20 30 40 50 60 70

nombre k de personnes
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4. Pourtout z,ona 0 <1-— < e —1/365 . Comme tous les facteurs sont positifs, on peut

365
multiplier ces inégalités. Ainsi
1 k(k—1)
9 < €XP|—365 EZ = eXP\ — 7730
Pour % = 40, I'exposant vaut —% ~ —2,137. Donc Qag < e —2,137 ~~ 0,118 .Onen

déduit Pgg > 0,88 | Ce résultat surprend : il suffit de 40 personnes pour qu'une coincidence
soit presque certaine.

Corrigé de I'exercice 5 : Somme de deux dés et événements {X

€ A}

1. Lavaleur § = j correspond, dans la grille de I'énoncé, a une diagonale. Pour 2 < k < 7, les
couples (a,k —a) avec 1 < a < k —1 conviennent:ilyena k—1=6— |k —7|. Pour
T<k<12,ifaut k—6<a<6,sit 13—k = 6—|k —7| couples. Donc

6—|k—7
P(S = k) = % pour k € [[2,12]].

2. Ona {5 €4} = U (s =kl , réunion disjointe. Ainsi P{§ ’F 11 6 + 2.
M | (5 € {710) =
Ensuite, P(,S‘ c {2 3, 4}} — % . Enfin, les valeurs premieres sont 2, 3, 5, T, 11, d'ou
1+4244+6+2 15 2 1 5
6 = 35 Les probabilités valent 5’ E et 17 "

3. Lavariable I} prend ses valeurs dans [[D, 5]] . D'abord, I} = (0 correspond aux &
doublets. Ensuite, pour d > 1, les couples (@, +d) et (@ +d,a) avec

1<a<6-—d conviennent:ilyena 2(6 —d).Donc P(D = D}:Eet
P(D_.gj)_gmgd) pour 1< d <5, soit %%%%%%,desomme 1.

Xi1+X=Tr,
4. 0na 1§ =7IN{D =1 :{ ’ }.Lesstéme a
= - Ko = 1
la —b] =1 donne (&, b) € {(3,4), (4,3)}. La probabilité vaut 2 -1,



Corrigé de I'exercice 6 : Loi d'une variable f(X)

1. ¥ prendlesvaleurs 0, 1, 4.D'apréslaformuledelaloide f{X),
Py =0)=PX =-1)4+PX =1 = %.Deméme, P(Y =4) = % et
P{Y — [j:l = % La loide ¥ estdonnée par P(Y = [j} — %,
P(Y=1)=P(Y =4 =}.

2.0na Z =1si X estpair, cest-a-dire X € {~2,0,2} ,et Z = —1 sinon. Donc
P{E = 1} = % et P(z = —} = %.Ensuite, W = 0 lorsque X <0, et
W = X sinon. Ainsi P(W = [j:l = g et P{W = 1:1 = P{W — 2} —

o

3. Non: ¥ n'est pas uniforme sur {D, 1, 4} , car ses probabilités different. En effet, I'image d'une
loi uniforme par une fonction non injective n'est pas uniforme en général. Ensuite, —_X prend les
mémes valeurs que _X avec les mémes probabilités, par symétrie. Donc X ~» —_X . Pourtant,

X(w) # —X(w) desque X(w) 5 0, ce quiarrive avec la probabilité % . Deux variables de

méme loi ne sont donc pas égales en général.

Corrigé de I'exercice 7 : Probabilités conditionnelles : deux
enfants

1. Soit U I'événement « au moins une fille »: U = {FF, F'G, GF} donc P(U) = % De

PUFFY) 1/4

plus, {FF} C U .Pardéfinition, Prr({FF}) = -'— | La probabilité

P(U) 34
cherchée vaut %
2. Soit V' «l'ainéestunefile»: V = {FF, FG}  de probabilité % . Ainsi
1/% | a probabilité cherchée vaut L
Py(iFF)) = i3 a probabilité cherchée vaut .

3. Les deux informations ne réduisent pas I'univers de la méme facon. En effet, TJ contient trois
issues équiprobables, alors que ¥ n'en contient que deux. Savoir que I'ainé est une fille ne dit
rien sur le cadet. En revanche, « au moins une fille » laisse ouvertes les configurations F'{F et

(7F'. Le conditionnement dépend de I'événement exact observé, pas de son énoncé
approximatif.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Corrigé de I'exercice 8 : Tirages sans remise et probabilités

composées

1. L'urne contient seulement 3 blanches. Apres au plus trois blanches, la boule suivante est donc
noire. Ainsi T prend ses valeurs dans {1, 2, 3, 4}.

2.0na {T'=k}=Nin...Nn Ng_1N N.Laformule des probabilités composées
s'applique, car les conditionnements portent sur des événements de probabilité non nulle. Avant
chaque tirage, on connait la composition de I'urne :

2 3 3
P(T:U:§22 1 ° _m}?)ﬁl 1
P(r=3)=5433=p P(T=4)=5431=15

2,2
510

1

12 1—) , et la somme vaut

4434241

Laloide 7T est ( i 1.

R

3. Le couple (Nl, E} est un systeme complet. D'apres la formule des probabilités totales,

T 2 1 3 2 1 3
P(Ng)=P(N)PN(No)+ P(N1)Pr(No)=5-4+51=10+10

Donc P{Ng — % = P{Nlj . Ce n'est pas un hasard : par symétrie, chaque boule a la méme
chance d'occuperlerang 2 quelerang 1.

Corrigé de I'exercice 9 : Test de dépistage et formule de Bayes

1. Les données se traduisent ainsi : P(M) = 0,01, Pps(T) = 0,99 et Pyz(T) = 0,02,
Le systeme complet (M, H) et la formule des probabilités totales donnent
P{T} = 0,01 x 0,99 + 0,99 x 0,02 = 0,0099 4 0,0198 . Donc P{T} = 0,0297.
L'arbre ci-dessous résume ce calcul.



0.99 T P(MnT)=0,0099

M 0,01
0,01/

T 0,0001
o
0,99 B
\ 0,02 T P(MnT)=0,0198
0,98
T 0,9702

P(MNT)  0,0099 _ 1
BTy = 0,029?'0“ obtient PT{M} =3

Ainsi, deux personnes positives sur trois sont saines. En effet, la maladie est rare : les faux positifs,
prissur 99 Y%, de la population, sont deux fois plus nombreux que les vrais positifs.

2. La formule de Bayes donne P (M) =

3. 0na P(T)=1-0,0297 = 0,9703 et P(M NT) = 0,01 x 0,01 = 0,0001. Donc

0,0001
Ps(M) = 55003

_ ~ —4 A N
= 0,9703 ~ 1,03 x 10 . Un test négatif est donc trés rassurant.

4. Notons T'1 et T les deux résultats positifs. Par I'indépendance conditionnelle supposée,
P(TyNTy) = 0,992 = 09801 et Py7(T1NTy) = 0,022 = 0,0004. La formule
de Bayes donne alors

. 0,01 x 0,9801 _0,009801 g9
PrinTy(M) = 0,01 x 0,9801 + 0,99 x 0,0004 — 0,010197 = 103

99

La probabilité d'étre malade vaut 103

~2 0,961 . Le second test confirme donc fortement le

diagnostic.

Point de méthode : dans un probleme de dépistage, on écrit toujours les données sous la forme
P(T) et Pyz(T) . Laquantité utile, P (M), s'obtient ensuite par Bayes.
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Corrigé de I'exercice 10 : Trois urnes et probabilités des causes

1. Notons U7p I'événement « I'urne Ut est choisie ». Ces trois événements forment un systéme
complet, avec P({UL) = % et Py, (B1) = % . La formule des probabilités totales donne

1/1 2, 3 1
P{Bljl = E(@ + 7 + @) . Donc P{Bljl =5-

PUDPU(B1) 3%
BB =1 =

2
1 1 1
Pp,(U))=3%, Pp(Uy)=3et Pp (U3)=3-

opufer=
Laplk o

2. Par la formule de Bayes, PEI{U;:} = . On obtient

3. Sachant U'p, les deux tirages avec remise sont indépendants, d'ou PU;;{BI M BE:‘

1+44+9 14
16— 48

Y

=15

Par la formule des probabilités totales, P{Bl A ng = % Donc
7 7/i4 7

A , 1 1 6 7
4, Le méme calcul qu'au 1 donne P(BE} =5 Or P(BI}P{BE} =3Z=n72 ?é 5 . Les
événements 51 et By ne sont pas indépendants. En effet, une premiére boule blanche
rend plus probable I'urne  T7'3, riche en blanches : elle augmente donc les chances d'une seconde
blanche.

Corrigé de I'exercice 11 : Rang du premier pile

1. Chaque X ; vaut 1 avec la probabilité P et 0 sinon.Donc X rv B{p} . L'indépendance
des lancers signifie que X1,. .. X5 sont mutuellement indépendantes.

2. Le premier pile estaurang k% siles %k — 1 premiers lancers donnent face et le j% -ieme donne
pile. Ainsi {T' =k} ={X=01N...N{Xr_1 =0N{XE =1} et
n

(T =0 = () {X;=0}.
=1

3. Par indépendance mutuelle, les probabilités des intersections sont des produits. Donc
P{T = }g} = {1—33}}*"_11; pour 1 <k < n,et P(T = [j} = {1_p)n. Par la somme

A _ 1-(1—p)"
géométrique, Z I:l—p:lk lp =P —(lil—p_';:l =1- {1_15':'“ . En ajoutant l:]_—p:lﬂ )
k=1



on trouve bien 1.

k
4. L'événement voulu est m {Xﬁ' = D} , et l'indépendance donne encore un produit. Sa
r=1
probabilité vaut (1—}5}}*’ , avec la convention d'une intersection vide égale a {2 pour

kB =0.

Point de méthode : on n'a jamais décrit {2 . Les variables X ; et leur indépendance suffisent a tout
calculer, ce qui est I'intérét de la modélisation par variables aléatoires.

Corrigé de l'exercice 12 : Nombre de bonnes réponses a un

QCM

1. Pour = € [[1,10]], soit X; I'indicatrice de I'événement « la réponse 7 est juste ». Le candidat
répond au hasard, donc X, rv B(%) . De plus, les questions sont indépendantes, donc les

X ; sont mutuellement indépendantes. Or X = X1 +... -+ Xqg. D'aprés le théoréme du
cours, X suit la loi binomiale B(lD, %) .

10
. D'abord, P(X = [:]:1 = (%) = lgigggﬁ ~~ 0,056 . Ensuite,
P(X = 1} = 10 % . (%)9 — 1[]‘;;['39 . Par passage au contraire,
_ 310 1 10x 3% 13 x 39 _ 255879 .
P(Xz22)=1-"—10 — =1-"3 =1-1548576

Donc P(X = 0) % 0056 et P(X > 2) = 280 o o756

. La probabilité d'obtenir au moins 5 bonnes réponses vaut environ 0,078 , comme le montre
I'histogramme ci-dessous. Le hasard donne donc la moyenne moins d'une fois sur douze. Les
valeurs les plus probables sont 2 et 3.
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0,282

0.25 1 0,250

enrouge: X=5
0,20 1 0,188 P(X>5)=0,078

015 0,146

P(X = k)

0,10 -

0,056 0,058

0,05 -

0,00 -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

nombre k de bonnes réponses

Corrigé de I'exercice 13 : Mode d'une loi binomiale

1. Notons § = 1 — p.Comme P et g sontnonnuls, tousles b sont strictement positifs. De

—k b —k
plus, [\eft?]( g:_l—h:l:l = (TL)E +1 - Donc bl_l = E—i—l:j:jgj

2. Comme (k+1)g>0,ona bgi1 > by sietseulementsi (n —kjp > (k+1)(1 - p).En
développant, celas'écrit np —kp > k +1—kp —p,soit np+p > k +1. Ainsi
bpr1 2 b © k41 < (n+1)p,avecégalitée bgi1 = by sietseulementsi
k+1=(n+l)p.

3. Posons m = | (n+1)p |.Comme 0 < (n+l)p<n+1,ona 0 < m < n. Dapresle?2,
lasuite (bg) croltpour & < m , puis décroit strictement pour & > m .Si (n+1)p n'est
pas entier, toutes les inégalités sont strictes. Le mode est alors unique et vaut | (n+1)p | .
Si (n+1)p = m estentier,alors m > let b,,—1 = b,, .Dans ce cas, il y a deux
modes: m —1 et m.

4, Pour n =10, (n+l)p = 2,75 :le mode vaut 2, ce que confirme I'histogramme de
l'exercice 12. Pour n = 11, {n+1)p = 3 est entier. Les modes sont 2 et 3.En effet,

(1h)3% = 55x39 et (11)38 = 165x 38 = 55x 3°.



Corrigé de I'exercice 14 : Loi conjointe donnée par un tableau

1+3—|—2+2+3+1

1. Tous les nombres sont positifs. Leur somme vaut — 1. Le tableau

définit donc bien une loi de probabilité sur {0, 1, 2} x {D 1}.

2. On somme les colonnes :  P(X = () = % + 12—2 PX =1) = 13—2 %% eBt ;
P{X — 2} = 12—2 + % . Ensuite, on somme les lignes : P{Y = ) 1rot+4 . Ainsi
X a pour loi (%: %: %) et ¥ ;B(%)

3.0na P(X =0,¥Y = D} = 12 Or P(X = D}P(Y = [j) — =.Les variables X et

Y ne sont donc pas indépendantes.

4. On regroupe les cases selon la valeur de & + % . D'abord, P{X +Y = [j} = L . Ensuite,
P(X +Y =1) = P(1,0) + P(0,1) = §+% . De méme,
PX+Y =2)=P2,00+P(1,1) = 17 et PX+Y =3) = 15 La loi de
X 4+Y est (%: 15—21 15—21 %) sur {0,1,2,3} . Enfin,

P(X = Y) = P0,0) + P(1,1) = ﬁﬂ%,soit L.

5. On divise laligne ¥ = 1 par P{Y = 1:1 — =. La loi conditionnelle de _X sachant

—
—

1Y =1} est (ﬁ’ 5 %) Elle différe de la loi de X, ce qui confirme la dépendance.

Corrigé de l'exercice 15 : Minimum et maximum de deux dés

1.Oona {V <k} = {X1 < k} N {Xq < k}. Parindépendance, PV <K= (%)2 :
Ensuite, P(V = R::l = PI:V < R::l — P{V < k- ljl , car {V < k—l} C {V < R:}.
2 _(p—
Donc P{V — R;:l — k2 — (k—1)° _ 2k—1,

nl nd

2. Deméme, {U > k} = {X1 > k} N {Xq > k},dol P(ng}:(n—kﬁ-l)ﬁ.
Ensuite, P(U = k) = P(U > k) — P(U > k +1) . Ainsi
[n—k—i—l]z—(n—k]z An— K +1

ni ni

P(U = k) =
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3. Soient %,7 € [[1,n]].Si ©> 7, I'événement {U = &, V = j} estvide.Si t = 7 ,ilse
réduita {X7 = Xg=1}.Si 1<7,ilvaut

{(X1, X9) = ()} U{(X1, X9) = (5,4)} . Donc P(U =1,V = 5} vaut
i 1<y, Lsi i=7,et Osi

2
3 > 7 . On retrouve la loi marginale de ¥
-;l .
| | N _25=D+1 -1
P(V:j}:ZP{U LV = 7) = - —
1=1

4. Comme = = 2 ona P(U

n, V. =1) = 0.Pourtant, P(IJ = n) = % et

T om
P{V = :1 = —5 sont non nuls. Les variables {7 et 1 ne sont pas indépendantes

7

5. Pour n = &, lafigure ci-dessous représente les cases concernées. On lit P(V — 4} =35
P{U =

2}_36et P(U =2,V
P{U =2 =%

— -'-L:l — E Ainsi P{V = 4}

g et PU =2V =4 = 18 , qui difféere bien de



rose : {V=4} (7 cases) hachures : {U=2} (9 cases)
points verts : {U=2, V=4} (2 cases)

w

second dé X,

%

7

N

nnmamIRmmy
R s\\\\\

/)
7

1 2 3 4 5 &)
premier dé X,

Corrigé de I'exercice 16 : Indépendance deux a deux sans

indépendance mutuelle

1. L'univers {P, F'}? est muni de la probabilité uniforme. ona A = {PP, PF}
B = {PP,FP}, C = {PP,FF},tous de probabilit¢ % .
ANB=ANC = BnNC = |PP}, de probabilité % = 5 - 5 . Les événements sont
donc deux a deux indépendants. Cependant, A4 M B M ¢ = { PP}, de probabilité %?é % lls
ne sont donc pas mutuellement indépendants.

Ensuite,
11
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2. Chaque événementa 4 éléments, donc une probabilité % .Deplus, ENFNG=11},de

G 1 133 _ s 341
probabilité = = (E) .Enrevanche, B N F' = {1,2,3}, de probabilit¢ £ 3.Les
événements ne sont pas mutuellement indépendants : la formule produit doit étre vérifiée
pour toute sous-famille.

3.0na A = (AN B)U (AN B), réunion disjointe. Donc
P(A N B) = P(A)— P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B)). Ainsi
P(ANB) = P(A)P(B) : A et T sontindépendants.

4, A estindépendant de lui-méme si et seulement si P{A M A} = P{Ajg,c'est-é-dire
P(A)(1 — P(A)) = 0.cCelaéquivauta P(4) € {0,1}.

Corrigé de I'exercice 17 : Fiabilité d'un systeme de composants

1. Le courant traverse '1, puis I'une au moins des deux branches paralléles. Donc
S =FN({FyUF3).

2. Posons Y, = IF{ . Ces variables sont mutuellement indépendantes, carles F'; le sont. Or
lp2 UFg = ma,}:{Yg, Yg) est une fonction de {Yg, Yg} . D'aprés le lemme des
coalitions, ¥1 et max(¥ p, ¥ '3) sontindépendantes. Par conséquent, F'j et F'g U F'g
sont indépendants. Ensuite,
P(FqU F3) =1~ P(F)P(F3) = 1- (1 - p)* = 2p — 2 . Donc
P(S) = p(2p - p?) = p22-p).

3. Pour p =09, ontrouve F(5)=081x11=0891,

4, Si €' esten panne, le systéme I'est aussi : F_‘l C § .Donc
P(F1NS§) = P(F{)=0,1.parailleurs, P(§) =1-0,891 = 0,109 . Ainsi
= 01 _ 100 .
PE{FI} = 5,108 = 109 ~ 0,917 . Le composant  €'1 , sans secours, est donc le point faible

du montage.

Corrigé de I'exercice 18 : Coalitions de variables de Bernoulli




1. S estune somme de deux variables de Bernoulli indépendantes de parametre . Donc
S~B2p: PS=0=(-p)?, PS=1=2p1-p, P(S =2 = p2.
Ensuite, @ vaut Qou l,et P(@ =1 = P(X3=1 X4 =1) = p2 par
indépendance. Ainsi @ ~ B(p?).

2. S estunefonctionde (X7, Xn)et @ unefonctionde (X3, X4).Cespaquetssont
disjoints. D'aprés le lemme des coalitions, 5 et <! sontindépendantes.

3. Comme @ € {0,1} ,ona {§=Q}={5=0,@=0U{5 =1, =1}, réunion
disjointe. Par indépendance :

P(S =Q)=(1-p)*(1 — p2) + 2p(1—p) p2

Ha
ot

1
+2-3-

A%

Pour p = % , on obtient % .

4. Non : les deux variables font intervenir X1, et le lemme ne s'applique pas. D'ailleurs,
{X1X3=1} C{X1 =1} C{5 >1}.Donc P(§ =0,X1X3=1) = 0,alorsque
P(§ =0P(X1X3=1) = {l_p}ng} 0.Les variables S et X{X3 nesont

pas indépendantes.

Corrigé de I'exercice 19 : Somme de deux lois binomiales

indépendantes

1. On développe (1 + ;r;}”'i'm =(1+ ;p}n(l + x}m par la formule du binéme. Le coefficient

=
mn b
de z= vaut [\eft?](" + ™47 & gauche. A droite, il vaut E (k)[‘\'ﬂf'ﬁ?]{ =),
k=0
avec la convention indiquée. Deux polynomes égaux ont les mémes coefficients, d'ou la

formule de Vandermonde.

2. Soit s € [[0, n+m] . Lafamile ({X = k})g < k < n estun systéme complet, et
(X +Y =slN{iX =kl={X=kKY =5— R:} Par indépendance, avec

g=1l-p:

P(X+Y =5) Z ( ) gk \eft?]( 7, =) pskgm s TE = ps gntme Si(%)[\eft?](;’ik—}))
= =0

Lestermesol k > mn ou s — k& > sont nuls par convention. Par Vandermonde,
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PX+Y =9 = [\eis?)(" T )pogntm—s : X +Y ~ Bln+m,p).

3. Soient Z1,... Zp+m indépendantesdeloi B(p).Posons X' = Z;+...+ 7, et
Y = Zpi1+...4+ Zptm Aors X' ~ B(n, p) et ¥/ ~ B(m, p), et elles sont
indépendantes par le lemme des coalitions. Le couple {X’, Y’} a donc la méme loi que
(X, Y:l , car la loi conjointe est le produit des marginales. Par conséquent, X + ¥ a méme
bique X'+Y' ' =2Z14...4 Zpipm Onretrouve X +Y ~ B(n+m,p).

4, Pour k compatible( 0 <k <n, 0<s—k <m)ona

(%)pkan—FNeten]( = Nps—hgm =R (FNefs?)( =)
Mert7] ("7 ) psgntms T Dert?)(")

PX=k|X+Y =s)=

Cette loi conditionnelle ne dépend pas de . C'est la loi du nombre de boules blanches dans
un tirage simultané de 5 boules parmi 71 blanches et 7" noires (loi dite hypergéométrique,
hors programme).

Corrigé de I'exercice 20 : Variable indépendante d'une fonction
d'elle-méme

l.Ona P(X = D,Xg =1)=0,car X = 0 impose X2 —.0r
P{X = D}P{Xﬁ — 1} — %%?é 0.Les variables X et X 2 ne sontpas

indépendantes.

2.1 X2 =1 surtout §2.Pour = € {-1,1},
P(X = £, X% =1)= P(X = 1) = P(X = £)P(X? = 1). Les variables X et
%2 sont donc indépendantes.

3. Soit ¥ € ¥(f2). Pourtout = telque f(r) = vy,ona {X =z} C {¥ = 4}, donc
P(X = z,Y = y) = P(X = z).D'aprés la formule de la loide f{X) puis
l'indépendance :
P(Y=y)= Y PX=zY=y= 3 PX=cPY=y=PY=y)?
fz) =y Sz) =y

Ainsi P(Y = y) € {0,1} . Or ces probabilités ont pour somme 1 surl'ensemble fini ¥7{f2) .
Exactement une valeur ¢ vérifiedonc P(¥ = ¢ = 1.

4. Soit Z une variable aléatoire, z € Z(f2) et y € Y(f2).Si yF c, alors



P(Z =2Y =y <P¥Y=y)=0=PZ=2P(Y =y).5i ¥=c,alors
P(Z = z,Y?é c) = 0, donc

P(Z =2 Y =c)= P(Z = z) = P(Z = z)P(Y = c). Une variable presque
sirement constante est indépendante de toute variable.

Corrigé de I'exercice 21 : Piece truquée et indépendance

conditionnelle

. Ona P(E} = P(R) = % . Sachant &, les lancers sont indépendants, donc

n
PE':An:' — (%) . Sachant R , la piece donne toujours pile : PH{AH} = 1.D'aprés la

1 1 2" +1

formule des probabilités totales, P(An} = 7t + 7= a1

P(R)Pg(Aqn) 1/2
. Par la formule de Bayes, P4 (R) = PA,) = @ 1 Donc
F
Py (R)= Z’ﬂ?——i—l .Pour i = 3, celavaut g . La limite vaut 1 :une longue série de

piles désigne presque slrement la piece truquée.

. L'événement « pile au lancer 7 + 1 » intersecté avec A, vaut Ani1 . Ainsi

P(Any1) _ 2™l 41 gndl  ontl 4
Pan(Ant1) = "pra,y = “gnrz 7 q = gnbl Ly

Cette probabilité tend vers 1 quand n — 4o .Pour m = 0, on retrouve bien
3
P(A) =3

. Ona P(Pl} = P{Al) = % et, par symétrie du calcul, P(Pg} = % En revanche,

P(P1NPq) = P(Ag) = % = % .0r P(P{)P(Py) = %.Les événements P et

P15 ne sont pas indépendants. Iis le sont sachant & et sachant R , mais pas pour P .
En effet, le premier lancer renseigne sur la piece, donc sur le second : I'indépendance conditionnelle
n'entraine pas l'indépendance.
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relais

1. Notons 'y «le bit est correct aprés 7 relais ». Le couple {f_’fm f_’Tn} est un systeme complet.
Le relais 7 4+ 1 agit indépendamment des précédents. Donc Pcn{6n+1} = et
Pﬁn(gn-l—l} = 1 — p : un bit faux redevient juste s'il est inversé. D'aprés la formule des
probabilités totales, P41 = P P, + ':1 - P:' {1 - Pﬂ:'. Ainsi
Ppai = (2p — 1}Pn +1—2p.si P, vaut 0 ou 1, laformule reste vraie par un calcul
direct.

2. C'est une suite arithmético-géométrique. Son point fixe £ vérifie £ = {Ep — l}f +1— p, soit
1 , 1 1
2(1-p£ =1—p,donc £ = 5 Ensuite, p .4 —5 = (2p — 1)(pﬂ — i) . Donc

1, @p—1)" _ i L Lebi
p, =5+ g Comme [2p —1| <1, lasuite (P _) converge vers 5 - Le bit recu

devient donc aussi imprévisible qu'un lancer de piece.

3. Soit W le nombre de relais fautifs. Les erreurs sont des épreuves de Bernoulli indépendantes de
paramétre 1 —p ,donc N ~ B{n,1— p) . Le bit final est juste si et seulement si IV est
pair, car deux inversions se compensent. Ainsi

Z (ﬂk)(l_p)k pn_k — (P + (1 - P))n _QF (P —(1- P))n

k pair

P, =

En effet, la demi-somme des deux développements binomiaux élimine les termes d'indice impair.
1+ (2p—1)"

On retrouve
E, 5

140,810 140,074
2 ~ 2
Py ~= 0,554 Ensuite, P,, <0,6 équivauta 08" <0,2.0r 0,87 ~2 0,210 et
0,88 ~z 0,168 , etlasuite (0,8") décroit. Le plus petit entier cherché est n = 8. La
figure ci-dessous compare ce cas a celuiol 7 = 0,2, pour lequel 2p —1 <0 et la suite
oscille.

, soit

4, Pour p =09 ona 2p—1 = 0,8.Donc Py =



1,00 1

—— p=0,9
—o— p=0,2
0,80 1 ———- limite 1/2
0,60 - e T e et e et n e ettt 0.6
c
O feemtefeden e et e 9 —————C 00— —_—
0,40 1
0,20 -
0,00 -

0 2 4 6 8 10 1I2 14 16 18 20
nombre n de relais

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : indépendance et fonction

indicatrice d'Euler

1. Les multiplesde ¢ dans [[1,n]] sont d,2d,.. .,g +d,car d divise n.llyena E Par la

probabilité uniforme, P(Ag) = ﬂTM _ 1,

2. Les P, sont des nombres premiers distincts, donc deux & deux premiers entre eux. D'aprés le
lemme de Gauss, un entier divisible par chacun des P, est divisible par leur produit. La réciproque
estimmédiate. D'ou Ap; N...MN Ap, = Ap;...p,. . Soit maintenant I C [[1, r]] non

vide. Le méme argument donne m Ap'f = Adf , avec dI = H B, , qui divise 1.

= 1 €T
Parle 1,
P( () 4r)=4,= 11 7, = I P(4»)
v ) T dp T P, = /"
v e I 1€ T t €T
Les événements Apy, ... Ap_ sont donc mutuellement indépendants.

1
3. Pour m = 8,ona Aa C 4q,donc P(AQF]A4} = P{A%} = @.Or
P(A)P(Ay) = % . Les événements A; et A4 ne sont pas indépendants. En effet,
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2 et 4 ne sont pas premiers entre eux : savoir que 4 divise K garantit que 2 le divise.

4. Un entier A est premier avec 7 si et seulement si aucun diviseur premier de 7t ne divise K .
Cet evénement vautdonc Ap; M ... M Ap_ . D'apres la propriété du cours, les contraires
d'événements mutuellement indépendants sont mutuellement indépendants. Par conséquent,

0 = p( ) 47) = T (1~ 4)

=1

™
1
En multipliant par 7, on obtient @':ﬂ:' =Tn H (1 - jTt) .
=1
— 93, 37 — .22 -
5.0na 360 = 29 % 34 % 5. Donc @{36[]} = 360 53 F = 96 . Ensuite,

1001 = 7x 11x 13 ,dot @(1001) = 6 x 10 x 12 . Ainsi (360) = 96 et
fpl:lDDl:l = 720,

Point de méthode : pour prouver l'indépendance mutuelle, on vérifie la formule produit pour toute sous-
famille, pas seulement pour la famille entiere.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : probabilités sur un univers fini, cours de maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur probabilités sur un univers fini

A maitriser avant : Dénombrement

Chapitre précédent : Dénombrement

e Chapitre suivant : Espérance, variance et inégalités probabilistes

e Le méme théme en L1 : probabilités finies, exercices de maths en L1


https://mathovore.fr/probabilites-univers-fini-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/probabilites-univers-fini-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/probabilites-univers-fini-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/denombrement-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/denombrement-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/esperance-variance-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/probabilites-univers-fini-exercices-maths-l1

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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