Exercices de maths sup

Polynomes

Exercice 1 : Degré, coefficient dominant et composition

Dans cet exercice, KK = [ ou .

1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de 4 — (XE—H}B _ {XE—l)E.

2. Soit P unpolynébme de degré . = 1 et de coefficient dominant @ . Déterminer le degré et le
coefficient dominant de  P{X +1) — P(X).

3. Soient P et & dedegrés p = let g = 1, de coefficients dominants @ et { . Montrer
que deg(FP o @) = pg et préciser le coefficient dominant de P o Q.

4, Existe-t-il P € C[X] telque P2 = X3 4+ 1?Telque PoP = X2 417

Exercice 2 : Deux divisions euclidiennes

1. Effectuer la division euclidiennede 4 = X° — X3 1 2X2 f1par B = X2 - X 41
dans R[X].

2. Effectuer la division euclidiennede 2X3 —3X2 4+ 4X —1 par 2X — 1. Controler le reste
par une évaluation.

3. Déterminer leréel a pourlequel X2 — X +1 divise X% 4+ aXxX2 1.
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Exercice 3 : Restes par évaluation

Soit n € N avec m > 2. Sans effectuer de division posée, déterminer :

1. le reste de la divisionde X ™ par (X -1)(X-2);
2. le reste de la division de  x™ par {j‘{—lj2 ;
3. le reste de la division de ¥ 2027 par x4 +1;

4. le reste de la divisionde X ™ par X3 _ X .

Exercice 4 : Racine évidente et factorisation

1. Soit P = 2X3 —3X2_-3X + 2. Vérifierque 2 estracinede P, puis factoriser P en
produit de polyndmes de degré 1 .

2. Soit & = X% - X3 _7X2 1+ X 4 6. Chercher deux racines évidentes, puis factoriser
completement & dans R[X].

3. En déduire les solutions réelles de I'inéquation 2x3 —3z2 -3¢ + 2 > 0.

Soit P=2X*-5X3+ X2 43X 1.

1. Calculer P{1) et P(-1) parla méthode de Horner. En déduire le quotient de P par
X -1.

2. Combien de multiplications la méthode de Horner utilise-t-elle pour un polyndme de degré 7 ?
Comparer avec le calcul direct de E 0 ack , ol chaque puissance est calculée séparément.



3. En appliquant plusieurs fois la méthode de Horner en 1, déterminer les coefficients de
P(X—|—1) .

4. Retrouver le résultat précédent a l'aide de la formule de Tayloren 1.

1. Soit P = X°-6X%4+13X3-14X2 412X — & . Déterminer la multiplicité de la racine
2 . Factoriser P dans R[X],puisdans C[X].

2.5it n>2et @=X2"_nX"tl 4 nX X"l _1. Déterminer la multiplicité de 1
comme racine de €} .

Exercice 7 : Racine double imposée

Soit n € [[\.]*.

1. Déterminer les réels @ et § tels que {X—ljg divise P = gXn+l 1 px™ 41,
2. Pour ces valeurs, montrer que 1 est exactementracine doublede P .

3. Déterminer le réel X pour lequel X3 _3x -+ A admet une racine double, puis factoriser le
polyndme obtenu (on trouvera deux valeurs de 2 ).

Exercice 8 : Divisibilité, polynomes associés et racines de l'unité

1. Soient A et B deux polyndmes unitaires telsque A |B et B|A . Montrerque A = B

2. On note j' = ngﬁfB . Montrer que, pour tous 7, M € [N, le polynéme X2 + X 41 divise
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K 3n+l + X 3m+2 +1.
3. Soient a@,b € N* avec a|b.Montrerque X% _1 divise Xb_1.

4. Plus généralement, on écrit b = ag + r avec 0 < r < a. Déterminer le reste de la division
de Xxb_1 par x%_1.

Onnote <11 L L3 lesracines complexes, comptées avec multiplicité, de
P=X3-2X243X-5.

1. Domner 0 = T} + Ly + Tz, 0y = T3y + T T3+ TP et I3 = L1573,
2. Calculer :t?% + :t:% + :]S‘% . Les trois racines peuvent-elles étre réelles ?

3. Calculer %1 —+ % —+ %3 .

2 2 3
4. Calculer x] + Ty + T3.

5. Calculer (14 x)(1 4 x5)(1 + z5).

Exercice 10 : Systemes symétriques et racines liées

1. Résoudre dans (2 le systéme

2. Déterminer les réels } pour lesquels le polynéme X3 _7x -+ X possede deux racines dont
['une est le double de I'autre. Donner alors ses trois racines.



Exercice 11 : Produit de sinus par les racines de l'unité

Soit n > 2 et ,, — gdim/n,

n—1 n—1 n—1
1. Justifier que X" -1= H I:_X — w}*’:l. En déduire Z wk et H wk .
k=0 k=0 k=0

n—1
2. Montrerque 14+ X +...+ X7l = H (X — wk) . En déduire la valeur de
k_

=1
n—1
H{l —wk),
E=1

3. Montrer que, pour tout réel &8, |1 — ei:'5'| = 9 Sing :
Bl Ear n
4. En déduire que H SIN"m = a1 . Vérifier directement la formule pour n = 4.

k=1

Exercice 12 : Formule de Leibniz et somme des carrés des coefficients binomiaux

1. Soient m, k& € N. Calculer la dérivée k -iemede X ™.

2. En appliquant la formule de Leibniza X 2n — x "™ %« X" , montrer que
SWLAY: _ (En)
> (3)=00).
k=0

3.50t P = (X—a) @ avec m>1et Q)+ 0.Calculer P/ eten déduire que o
est racine de multiplicité exactement m —1 de p/ .

4. Calculer la dérivée 7 -ieme de X3(1—|-X}ﬂ, puis sa valeuren —1.
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Exercice 13 : Formule de Taylor polynomiale

1. Ecrire P = X793 + X2 _ 4 comme combinaison des puissances de {X—I—l}.
2. En déduire, sans division posée, le reste de la division de P par {X—|-1:|2.

3. Déterminer le polynéme @ € R3[X ] telque @(1) =2, Q'(1) = -1, Q@"(1) = 4 et
@'""(1) = 6. L'écrire en puissances de X .

Exercice 14 : Racines simples de I'exponentielle tronguée

Soit n > 1 et Py = T

/
1. Calculer P, — Py, .
2. Montrer que toutes les racines complexes de ., sont simples.

3. On suppose 1 pair. Montrer que Pﬂ{:ﬂ} = 0 pour tout réel 2. On pourra étudier le minimum
de la fonction z — Py,(z) sur R.

Exercice 15 : Montrer qu'un polynéme est nul

1. Soit P € R[X] telque P(z+1) = P(x) pourtoutréel =.Montrer que P est constant.
2. Montrer que la fonction cosinus n'est pas une fonction polynomiale sur [K.

3. Soit P € R[X] telque P{—z) = P(z) pourtout x € [0,1].Montrerque P est pair,
c'est-a-dire que ses coefficients d'indice impair sont nuls.

4. Soit P € R[X] telque P(k) = k2 pourtout k € N .Déterminer P .



Exercice 16 : Euations polynomiales fonctionnelles

Déterminer tous les polynémes P € C[X] qui vérifient :

1. PI:E_X:I = ZP{X:I :
2. PoP =PFP;

3. P(X%) = (X?4+DP(X).

Exercice 17 : Polynomes de degré au plus n et polynome réciproque

i) m
Soit 5, € N¥.Pour F = Z O Xk € Kp[XT, on pose P* = Z a1 X pour tout

T ?é 0, onadonc p*{i;:, — " P(%)

1. Montrer que K,[X] est stable par dérivation et par P — P({X +1), mais pas par
P XP.

2. Montrer que (P*)" = P etque (AP +@) = AP 4+ Q" pour P,Q € Kp[X] et
AeK.

3. Soit @ ?‘é 0 uneracinede P . Montrer que % estracine de p¥.

4, Onditque P estréciproquesi pP* — p.Montrerquesi 7. estimpairet P réciproque,
alors —1 estracinede P .

5. Application : factoriser 92X 3 + 3X2 43X -+ 2 dans C[X] et vérifier que ses racines non
réelles sont de module 1.
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On cherche une courbe polynomiale passant par les trois points représentés ci-dessous.

guelle courbe polyngmiale de degre
8 1 au plus 2 passe par des points ?
(-1, 6)
6 o
> 4 -
(2; 3)
(1;2)
2] o
0
-2 -1 0 1 2 3

1. Ecrire les polynémes de Lagrange L, L1, L9 associés aux points —1, 1 et 2.

2. Endéduire l'unique P € Ro[X ] telque P(-1) =6, P(l) =2 et P(2) =3 .Le
développer.

3. Décrire tous les polynémes &' € R[] qui prennent les mémes valeursen —1, 1 et 2.

4. Déterminer 'unique € € R3[X] qui vérifie ces trois conditions et Q{0) = 0O .

1. Déterminer le polynéme F € Rg[X ] qui coincide avec la fonction sinusen 0, % et .



Comparer P(%—T) et sin%.

Dans la suite, 1 = 1 ,lesréels Lpi- - Tn sontdeux a deux distincts, L, . .., Ly sontles

T
polyndémes de Lagrange associés et W = H {X - 1:}':' .
=0

n n
2. Montrer que Z L; =1 etque Z . Ly =X

Wf{st:ﬁ-} = H {a:z- — :r:j-} W

e ,puis que Lz = e mﬁ-]W“’[m{]'

3. Montrer que

n
1
7 . _— [:]
4. En déduire que E . W”[:rt-) .

.=

Exercice 20 : Polyndomes de Tchebychev

On définit la suite (T'p) de R[X ] par Tg =1, Ty = X et Tpyy=2XTp41 -7y
pourtout m € IN.Llafiguremontre T'7 & g sur [-1,1].
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1. Calculer T'q, T3 et Tg.

2. Montrer que, pour 7. = 1, T, estdedegré 7 etde coefficient dominant 9n—1 .
3. Montrer que T'y(cost) = cos(nt) pourtoutréel  ettout n € N.

4. Montrer que T, est I'unique polyndme vérifiant la propriété de la question 3.

5. Montrer que Tﬂ(—x} = (_l}n T, -

6. Pour n > 1, déterminer les racinesde Ty dans [—1,1].En déduire que Ty, estscindé a
racines simples sur [R, et écrire sa factorisation.

| o =l (kD)
7. Pour 1 = 2p pair, en déduire la valeur de COs™ 7 -

k=0

Exercice 21 : Probléeme : polynomes de Legendre




Pour n > 1,onpose U, = (X2 —1jﬂ et L,
chaque dérivée de /3 a une racine de plus dans |—1,1].

= Ug'f:' . La figureillustre lecas n = 3 :

15 — U3 =(x2=1)3 (normalisé) — U (normalisé)

—— Uj (normalisé) — U (normalisé)

—-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0

X
1
1. Montrer que L, estde degré 7 et de coefficient dominant @ .
.

2. Montrer que L, (-X) = {—ljﬂ Ly -
3. Enécrivant U7, = (X—1)"(X+1)" . calculer Lp(1) et Lp(-1).
4. Montrer que, pour 0 < k < n—1, Ugfj'{l} = U,l':rf:'{—l} = 0.

5. Montrer par récurrence que, pour 1 < k& < n, Ugf":' admet au moins j racines distinctes
dans |-1,1[.

6. En déduire que Ly, estscindé sur [, a racines simples, toutes situées dans ]—1,1[.

1
7. Soit €} € IRn_l[X] . Montrer que an(@Q{g:} do = 0.
—1
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Exercice 22 : Factorisation de X~4+1 et de X~ 6-1

1. Soit P € R[X] et z € C uneracinede P de multiplicit¢ . Montrer que Z est aussi
racine de P, de méme multiplicité.

2. Déterminer les racines complexes de x4 -+ 1. Factoriser x4 -+ 1 dans E[X] , puis dans
R[AX] en produit de deux polyndmes de degré 2.

3. Factoriser X6 _1 dans C[X],puisdans R[X].

4. En déduire une factorisationde X% 4+ X2 41 dans R[X].

Exercice 23 : Probleme : interpolation d'Hermite

1. Montrer qu'il existe au plus un polynéme P € R3[X ] telque P{0) =10, P’(D:l =1,
Pl)=1le P()=0.

2. Déterminer ce polynéme.

Soient maintenant 1 = 1, desréels Tgi- -1 Tn deux a deux distincts, et Lg, ..., Ly les
polyndmes de Lagrange associés. On pose, pour 0 < 2 < n,

Hi=Q-2LYz)(X —x,))L? et K; = (X —z,)L7.

T

3. Calculer Hé'ii:j':' : HE(J-TJ':' : Hé'if*j:' et KE(:FJ-:I pour tous %, 7 .
4, Soient des réels Y- - Y, et Zmi- - Fn. Montrer qu'il existe un unique
P € Ront1[X] telque P(z,) =y, et P'FI::EE-:I = z, pourtout £, etl'exprimera
l'aide des H; et K.

5. Retrouver le résultat de la question2avec n =1, g =0et o =1.



Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

¢ Le cours : polyndémes, cours de maths sup

e A maitriser avant : Nombres complexes et exponentielle complexe, Structures algébrigues usuelles :
groupes, anneaux, Corps

¢ Chapitre précédent : Calcul matriciel et systémes linéaires

¢ Chapitre suivant : Arithmétique des polynomes et fractions rationnelles
e Le méme théme en L1 : polynémes, exercices de maths en L1

e Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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