Exercices de maths en L1

Polynomes

Exercice 1 : Degré, coefficient dominant et intégrité

Dans cet exercice, KK = [ ou .

1. Déterminez le degré et le coefficient dominantde P = (X—|-1}5 — (X—l)S .

2. Soient P, € R[X] tels que P = XQE. En comparant les degrés, montrez que
P=0g=0.

3. Déterminez tous les polyndmes P € R[X] tels que {P"}g — 4P

Exercice 2 : Divisions euclidiennes

1. Effectuez la division euclidiennede 4 = X4 + IX3 X + 3 par B = x4 + X +1.
2. Effectuez la division euclidiennede 4 = 2X° — X3 + X +1par B = X3 _Xx +1.

3. Soient A, B € [E[X] avec B ?é 0 . Justifiez que le quotient et le reste de la division de A4
par B sontles mémes, que I'on divise dans R[X'] oudans C[X].

1. Vérifiezque 1 estracinede P = X% 4+ X3 _7X2 _ X 16, puis factorisez entiérement
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P dans R[X].

2. Soit P € R[X] telque P(r +1) = P(x) pourtoutréel Z.Montrezque P est constant.
On pourra considérer P — P(0) .

3. Soit m & M. Existe-t-il un polyndme P de degré au plus #%, non nul, qui s'annule en
0,1,...,m ?Etunpolynébme de degré n -+ 1 ? ustifiez.

Exercice 4 : Multiplicité d'une racine

Onconsidére P = X5 X3 1 5X2_1.

1. Montrezque 1 estracinede P etdéterminez sa multiplicité.

2. Factorisez P dans R[X].

3. Soit m > 1.Déterminezlesréels @ et b telsque (X — 1}2 divise gX 7+l +px"™ +1.

Exercice 5 : Reste d'une division par évaluation

Soit 7 = 2 un entier.

1. Déterminez le reste de la division de X ™ par (X — 1)(X —2).

2. Déterminez le reste de la divisionde X ™ par (X — 1}2.

3. Soit & £ [k.Déterminez le reste de la division de {cosﬁ' + X sin.ﬂ}ﬂ par X2 +1.

Exercice 6 : Racine double et parametre



Pour A € [R,onpose Py = X3 -3X -+ A . La figure ci-dessous représente quelques fonctions
r = Pylx).
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1. Déterminez les valeurs de } pour lesquelles #'3 posséde une racine multiple.
2. Pour chacune de ces valeurs, factorisez F'3, .

3. Sans calcul supplémentaire, déduisez-en le nombre de racines réelles distinctes de P3 selon .

Exercice 7 : Polynomes a racines simples

T X'E:
Pour . = 1,onpose Fnp = Z I
k=0

1. Calculez P, — P,f:l .
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2. Montrez que #,; n'a que des racines simples dans .

3. Soit @ € € nonnul. Montrezde méme que X ™ — 4 n'a que des racines simples.

Exercice 8 : Factorisations dans C[X] et R[X]

1. Factorisez X% 4 1 en produit d'irréductibles dans C[X ], puis dans R[X].
2. Factorisez X6 _1 dans C[X], puisdans R[X].

3. Déduisez de la question 2 la factorisation de X% 4+ X2 41 dans R[X].

Exercice 9 : Racines conjuguées d'un polynome réel

1. Vérifiezque 1+ estracinede P = X4 _2x3 1 3X2_9X 1 2.
2. Déduisez-en la factorisation de P dans R[X] puisdans C[X].

3. Déterminez le polynéme réel unitaire de plus petit degré qui admet 3 comme racine double et 1
comme racine simple.

Exercice 10 : Relations entre coefficients et racines

Onnote ¥1s ¥y T3 lesracines complexesde P = X2 —3X2 4+ X +2.

1. Sans calculer les racines, déterminez £ + Tn + Tg, LTy + L{Tg + TyTqget L1TT3,

1

o 1 1
2. Déduisez-en :]?%—F:F%—l—:ﬂ%, $1—|-$—2—|-$—3 et :E‘%—F:E%—F:E%.

3. Vérifiezque 2 estracinede P, calculez les trois racines et contrdlez les résultats précédents.



1. Résolvezdans (23 lesysttme = +vy + 2z =2, zy+yz +z2z0 = -1, zyzr = 2.

2. On admet que lesracinesde P — X3 _gxa 4 23X — 15 sonten progression
arithmétique. Déterminez-les.

, , 1 1 1
3. Soient @, b, ¢ lesracinesde X3 + pX 4+ g ,avec g ?é 0. Calculez a2 T 13 + 5 en
fonctionde P et 7.

Exercice 12 : PGCD et relation de Bézout

Onpose 4 — X4 _let B= X3 4+2X2 412X +1.

1. Calculez A A B par l'algorithme d'Euclide.
2. Déterminez deux polynémes {7 et V¥ telsque AU + BV = A A EB.

3. Retrouvez le PGCD en factorisant .4 et B dans E[X]

Exercice 13 : PGCDde X" n—-1let X" m-1

Soient 7. et M deux entiers naturels non nuls. On note & —= % A ¥ leur PGCD dans £ .

1. Montrez que si ™ divise j,alors X" _1 divise Xk _1.

2. Onécrit = gm + 7 avec 0 < r < m . Montrez que le reste de la divisionde X ™ _ 1 par
X™_1 et X" 1.
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3. Déduisez-en que {Xﬂ —1) A (Xm -1 = xd 1.

4. Application : calculez {Xlg —1) A {Xlg —-1).

Exercice 14 : Irréductibles et analogie avec les entiers

1. Soit P € K[X] dedegré 2 ou3. Montrezque P estirréductible dans K[X ] si et seulement
s'il n'a pas de racine dans [« .

2. Montrezque X3 — 9 estirréductible dans Q[X']. On admettra qu'une racine rationnelle g
irréductible d'un polynéme unitaire & coefficients entiers vérifie § = 1 et P divise le coefficient

constant.

3. Montrezque X% + 4 n'a aucune racine réelle, mais qu'il n'est pas irréductible dans IR[X] ni
méme dans Q[X].

4. Soit P irréductibleet A quelconque dans K[X'] . Montrez que soit P divise A , soit
Pad=1.

Exercice 15 : Partie entiére et pdles d'une fraction rationnelle

X84 0x?

On considere —
£ X411

1. Déterminez les pbles de &' et leur multiplicité, ainsi que ses racines.
2. Calculez la partie entiere de F'.
3. Décomposez F' en éléments simples dans R{X).

4. Interprétez la partie entiére pour la courbe de & — F'(z) .



Exercice 16 : Poles simples dans C(X)

Onnote 4 — Egé’”ﬁ :

1. Décomposez en éléments simples dans C({X ).

_1
X3—1
2. Déduisez-en sa décomposition dans R{X ).

Eﬁﬁ:k*ﬂ'ﬁn

3. Plus généralement, pour n = 1 et Wy = , montrez que

1 = wy

1= R), X—ar-
X 1 =0 b

Exercice 17 : Pdle double et dérivées successives

4X +1

IR F —
On considere X0 — 12

1. Ecrivez la forme de la décomposition en éléments simples de  F' dans R{X), puis calculez ses
coefficients.

2. Vérifiez le résultat en un point bien choisi.

3. Pour n € N, calculez la dérivée 7 -iéme de la fonction f:xz — F(z) sur ]I, oo .

Exercice 18 : Décomposition dans R(X)

M
1. Décomposez F' = (00 — 1)(x(Z 1) & €léments simples dans R{X) .

2. Décomposez la méme fraction dans C({X ) et vérifiez la cohérence avec la question 1.
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3. Décomposez (7 = X dans R(X)
' TOX24+ X +1 '

Exercice 19 : Somme télescopique

1. Décomposez X(X—I—lljl[X—I—E]l en éléments simples.

n
1
2. Déduisez-en, pour 1 > 1, une expression simplede Sy = Z E(E+1)(E+2)
k=1

3. Déterminez la limite de 5, quand 7 tend vers —oo .

Exercice 20 : Dérivée logarithmique

Soit P € C[X] non constant, de racines distinctes #1s- - » £r de multiplicités s+ - = M,

Pl N ™
1. Montrezque &

2. Onsuppose P € R[X] scindé sur R a racines simples. Montrez que {P’}E —PP">0

sur .

1
1 — whk”

n—1
3. Sit n =2 et — Ezﬁfrf”.CaIculez Z
k=1

Exercice 21 : Factorisation de X~ n — 1 et produit de sinus

Soit n > 2 et mkzegékﬂf” pour 0 <k <n-1.



1. Ecrivez la factorisation de x™ —1 dans C[X].

2. Donnez sa factorisation en irréductibles dans [R[X] , en distinguant 7 pairet % impair.

n—1
3. Montrez que H (l-wg)=n.
EF=

n—1
4. Déduisez-en que H SiH(T
E=1

Exercice 22 : Probléeme : polynomes de Tchebychev

On définit une suite de polyndmes par I'np =1, T = X et Tp41 = 2XT, — Ty 1 pour
n > 1. Lafigure ci-dessous représente 'y, Ty, Tz et T4 sur [-1,1].

NP

™

E 0.0
—0.5 1
-1.0

TN, —— T =—T3 — T4

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00
X

1. Calculez Ty, Tg et Tg.
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2. Montrez que, pour n = 1, T, estdedegré 7 et de coefficient dominant 9m—1 . Montrez
aussique 7'y alaparité de n.

3. Montrez que T'p(cosf) = cos(nd) pourtoutréel § ettout n € N.

4. Pour m > 1,déterminez 1 racines distinctes de Ty dans [—1,1] . Déduisez-en la
factorisation de 7'y, dans R[X] et la simplicité de ses racines.

. _ . _ =l (k4D
5. Al'aide des relations entre coefficients et racines, calculez Z CO5— g~ pour n > 2.

k=0

| =l (kD)
6. Pour 7 pair, calculez Cos™q "~ .

k=0

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en L1

Le cours : polynémes, cours de maths en L1

A maitriser avant : Nombres complexes et trigonométrie, Arithmétique des entiers

Chapitre précédent : Arithmétique des entiers

Chapitre suivant : Systemes linéaires et calcul matriciel

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre


https://mathovore.fr/polynomes-fractions-rationnelles-corrige-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/polynomes-fractions-rationnelles-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/nombres-complexes-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/arithmetique-des-entiers-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/arithmetique-des-entiers-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/systemes-lineaires-matrices-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/qcm-maths-l1

e Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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