Exercices de maths spé

Polynomes d'endomorphismes

Exercice 1 : Polynomes minimaux de matrices simples

Déterminer le polyndme minimal de chacune des matrices suivantes, puis préciser si elle est
diagonalisable.

1 0 1 11 0 0 1
A=(02 0)J=1111)C=[00Q 0
0 3 1 11 0 0 O

1. Calculer (A —2I3)(A —3I3)et (A —2I3)? (A —3I3).Endéduire Ty.

2. Calculer j2 enfonctionde J.Endéduire Ty et dim R[J].

3. Déterminer Mg,

Exercice 2 : Sous-algébre engendrée par un projecteur

Soit P un projecteur d'un [ -espace vectoriel E de dimension finie, avec p f,é Oet p ?é 1d g

1. Montrer que 7p = X2 — X . En déduire une base de  K[p].

2. Soient a,b € K . Montrerque aidg + b p estinversible si et seulementsi @ ?é 0 et
a4+ b ?é 0.

3. Dans ce cas, déterminer son inverse sous laforme cidg +d p.
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Exercice 3 : Un polynome annulateur de degré 2

Soit A € M,(R) telleque A2 —-3A 427, = 0, avec A?“: I, et A?é 2f, .

1. Déterminer M4 et Sp(A) .
2. Montrer que A est diagonalisable.
3. Montrer que A estinversible et exprimer 4 —1 comme polyndme en A .

4, Pour k € N, exprimer A%k comme combinaison linéairede A et 1, .

Exercice 4 : Inverse par Cayley-Hamilton

On considére les matrices

0 1 O
P=(00 1) A=13+F =
1 0 0

—_ =
O =
—_ =

1. Calculer pZ et P2 .Endéduire (A — 13}3.

2. Montrer que X , = X3 -3X2 43X —2 et vérifier le théoréme de Cayley-Hamilton.

3. En déduire que A estinversible et calculer 4—1.




1. Soit A = ([l"-,ll'aj,i" ] é‘;; }) € ME{I}{} Vérifier par le calcul que
—tr{A}A+de (A) I'q

2. Soit A € Mqy(K) nilpotente. Montrer que 42 — (.

3. Déterminer toutes les matrices A € My(R) tellesque A2 = —I5, en fonction de leur trace
et de leur déterminant.

Exercice 6 : Puissances par division euclidienne

. 3& -1 )
i
Soit A = ([Ha,a,jr.]l 21 .
1. Calculer X 4 .Lamatrice A est-elle diagonalisable ?

2. Pour n € IN, déterminer le reste de la division euclidienne de X ™ par X 4 .Endéduire A"

3. On définit deux suites par ug = 1, vy = 0 et, pourtout n, U, g = Uy = Up,
Upi1 = Up T Un  Exprimer Up et Yp enfonctionde 1.

Exercice 7 : Matrices nilpotentes

Soit IN € M., (C) nilpotente, d'indice P : NP = ( et el ?é 0.

1. Déterminer ™ jy.Endéduireque P = m,puisque N — (.
2. Montrer que Sp(IN') = {0}, puis que Xy = X" et te(N) = 0.
3. Montrer qu'une matrice nilpotente et diagonalisable est nulle.

4. Montrer que [, — IN estinversible et que son inverse est un polynéme en I que I'on
précisera.
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Exercice 8 : Matrice compagnon

Soient n>2et @=X"4a X" 4. . +a, X +aj€KX].Oonnote C la
matrice de Mﬂ{ﬂ{) dontla colonne % est €g41 pour 1 < k < n—1,etdontladerniére
colonne est l:—fl,j, 0.y —fln_ljl , ol I:E*l, Cen En] est la base canonique de K" .

1. Montrer que C¥ €y = €y pour 0 < k < n—1.Endéduire que degm~ = n.
2. Montrer que Q(C)e; = 0, puisque Q(C) =0,
3. Endéduireque T = X = Q.

4. Construire une matrice de M3(R) de polynéme minimal X3 — 92X + 1. Est-elle
diagonalisable dans M3 (R} ?

Exercice 9 : Polynome minimal et spectre

Soit A € M4(R) de polynéme minimal 1 , = (X — D)2 (X +2).

1. Déterminer Sp(A]) .Lamatrice A est-elle diagonalisable ?
2. Déterminer les polyndmes caractéristiques possibles de A , et la trace correspondante.

3. Développer T 4 .Endéduire que A estinversible et exprimer 4—1 comme polynémeen A

4. Donner une matrice A diagonale par blocs qui réalise chacun des cas trouvés a la question 2.

Exercice 10 : Inversibilité et polynome minimal




1. Soit u € L(E), avec FE de dimension finie. Montrer que % est inversible si et seulement si
my(0) £ 0, etquedans cecas u~! € K[u].

011
2. Soit M = (% E{ %]) Enécrivant M = J — I3 ,00 J atous ses coefficients égaux a 1,

déterminer T jif .

3. En déduire que M estinversible et calculer pg—1.

Soit © = 2 un entier. La figure ci-dessous représente les racines 6-iémes de I'unité dans le plan
complexe.
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. Soit A € M,(C) telleque AP = I, .Montrerque A estdiagonalisable et que ses
valeurs propres sont des racines P -iemes de ['unité.

. Soit A = (—1/2 — 3%/2 & —1/2 ).Vériﬁerque R3 = Iq . Lamatrice H est-elle
diagonalisable dans MR} ? dans My(C) ?

. Soit A € M_,(R) telleque A3 — A .Montrerque A estdiagonalisable dans M,,(R).




Soit A € M,(R) telleque A2(d —1,)=0.

1. Montrer que A est trigonalisable et que Sp(4) C {0,1} .
2. Montrer que R" = ker A% @ ker(d —I,).
3. Montrer que A est diagonalisable si et seulementsi 42 — A .

4. Montrer que tr(A) = dimker(4d — 1) .

01 0
5. Vérifier que B = (8 % D) vérifie BQ{B — I'3) = 0 sans étre diagonalisable.

-

Exercice 13 : Lemme des noyaux et projecteurs

Soit % un endomorphisme d'un [ -espace vectoriel E! de dimension finie tel que ;3 = 1.

1. Montrerque B = ker u @ ker(u —idg) @ ker{u +idg).

2. Exprimer les trois projecteurs P, Py, F_1 associés a cette décomposition comme polyndémes
en u.

3. Pour k& > 1,simplifier 5,2k et 4,2k+1.

4. Montrer que rglu) = tr{wu?) .

Soit E un [ -espace vectoriel de dimension 7., et u £ ﬁ{E} tel que
w3 —wu?+u—idg =0.
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1. Factoriser X3 — X2 4 X —1 dans R[X].En déduire
E = ker(u —idg) @ ker(u? +idg).

2. Montrer que % est inversible et exprimer ;—1 comme polynéme en u.
3. Soit F' = ker(u? +idg) . Montrer que F' eststable par u etque dim F' est paire.

4. En déduire que si " est impair, alors 1 est valeur propre de .

soient A € Mp(K), B € Mg(K) et M = ([Hrajr?] ﬁéﬁg,).

o PA) 0
1. Montrer que, pour tout polynéme P, P{M) = ( ] P,P(B)) .
2. Endéduireque "4 estleppcmde T4 et Tg.
3. Montrer que M est diagonalisable si et seulementsi A4 et FH lesont.
. , . 1&1 ) ( 1&0 )
. kil — ? — 2
4. Application : déterminer s pour A = ([l"-,ll'aj.i".] 081 H et B = [[\ray?] 0 2 2 H-

Exercice 16 : Sous-espaces caractéristiques d'une matrice 3x3

o 1 0

1 -1 22

1. Calculer X 4 . Déterminer les sous-espaces propres. La matrice A est-elle diagonalisable ?
Donner T 4 .

2. Déterminer les sous-espaces caractéristiques F'; = ker(d — 13}2 et



Fo = ker(A —2I3).

3. Trouver une base {fl, fg, fgjl adaptée a R3 = £ @ Fq, avec fl vecteur propre et
I:A — 13) fg = fl. Ecrire la matrice T de I'endomorphisme canoniquement associé a8 A
dans cette base.

4, Endéduire A™ pour n € IN.

5. Exprimer le projecteur sur 'y parallélementd £'1 comme polyndmeen A .

Soit m > 1.0ndéfinit & sur Ry[X ]| par #(P) = P(X +1),etonpose A =& —id .
La figure ci-dessous représente un polynéme et son image par & .

— P(x)=x3/3-x
— ®(P)(X)=P(Xx + 1)

Y N

—1 1 décalage de 1 vers la gauche

1. Montrer que <& est un endomorphisme de IRﬂ[X] ,etque A fait baisser le degré de 1 pour
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tout polyndme non constant.
2. En déduire que An+l — et calculer ﬂ.n{Xﬂ}
3. Déterminer T et X .L'endomorphisme < est-il diagonalisable ?

4, Exprimer g—1 comme polynémeen A .

Soit & un [K -espace vectoriel de dimension finie.

1. Soit w € L{E) diagonalisable et F' un sous-espace stable par . Montrer que
I'endomorphisme induit ™ g est diagonalisable.

2. Soient u, v € L(F) diagonalisables tels que u © ¥ = v © u. Montrer que les sous-espaces
propres de t sontstables par .

3. En déduire qu'il existe une base de E formée de vecteurs propres communsa u eta .

4, Montrerque 1 <+ v et u © ¥ sont alors diagonalisables.

Exercice 19 : Commutant d'une matrice a valeurs propres distinctes

Soit A &€ Mﬂ{ﬂ{} possédant 7. valeurs propres distinctes  Af,. .., Ay . On note

) {B & n(KK) }

AB = BA

1. Montrerque M4 = X4 etque dimK[A] = n.
2. Soit B € C({A). Montrer que tout vecteur propre de A est vecteur propre de B .

3. En déduire que C({A) = K[A], a I'aide des polynémes d'interpolation de Lagrange.



4. Donner la dimension de EI:A:I.

Exercice 20 : Racines carrées d'une matrice

Soit A = (["'.'Ia,r],r?] g%gT) On cherche les matrices B € Mg(R) tellesque B2 = 4.

1. Déterminer les valeurs propres de A et une base de vecteurs propres.
2. Soit B telleque B2 — A4 .Montrerque B commuteavec A ,puisque B € R[A4].

3. Ecire B = aA + by et déterminer les quatre solutions.

4. Montrerque ' = (__1% 959) n'a aucune racine carrée dans Mg(ﬂ?}.
]

Soit n > 2.0ndéfinit u sur M, (R) par uw(M) = M + tc(M) I, eton pose
v=1u-—id.

1. Montrer que % est un endomorphisme de M, () . Calculer 42 en fonctionde w.
2. En déduire un polyndbme annulateur de t, puis Tay .
3. Montrer que U est diagonalisable. Déterminer ses sous-espaces propres et leurs dimensions.

4. Exprimer les projecteurs I et g sur ces sous-espaces propres comme polyndémes en . Décrire
p(M) et g(M).

5. Pour k € N, calculer w®(M ). Calculer tr{u)et det(u).

6. Montrer que  est inversible, calculer ,—1 et résoudre I'équation M + tr(M ) I, = B
d'inconnue Af .
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7. Plus généralement, pour a € R, soit ug(M) = M + a tr(M) I, . Pour quelles valeurs
de @ l'endomorphisme Ug est-il inversible ? Que dire de g pour a = —1,/n ?

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths spé

e Le cours : polyndmes d'endomorphismes, cours de maths spé

A maitriser avant : Diagonalisation, trigonalisation et nilpotence, Anneaux, idéaux, Z/nZ et algébres
e Chapitre précédent : Diagonalisation, trigonalisation et nilpotence

¢ Chapitre suivant : Normes, espaces vectoriels normés et suites

e Tester vos connaissances : QCM de maths spé par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths spé et les chapitres de maths sup
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