Corrigés des exercices de maths spé

Polynomes d'endomorphismes

Corrigé de I'exercice 1 : Polyndomes minimaux de matrices
simples

—1 0
0 0
0

0,0

1

o Lanl

0 1 0
1. Ona A—EIg:(g % Eﬁl) et A—BIS:( ).Leproduitvaut

0 —=1 0
(A—2I3)(A—3I3)=(0 0 0|#0.
0 0 O 7

0 00
Ensuite, (A — 213)2 = ( 8 % 1[] ) Sa seule ligne non nulle est la troisieme. Or la troisieme

ligne de A — 313 estnulle. Donc (A — 213}2 (A —3I3) = 0.Parconséquent, T4
divise {X — 2}2 {X — 3) . De plus, 2 et 3 sont valeurs propres (matrice triangulaire), donc
racines de 7 4 . Le seul autre candidat, (X — 2J(X — 3}, n'annule pas A . Ainsi

Ty = (X — 2}2 (X —3),et A n'estpas diagonalisable car 7 4 a une racine double.

A partir de la question 2

2. Chaque coefficientde j2vaut 1+1-+4+1=3.Donc Jj2 — 37 ,et X{X — 3:1 annule
J . D'autre part, .Jf ?é 0 et J ?é 319 . Aucun polyndme unitaire de degré 1 n'annule donc .J.
On obtient 7 ; = X(X —3) et dimR[J] = 2. Ce polyndme est simplement scindé, donc
J est diagonalisable.

3.0na € = Fq3,et B3 Ei3 =0 car S%I.Ainsi 2 = ( alors que C%D.Donc
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T = X2 et C nest pas diagonalisable.

Point de méthode : on teste les diviseurs du polyndme annulateur qui contiennent toutes les valeurs
propres, par degré croissant.

Corrigé de I'exercice 2 : Sous-algebre engendrée par un

projecteur

1. Comme p? = p,lepolyndme X2 — X = X(X —1) annule P.Ses diviseurs unitaires de
degrélsont X et X —1.0r p?é 0 et p?é idg . Donc my = X2 _ X .Dapresle
cours, dimK[p] = degmp = 2.Unebasede K[p] est (idg, p) .

2. Onsaitque F = ker p @ Im p,avec kerp?/: {0} (car p?/: idg)et Im p?é {0}
(car p ?é 0). Sur ker p,l'endomorphisme aidgm + bp agitcomme gid .Sur Im p, il
agit comme {a —+ b] 1d . Dans une base adaptée, sa matrice est diagonale avec les coefficients

a et a -+ b, qui apparaissent tous deux. Il est donc inversible si et seulement si o ?é 0 et

a—|—b§é 0.

3. Cherchons l'inverse dans K[ p], ce qui est Iégitime d'aprés le cours. En utilisant p2 = p :

(aid +bp)(cid +dp) = acid + (ad + be + bd)p.

Onveut ac =1 et ad + bc +bd = 0. Ainsi ,::%,puis .gj(g+b}:—%.Donc
. — 1. b
(@idg +bp) lzﬁldE_a(a+b)P-

Corrigé de I'exercice 3 : Un polynome annulateur de degré 2

1. Le polynéme X2 —3X +2 = (X —1)(X —2) annule A .Donc T4 le divise. Comme
A ?é Ipet A ?‘é 21, , aucun diviseur de degré 1 ne convient. Ainsi
T = (X -D(X -2) et Sp(Ad) = {1, 2}, puisque les valeurs propres sont exactement
les racines de T 4 .



2. Le polyndbme T 4 est scindé a racines simples. D'aprés le critére du cours, A est
diagonalisable.

3. Onréécrit larelation: A(3F, — A} = 21, . Ainsi A - %{31,” — A) = I,.Donc A est
inversibleet 4—1 — %{31}1 —A).

4. Effectuons la division euclidienne X* = (X —1)(X - 2) @, +ag X + bg . En évaluant en
1 puis en 2, on obtient G + br =1 et 2oy + b = 2% Par soustraction, Gy = 2k —1,
puis by = 2 — 2% (Ainsi A¥ = (2K —1) A 4 (2 — 2%) I, . On vérifie pour k& = O :

0-A4I, =1,

Corrigé de I'exercice 4 : Inverse par Cayley-Hamilton

1. La matrice P envoie € sur €3, €5 sur €{ et €3 sur €5.0n calcule

001
P2 = ( %] q 8 ) , puis P3 = I3 . En effet, appliquer trois fois la permutation circulaire

ramene chaque vecteur a lui-méme. Donc (A — 13}3 — P = Ig.

2. Développons: (A — 13}3 — I3 = 0, c'est-a-dire A3 342 134 — 2I3 = 0. Calculons
ensuite X 4 directement. Par la régle de Sarrus,
X=-1 _-1 0

det(X1g—A4)= " 0 X=1 o = (X =12 + (=) (=1)(=1) = (X =1)3 =1,

Donc X, = X3 -3X2? 43X -2 etlarelation précédente est exactement
xﬂ(ﬂ} = 0, conformément au théoréme de Cayley-Hamilton.

3. La relation s'écrit A{Ag —3A4 4+ 373) = 273.Donc A estinversible et
A=l =1(42-34 4313).0r A2 = I342P 4 P2.Ains
A2 _3A 4373 = I3— P + P2, 0nendéduit
. /1 =11
A =3 1 ,  —1
—1 1 1

Oncontrole: (I3 + P)(Iz3—P + ng = I3+ P3 = 2I3. Le résultat est donc juste.
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Corrigé de I'exercice 5 : Cayley-Hamilton en dimension 2

1. Oncalcule A2 = (aE +bc ab+bdca+de cb+ ngﬁ) et
@+d)A = (a2 +ad ab+bdac+ dc ad + d? ). Par différence,
A2 — (@ +d)A = (bc —ad) Iy = —det(A) I5. Donc
A? —tr(A) A + det(A) Iy = 0.

2. Si Ak — p,alors X% annule A ,doncO estla seule valeur propre complexe de A . Ainsi
Xy = X2 cequidonne tr(A) = 0 et det(4) = 0.Parlaquestionl, A2 — Q.

3. Notons ¢ = tr(A) et d = det(A).D'apréslaquestionl, A2 = tA — dIq.L'équation
A2 = —J, équivautdonca tA = ({d —1)Iy.5i A = ATy estscalaire, on aurait

32 — _1, cequiestimpossible dans [R.Donc .4 n'est pas scalaire, et I'égalité
tA = (d —1) Ig impose t = 0,puis d = 1.Réciproquement,si t =0 et d =1,
onabien 42 = —1 . Les solutions sont les matrices de trace nulle et de déterminant 1,

soit A — ([Haaj.r?] @ X Eia) avec o2 4 be = —1.

Corrigé de I'exercice 6 : Puissances par division euclidienne

1.ona tr{d) = 4 et det(d) =3 +1 = 4.Donc Xy = X2 -4X 44 = {X—E}E.
La seule valeur propre est 2. Si A était diagonalisable, elle serait semblable &8 21X, donc égale
a 2I5.Cen'estpaslecas: A n'est pas diagonalisable.

2. Ecrivons X" = (X — 2)2 @, +an X +by. Enévaluanten2: 2™ = 2a,, + b, . En
dérivant puis en évaluant en 2, le terme (X — 2}2 €},, aune dérivée nulle en 2, d'ou
non—1 — Oy . Ainsi by, = 2" _na" = l:l — n} 2™ . Par Cayley-Hamilton,
XA{A} = 0,donc A" = a, A +b,, I.Ilvient

n 4+
A =271 nA 4+ (2-2n)19) = 2%-1( L —n )
n 2-—-n
On vérifie pour n = 2 : 2([‘@@?] %gjgﬁ) = ([Raa},r?]i‘giﬂ_é),ce qui est bien
A2 . La formule est valable pour tout n < N.



A partir de la question 3

3. Posons X, = (E’E) . Larécurrence s'écrit X pnt1 = A X, donc X, = A" Xp.Or
Xy = €1 ,donc Xy estlapremiére colonnede 4™ .On obtient wu, = Zﬂ_l{n + 2:1

et v, =n2% L. Ainsi wu, /2" = (n+2)/2 et v, /2" = n/2 sontaffinesen n,
comme le confirme la figure ci-dessous, construite a partir des valeurs calculées par la récurrence.

61 @ u,/2" (valeurs calculées) /,».
B v,/2" (valeurs calculées) Y
5] ---- droite (n + 2)/2 o m
————— droite n/2 . /.,x
41 e a7
o o
3 e i
7 a7
2 - > o P
L e
11 &~ -
/./’
o1 m~

Point de méthode : pour une racine double 2 du polynéme annulateur, on dérive I'égalité de division
euclidienne et on évalueen A .

Corrigé de l'exercice 7 : Matrices nilpotentes

1. Le polynéme X ¥ annule IV ,donc Ty divise X P : = X* avec k& < p.Comme
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Np_l?é 0,ona k = p.Donc Ty = X P Ensuite, deg ;< 1 par Cayley-
Hamilton, donc p < #m .Enfin, ™ = NP " P =

2. Les valeurs propres complexes de IV sont les racines de T 5y = X® . bonc SpI:N:I =
Or Xy estscindé sur C, unitaire de degré 11, et sa seule racine est 0. Ainsi Xy = X , et
tr(IN) = 0, puisque la trace est I'opposé du coefficient de  xn—1.

3. Si IV estde plus diagonalisable, ™ py est simplement scindé. Or T = Xp, donc p=1.
Ainsi T = X, c'est-a-dire IV = 0.

4. Oncalcule (I, —N)I,+N+...+ Ni'f’_l) =1I,- NF = I, . par télescopage.
mn—1
Donc [, — IN estinversible, d'inverse Z Nk, qui est bien un polynébme en W .
E=0

Corrigé de I'exercice 8 : Matrice compagnon

1. Par définition, € € = €x1q pour 1 < k < m —1.Parrécurrence, ck €1 = €11

n—1
pour 0 < k < m —1.Soit maintenant A = Z cp X* telque R(C) = 0. Alors
k=0
n—1

R{C} ey = Z Cp€riq = 0. La famille I:El, - En:l étant libre, tous les ©g sont nuls.

Aucun polynome non nul de degré au plus n —1 n'annule (', donc deg e > n,

n—1
2. La derniére colonnede ' donne C' e, = —Z Gy €p 1 -Donc

c” e =Cep= —Z akt‘_’f g1 . Ainsi @(C) ey = 0. Ensuite, pour tout %,

QC)ey 1 = Q) Ck e = C*Q(C) ey = 0, car deux polynbmes en ' commutent.
L'endomorphisme Q{C') s'annule sur une base, donc C{C) = 0,

A partir de la question 3

3. D'aprés la question 2, ¢ divise €, qui est de degré 7. D'aprés la question 1,



deg 7~ 2> 7 . Les deux polyndmes sont unitaires, donc T~ = & . Deplus, T divise
X, unitaire de degré n. Ainsi T = X~ = Q.

.Pour @ = X3-2X +1,0ona a3=1, ay = -2, ag =0 Lamatrice compagnon
est

C = [1)8 _21 , Ty = X3 —2X 41
01 0

or @) =0,et @ = (X -1)(X2+ X —1).Lesracinessont 1 et ATHE , réelles
et distinctes. Le polyndme minimal est simplement scindé sur [, donc ' est
diagonalisable dans M3(R) .

Corrigé de l'exercice 9 : Polynome minimal et spectre

. Les valeurs propres sont les racines de 7 4 . Donc Sp{A} = {1, —2} . Par ailleurs, T4
possede la racine double 1. Il n'est pas simplement scindé : .4 n'est pas diagonalisable.

. Le polynébme X 4 est unitaire de degré 4. Par Cayley-Hamilton, T 4 divise X 4 .Deplus, X 4

ales mémes racines que T 4 (les valeurs propres). Donc  x , = (X — )™ (X +2)P avec
a«>2, f=zlet a+f =4 Deuxcas: y, = {X—I}B{X—I—E},detrace
3-2=1;0u x, = {I”f—l}2 {X—i—?}g,detrace 2—4 = -2.

. On développe
(X2 -2X4+D)(X +2) = X3+2X2-2X? - 4X + X +2=X3-3X +2. Ainsi
A3 _3A 4274 =0, soit A(314 — Agj = 214 .Donc A estinversible et
A-1l = %(314 — A2). Cest cohérentavec m ,(0) = 25 0.
N _ 181 A . n .
. Notons  Jq = [ [\ray7] 0&1 .} de polynéme minimal (X —1)*. La matrice

diag(Jq, 1, —2) a pour polynéme caractéristique (X — 1}3 (X + 2). La matrice

diag(Jq, —2, —2) a pour polynéme caractéristique (X — 1}2 (X + 2}2 . Par le résultat de
I'exercice 15, leur polynéme minimal est le ppcm des polyndmes minimaux des blocs. Dans les
deux cas, on trouve (X — 1}2 (X + 2).
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Corrigé de I'exercice 10 : Inversibilité et polynome minimal

1. D'abord, u estinversible si et seulement si 0 n'est pas valeur propre (dimension finie). Or les
valeurs propres sont exactement les racines de T+ . Donc % estinversible si et seulement si
4y (0) £ 0. Dans ce cas, écrivons 74, = XQ + ¢, avec ¢ = my(0) 5 0. Larelation
T = 0 donne w0 Q) = —cidg . Ainsi ,—1 = _1 Qu) € K] -

2.0na J2_—37.,et J =M 4 17 Donc {M+13}2 = 3{M+13j,soit
M2 4 9M + I3 = 3M +3I3. llvient M2 — M — 253 = 0, c'est-a-dire
(M —2I3)(M 4 I3) = 0.Lamatrice I n'est pas scalaire, donc aucun polynéme de
degré 1 ne I'annule. Ainsi 7 5 = (X — 2)(X + 1),

3. Comme 7, (0) = -2£0, M est inversibie. Il_a relzition M(M — I3) = 2I3 donne
M-l = %{M — I3} . Ainsi M1 = %( % 1 1 1) . On vérifie un coefficient : la
-
premiere ligne de W fois la premiere colonne donne %{D + 1+ 1} =1.

Corrigé de I'exercice 11 : Racines de l'unité et diagonalisabilité

1. Le polyndme X F _ 1 annule A . Ses racines complexes sont les wk = ngkﬂfp, pour
n—1
0<%k < p-—1.Ellessont P etdistinctes, donc X¥ —1 = H{X — wk) est
k=0

simplement scindé sur C. Par le critére du cours, A est diagonalisable, et Sp{d) est
inclus dans I'ensemble des racines [ -iemes de l'unité.

2. La matrice H est la rotation d'angle 2’?1’;’3 .Donc R? estla rotation d'angle 24 , soit
R3 = I, .Parailleurs, Xp = X?—tr(R) X +det(R) = X%+ X +1.5on
discriminant vaut —3 < 0. Ainsi & n'a aucune valeur propre réelle: & n'est pas
diagonalisable dans M (R} . En revanche, sur €, elle a deux valeurs propres distinctes
7= ¢2/3 et 7. Elle est donc diagonalisable dans My (C) . La figure ci-dessous
montre qu'aucune droite réelle n'est stable par f .



1.0 1

2mr/3
| RT
0.5 e .
0.0 -
—0.5 -
R2T
_1.0_

A—

R3 =1, mais aucune droite réelle stable

~1.0 -05 0.0 0.5 1.0

3. Lepolyndme X3 — X = X(X —1){(X +1) annule A .llestscindésur R, a racines
simples —1, 0, 1.Donc A estdiagonalisable dans M, ().

Point de méthode : e critére « annule un polyndme simplement scindé » dépend du corps ; on vérifie
toujours que les racines sont dans [ .

Corrigé de I'exercice 12 : Un endomorphisme annulé par
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1. Le polynéme P = X2 {X — 1} annule A etilestscindésur [E.Donc A est
trigonalisable. Les valeurs propres sont racines de P, d'ou Sp(A4) C {0,1} .

2. Les polyndmes X2 et X — 1 sont premiers entre eux, car ils n'ont pas de racine commune. Le
lemme des noyaux donne  ker P(A) = ker A2 @ ker(A — I,,)).0r P(A) =0, donc
R™ = ker A2 @ ker(A - 1,).

3. Supposons 4 diagonalisable. Alors ™ 4 est simplement scindé et divise XE{X — 1}. Il divise
donc X({X —1),cequidonne 42 — A .Réciproquement,si A2 — A, alors X{X —1)
annule A . Ce polyndme est simplement scindé. Ainsi A est diagonalisable si et seulement
si AE = A.

A partir de la question 4

4. Posons P — ker A2 et G = ker(A — I}, stablespar A . Dans une base adaptée a
R"™ = F @, lamatricede A est diag(lV,I,), ol r = dim G .Lebloc N
représente I'induit sur ', qui vérifie g2 — (1. Il est nilpotent, donc de trace nulle (exercice 7).
Ainsi tr{d) = tr(IV) 4+ r = dim ker(4 - I,,).

0 00 -
5. Oncalcue B2 =0 0 0 |.Laseulelignenonnullede B2 est €3 . Orla troisieme
001
lignede B — I3 estnulle. Donc BE{B — I3} = 0.Enrevanche, B2 ?‘3 B carleurs
coefficients en position (1, 2} différent. Par la question 3, B n'est pas diagonalisable. On

vérifie aussi tr(B) = 1 = dim ker(B — I'3).

Corrigé de I'exercice 13 : Lemme des noyaux et projecteurs

1. Le polyndme X3 — X = X(X — 1)(X 4 1) annule . Ses trois facteurs sont deux a deux
premiers entre eux. Par le lemme des noyaux,

E =keru @ ker(u —idg) S ker(u +idg).



2. On utilise les polyndomes d'interpolation de Lagrange aux points (0, 1, —1:

Lo=1— X2 L; = X(X2+1)} Ly = X(Xg—l)'

lls vérifient Lg + L1+ L_1 = 1.Soit & = L5+ £+ £_1 décomposé selon la question
s = X etOsinon. Ainsi Lp(u)(x) = £4.Donc py = idg —u?, Py = 5(u? + )
et p_ = %{ug — u}. La figure ci-dessous montre que chaque Ly vautlen [ et0 aux

deux autres points.

—— Lo=1-X?:donne po
— [ =X(X+1)/2 : donne p;
— L1 =X(X-=1)/2 :donne p_;

2.0 1

1.5 1

1.0 4 e, P o

0.5 1

0.0

—0.5 1

—1.0 1

3. De 3 = y,ontire k+2 — ok pour k& > 1.Parrécurrence, 25+l — 4, et
w2k = y2 pourtout k£ > 1.

4. Dans une base adaptée a la décomposition, i est diagonale avec des coefficients dans
{0,1, =1} . Ainsi ;2 est diagonale avec 0 sur ker 1 et 1 ailleurs. Donc
tr(u?) = dimker(u —idg) + dimker(u +idg) = n — dim ker u . Parle
théoreme du rang, tr{u?) = rglu) .
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Corrigé de I'exercice 14 : Un endomorphisme annulé par
(X=-1)(X2+1)

1. On factorise par groupement :
XE-X24 X - 1=X3X-D+(X -1 = (X -D(X?+1). Le facteur
X2 -+ 1 estirréductible sur [ et ne s'annule pas en 1. Les deux facteurs sont donc premiers
entre eux. Par le lemme des noyaux, F = ker(u —idg) & llzer{’i-_.n;2 +idg).

2. Larelation s'écrit w o (u? —u +1dg) = idg . Donc u est inversible et
u—l = ug—u—I—idE.

3. Le sous-espace F' estle noyau d'un polynbme en i, qui commute avec . Il est donc stable
par t.Soit ¥ = g |'endomorphisme induit,et d = dim F'.Ona w2 = —idg .En
passant au déterminant : det{ﬂ}E = det(-idg) = {—1}d. Oor det{ﬂjg > (0 et

det{’uj2 ?é 0. Donc {—1jd = 1,et d estpair.Si ¢ = (0, laconclusion reste vraie.

4, 0na n = dimker(u —idg) +d, avec d pair.Si 7 estimpair, alors
dim ker(u —id g ) est impaire, donc non nulle. Ainsi 1 est valeur propre de .

Corrigé de I'exercice 15 : Polynome minimal d'une matrice

diagonale par blocs

1. Le produit par blocs donne Mk = diag(}lk, Bk} par récurrence. Par linéarité,
P(M) = diag(P(A), P(B)) pour tout polynéme P .

2. D'aprés la question 1, P(M) = 0 sietseulementsi FP(4) =0 et P{B)=0.
Autrement dit, P annule M sietseulementsi T, | P et Tg| P, cest-a-diresiet
seulement si ppcm{ﬂﬂ, ’FTB:I | F | 'idéal annulateur de A4 est donc engendré par ce ppcm
unitaire. Ainsi 7 5 = ppem(m 4, T 5).

3.Si A et B sontdiagonalisables, ™4 et ™ g sont simplement scindés. Leur ppcm est alors
le produit des X — A pour X racine de I'un ou de l'autre, donc il est simplement scindé.
Réciproquement, si ™ 4 est simplement scindé, ses diviseurs ™ 4 et T g le sont aussi. Donc
M est diagonalisable si et seulementsi 4 et E le sont.



4.0na T, = {X—l}g,car A?é Iy et {A—Ig}g — (. Deplus
Tp =@ -D(X -2).ponc m,, = (X —12(X —2),et M nestpas
diagonalisable.

Corrigé de I'exercice 16 : Sous-espaces caractéristiques d'une
matrice 3x3

1. La troisieme colonne de A est (0,0, 2} . En développant det(X I3 — A) selon cette

colonne :
Xy= (X =2)) X—_12‘=(X—2)(X2—2X+1)=(X—1)2(X—2),
-1 1 0
Pour A =1, A-JI3= _!1 0 . Le systemedonne ¥ = T et z = 0, donc
I -1 1

-2 1 0
E1:Vect({1,1,[]}:l.Pour A =12, A—EIBZ(_]]' 0 ).Onobtient z =0,
1 -1 0
puis ¥ = 0,donc Eq = Vect(eg).Comme dim Ej =1<2, A n'estpas

diagonalisable, et T, = x , = (X — 1}2 (X —2).

0 0 O
2. On calcule {A — 13}2 = ( ? 0 ) Donc F'{ estle plan d'équation
I -1 11

t—y+z=0,et Fg= Fq= Vect(es). Les dimensions valent 2 et 1, soit les

multiplicités, comme prévu par le cours.

A partir de la question 3

3. Onprend fi = (1,1,0), vecteur propre. On cherche fq € F1 telque (A —I3) fa=1
. Le vecteur fg = (0,1,1) convient: il vérifie 0—1+4+1=10,et
(A—-TI3)fo=(L1-1+1)=(1L10) Enfin fq=e3.Ccomme Afy=fy+/f;,
on obtient
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1 1 0O 1 0 0
T=(01o)@=(11o)A=@T@l
0O 0 2 0 1 1

La matrice est bien diagonale par blocs triangulaires. La figure ci-dessous représente le plan
F'1  ladroite F'y etles vecteurs fl, fg.

plan ker(A—15)2 : x—y+z=0
fi=(1, 1, 0) vecteur propre, f, =(0,1, 1)

ker(A — 215) L
* F— 1.5

4T 110

1 n 0 n
no_ 181 11 & :
4, Ona T~ = (8 [::] 22”) , car ([\ra}r.] 0&1 ,}) = ([I"-,Il'aj.i".] 0 &T‘,}). Par ailleurs,



n 1 —mn 0 0
A = —n n + 1 0

2"—1 1-—=2" 2"

-1 2 0

Pour . — 1, onretrouve bien A .Pour n — 2, on obtient —2 0 , qui est
1
3 -3 4

bien A2.

A partir de la question 5

5. On cherche une relation de Bézout entre (X — 1}2 et X —2.0na
{}f — 1}2 — X(}f — 2} = 1. Le projecteur sur F'n = ker{A — 213} parallelement a
E'| estdonc g = {A — 13}2 . En effet, il est nul sur F'{ et vaut I'identité sur F'y
puisque —A(A —273) sy annule. Ainsi g = (A — 13}2 , soit
g(r,y,2) = (0,0, —y + z).Onvérifie qleq) = eq.

Corrigé de I'exercice 17 : L'endomorphisme de translation sur
Rn[X]

1.5i deg P <mn,alors deg P(X +1) < n.Deplus, P — P{X +1) estlinéaire. Donc
& est un endomorphisme. Pour k = 1, la formule du bindme donne
A(XF) = (X + l)k — Xk = kXxk-14 .., dedegré k —1.Si P estdedegré
k > 1, de coefficient dominant ¢, alors A({P) estdedegré k — 1, de coefficient dominant
kc.Donc A fait baisser le degré de 1, et A annule les constantes.

2. Chaque application de A fait baisser le degré, jusqu'a obtenir une constante, puis 0. Pour

deg P < n, A"H(P) = 0.Ansi Ant+l — (. Ensuite, le coefficient dominant est
multiplié par le degré a chaque étape. Donc A" (X ") = n! ?‘é 0.
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A partir de la question 3

3. D'aprées la question 2, A est nilpotent d'indice 7 + 1, donc Ta = xnt+l comme
$ = id + A ,unpolynéme P annule & sietseulementsi P(X +1) annule A .
Ainsi 5 = (X — 1}”+1 . Parailleurs, dim Ry,[X] = n +1,donc X est unitaire de
degré n +1 etdivisible par T .D'olt x5 = (X - 1}“"‘1 .Comme n>1, s a
une racine multiple : & n'est pas diagonalisable. Son seul sous-espace propre est lker A,
c'est-a-dire les polyndmes constants.

4, Comme A et id commutent, ona
T
(d+4)o S (-1)* aF = id - (-1)"*1an+1 = id  ponc
k=0

T
1 = Z ':—1:"% AF ot $~1(P) = P(X —1). Lafigure de I'énoncé illustre &
k=0
comme un décalage du graphe ; $—1 le décale en sens inverse.

Corrigé de I'exercice 18 : Endomorphisme induit et
codiagonalisation

1. Pour tout polynéme P ettout = € F',ona P(UF}(:E} = P{u}{a:}, En particulier,
WH{EF:I = 0 ,donc Mug divise T .Comme U estdiagonalisable, Ty estsimplement
scindé, et son diviseur Tup aussi. Donc ™ & est diagonalisable.

2. Soit A € Sp(u) et z € Ejy(u). Alors uluv(z)) = v{ulz) = A viz). Donc
u(z) € E(u) : chaque sous-espace propre de U est stable par .

3. On écrit E = N EE?( jEA{“:',car U est diagonalisable. Chaque & 3 (u) est stable par
Pl

¥, et v estdiagonalisable. Par la question 1, I'induit de % sur F 3 (u) est diagonalisable. On
choisit dans chaque Eg{u) une base de vecteurs propres de cet induit. Ce sont des vecteurs
propres de U, etausside u (pourlavaleur ). En les réunissant, on obtient une base de
E formée de vecteurs propres communs.

4. Dans cette base commune, u et v ont des matrices diagonales I et j3/ . Les matrices de
u + v etde U ©v sontalors 4 D' oet 0, diagonales. Donc  u + v et
u o v sont diagonalisables.



Corrigé de I'exercice 19 : Commutant d'une matrice a valeurs

propres distinctes

1. Lamatrice A a 7 valeurs propres distinctes, qui sont toutes racinesde ™ 4 . Donc
deg Ty 2 N.0r Ty divise X4, dedegré 7, etles deux sont unitaires. Ainsi
Tl

Ty = Xg = H (X —2A) et dim K[4] = n.
i=1

2. Soit x unvecteurproprede A pour A;.Comme AB = BA,ona A(Bzr)= A; Bz,
donc Bzx € EAT-{A} . Or ce sous-espace propre est une droite, carily a & valeurs propres
distinctes en dimension 7.. Donc Bz = H. L pour un scalaire K. z estvecteur
proprede £BE.

3. Soit {I«‘l, .. 4 Tp) une base de vecteurs propres de A . Par la question 2, B T, = B, T
Soit I, le polynéme d'interpolation de Lagrange tel que L{}ng} = [, pourtout ¢ ; il existe
carles A; sontdistincts. Alors L{A) T, = L{A;) T, =, .= Bz  Lesmatrices

L{A) et B coincident sur une base, donc B = L{A) € K[A]. Linclusion inverse est
claire, car tout polynéme en 4 commute avec A . Ainsi C(4) = K[A4].

4. Parles questions L et 3, dim C(4) = dimK[4] = n .

Corrigé de l'exercice 20 : Racines carrées d'une matrice

1.0na tr(d) =5 et det{d) = —14 +18 = 4. Donc
Xg = X?-5X 4+4 = (X —1)(X —4).onvérifie AL, 1) = (1,1} et
A(1,2) = (-2 46, -6 + 14) = (4,8) . Ainsi Sp{4) = {1,4}, avec les vecteurs
propres T; = (L, 1) et x, = (1,2},

2.Si B2 — A,alors AR = B? — BA.Lamatrice A adeux valeurs propres distinctes en
dimension 2. Par I'exercice 19, B € R[A], c'est-a-dire B = ad + bIqy car
dim IR[A] = 2.

3. Alors Bz = (@ + &) riet Bxy= (4a +b) Ty . laconditon B2 — A équivaut
I:G& + b:lg =1 et {46& + b}g = 4 , puisque 1:5131, :E“Ejl est une base. On pose & + b = 3
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et 4a+b = 26y, avec €y,69 € {~1,1} .llvient 5 — 2523_ 1ot p — @
Pour E1253:1: B:%{A—FEIE}.POUF E1:1' 62:_1: B =-A+2I.
Les quatre solutions sont

+ ([\aay?] géaglg 3 ) et &+ ([\ary?] g g :25 )

2 —
Vérifions la premiere : ([Raa;r?] D_gc‘é 3) = ([Har;r?] _g gi?) = A.

A partir de la question 4

4. On a tr{C:l =3 et det{f_?:l = —54 + 50 = —4, donc
Xo = X2-3X -4 = (X +1)(X —4).Deplus, C(1,1) = (-1, -1), donc
T = (1, ljl est propre pour —1.Supposons RB< — (7 avec B réelle. Comme a la question
2, B commuteavec C ,et ¥q estvecteurproprede B : Bz = p £ avec p€R.

Alors Ty = B2 Ty = ;.,;3 T4 , d'ou Jr_‘n;2 = —1.C'estimpossibledans [ :  n'apas
de racine carrée réelle.

Point de méthode : une matrice qui commute avec 4 laisse stables ses sous-espaces propres ; quand
ils sont des droites, elle est diagonale dans la méme base.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : I'endomorphisme M » M +
tr(M)in

1. La trace est linéaire, donc % est linéaire. De plus, u(M ) € M, (R) . Ainsi u estun
endomorphisme. Ensuite, v(M ) = tr(M) I, .Comme tr(I,) = n, on obtient
wA(M) = tr(tr{M:l Iﬂ) I, =ntr(M)I,.Donc 42 =pny.

2. Onremplace ¥ par = —id : (u — id)2 — ﬂ,{u — id} = 0, soit
(u—id)e(u—(n+1)id) = 0.Lepolynéme (X —1)(ZX —n — 1) annule donc . Or
U ?é id, car v(I,) =nl, ?é O.Et u ?é (m 4+ 1)id, car u(E1q) = E1g puisque



tr(F1q) = 0 (ic n > 2 sert). Ainsi my = (X —L)(X —n—-1).

3. Le polynébme Ty est simplement scindé, car n + 1 ?é 1.Donc u est diagonalisable.
D'abord, ker{u —id) = ker v = ker{tr), hyperplan de dimension 2 _ 1 . Ensuite,
uw(M) = (n +1)M équivauta tr(M )T, = nM  donc M estscalaire;
réciproquement u(fp) = (n +1) I, . Ainsi Eny1(u) = Vect{I,), de dimension 1,
et Fi(u) = ker(tr), de dimension 52 _1.

4. Avec les polyndmes de Lagrange aux points 1 et 7 4 1, on obtient

u—(n+1)1d g

tr(M)

Ici P projette sur ker(tr) et g sur Vect{I,].Concretement, g(M) =
tr(M)

Iet

. On retrouve la décomposition classique d'une matrice en partie de

p{M} = M -
trace nulle et partie scalalre.

A partir de la question 5

5.0na u=p+Mm+1g,avec p2 = p, g2 =g et pg = gp = 0. Parrécurrence,

uk = p_|_|:n-|-1jkq.Ainsi uk(M} — M_i_wt (M:ur .Pour g =1,
on retrouve bien u{M ) . Ensuite, dans une base de vecteurs propres, la matrice de U est
diagonale avec m2 — 1 coefficients égaux a 1 et un coefficient égala % -+ 1. Donc

triu) = nd—14n+1=n?2+net detlu) = n+1.

6. Comme det{u) = n +1 ?‘é 0, I'endomorphisme 1 est inversible. La formule de la question 5
reste valable pour & = —1,car p -|- {n + 1}_1 g estlinversede p + l:n + ].:l g.on

. 11—
obtient 137y = M + CFU =Ly (ary 1, O
)Pl _—n 1 pinsi o HO4)
n :n(n—l—l):_n-l-l'AmSI U I{M}:M_n_i_lj , et I'unique
solution de I'équationest Af — B — trlflj I, . Vérification :
tr(B]

,donc M +tr(M)I, = B.

tr(M) = tr(B) - Zqtr(B) =

A partir de la question 7
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7. Posons Vg = g —id , de sorte que v (M) = a tr(M) I,,. Le méme calcul donne
v = navg,dod (ug —id)(ug — (1 + na)id) = 0. Les valeurs propres de g sont 1

sur ker(tr) et 1+ na sur Vect(f,), car uy{f,) = (14 na)l, . Donc Ug est

inversible si et seulementsi g ?é —% .Pour 4 — _% ona y (M) =M - tr(il»ﬁr:' T,

. C'est le projecteur P sur ker(tr) parallelementa Vect(l,).

Point de méthode : dés qu'un endomorphisme s'écrit 1d 4 w avec % de rang 1, on cherche une
relation p2 — 4 ; elle fournit un polyndme annulateur de degré 2.
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