Corrigés des exercices de maths sup

Polynomes

Corrigé de I'exercice 1 : Degré, coefficient dominant et

composition

1. On développe : {Xg—i—ljg — X6 4+ 3X%4+3X2 41 et (Xg—ljg — X6 _9x3 +1.
Les termesen X6 se compensent,donc A4 = 3X% +2Xx3 1+ 3X2 Ainsi deg A =4
et le coefficient dominant vaut 3. On retient qu'une différence peut faire baisser le degré.

2. Ecrivons P = g X" 4+ bX"—1 1 R avec deg B < n—2. D'abord, la formule du binéme
donne {X—i—l}ﬂ — X" =nXxn14 8 avec degS < n—2.Ensuite,
{X—|—1}”_1 — xn—1 et R(X+41)— R(X) sontde degré au plus n—2 . Par conséquent,
P(X41) - P(X) = naX?® 1 4+ T avec degT < n—2.0r na ?é 0 . Donc
P{X+41) — P(X) estde degré n—1, de coefficient dominant n.a .

r
3. Ecrivons P = Z a X¥avec @p =0 pour k < p, deg(@F) = kq carle degré
k=0
— P k
d'un produit est la somme des degrés. Ainsi PoQ=a@Q" + k; Ok ¢
r
de degré auplus (p—1)g < pg .Leterme aQ¥ estdedegré D7, de coefficient dominant

ab?.Donc deg(P o Q) = pg et le coefficient dominant est 3" .

, oU la somme est

4.5 p? = x3 41,alors P ?‘é 0 et 2deg P = 3, ce qui est impossible dans IN. De
méme,si Po P — X2 + 1,alors F n'estpas constant (sinon P o P serait constant). La
question précédente donne I:deg P}Q — 3, encore impossible. Aucun de ces deux
polynomes n'existe.

Point de méthode : pour montrer qu'une équation polynomiale n'a pas de solution, on compare d'abord
les degrés des deux membres.
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Corrigé de I'exercice 2 : Deux divisions euclidiennes

1. On élimine a chaque étape le terme de plus haut degré. D'abord,
A-X3B=XxX%*_-92x3 1 9X% 11.Ensuite, onretranche X2 B etl'on obtient
~ X3 4+ X211 Enfin,onajoute XB = X3 - X2 4 X , cequilaisse X +1.Ce
reste est de degré 1 < 2, donc on s'arréte. Ainsi
A=(X?2-X+D(X3+ X2 - X)+ X +1. Vérifions :
(X2 - X 4+D)(X34+ X2 -X) = X°- X3 4+2X2- X, etlajoutde X +1
redonne bien A .

2.0na 2X3-3X244X -1 -X202X 1) = —2X2 44X —1.puis
~2X2 44X ~14 X(2X-1) = 3X —1.Enfin, 3X —1-3(2X —1) =1 .Le
quotientest X? _ X + % et le reste vaut % . Controéle : en évaluant en % , racine de
2X —1,ontrouve % — % +2-1= % . Remarquons que le quotient n'est pas a coefficients

entiers : la division se fait dans Q[X].

3. On réduit les puissances modulo B = X2 — X +1.Eneffet, X2 — B 4+ X —1,donc
X2 = X _1.Ensuite, X3 = X2_ x¥x = _] e¢ X% = _x .Parconséquent,
Xt 4+aXx2 41 alemémeresteque —X +a(X —-1)+1= @-1)X + (1 —a).Ce

polyndme de degré au plus 1 est bien le reste. Il est nul si et seulementsi a = 1 .Donc
X2 _ X 41 divise X% 1+ gX2 11 sietseulementsi o = 1.On vérifie que
XE4+ X241 = (X2 4+ X +D(X2-X +1).

Corrigé de I'exercice 3 : Restes par évaluation

1. Le diviseur est de degré 2, donclerestes'écrit B = aX +56.0na
X" = (X-D(X-2)Q +aX +b.Enévaluanten 1,puisen 2,onobtient a +b =1
et 2g +b=12" . Ainsi g =2"_1,puis p =2 —_2" . Lereste est
(2" -Dx +2-2".

2. Onécrit X" = {X—l}g @ +aX +b.Enévaluanten 1,ona a 4 b = 1.Ensuite, on
dérive: nxm—1 = 20X -1D)@ + (X—l}g Q’ 4+ a.Enévaluanten 1,onobtient @ = n,

Leresteest nX +1—n.

3. Onécrit X2027 = (X241)Q +aX +b dans C[X],avec a,b réels par unicité du



reste. Or 7 estracinede X2 4+ 1.Comme 2027 = 4 x 506 +3,0na
;2027 — ;3 — _, . Donc at4+b = —12,cequidonne @ = —1l et h = 0 puisque @ et
b sont réels. Le reste est —_X .

4. Ona X3 - X = X(X-1)(X+1), de racines distinctes 0, 1 et —1.Posons
R =aX24+bX +c.Lévaluationen 0 donne ¢ =0,car n =1.En 1 eten —1,

K k3
onobtient @ +b = 1 et G&—b:{—ljn.Donc a:1+(2_1j ot b:l_(z_lj Le

restevaut X< si 1 estpairet X si 7 estimpair.

Point de méthode : une racine double du diviseur fournit deux équations, I'une par évaluation, I'autre
par dérivation.

Corrigé de I'exercice 4 : Racine évidente et factorisation

1.Ona P(2)=16-12-642 =0 ,donc X —2 divise P .Laméthode de Horneren 2
sur les coefficients 2, —3, =3, 2 donne 2,1, 1,0 .Ainsi P = (X -2)(2X2 + X —1).
Ensuite, 2 X 2 + X — 1 apourdiscriminant 3, donc pour racines % et —1. Finalement,

F = {X —2}(21' —1}{}( —|—1:| .

2.0na @) =1-1-74146=0et Q-1)=141-7T—-1+6=0.Comme
1 ?é —1,le produit (X -1)(X+1) = X2 —1 divise € .La division donne
Q= {XZ — 1}{)‘(2 — X —6) .Enfin, X2 _ X —6 apourracines 3 et —2.Donc
Q = (X - (X +D(X - 3)(X +2).
3. Le signe de P(x) se lit sur le tableau de signes des trois facteurs, de racines —1, % et 2.Le
coefficient dominant est positif, donc Pl:a::l > 0 pour x > 2. Ensuite, le signe change a chaque
racine simple. L'ensemble des solutions est [—1, %] U [2, +oo[ - La courbe ci-dessous

confirme ce résultat.
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Corrigé de I'exercice 5 : Méthode de Horner et changement de
variable

1. En 1,onpartde 2,puis 2x1-5=-3, -341=-2, —-243=1c¢et
1—1=0.Ainsi P(1) =0.En —1,onobtient successivement 2, —7, 8, -5, 4,
donc P{-1) = 4.0ncontrole: 2+5-+1—3—1 = 4.Par conséquent,
P=(X-D(2X3-3X?2-2X+1).

2. Horner effectue une multiplication par coefficient apres le premier, soit . multiplications et 7

additions. En revanche, le calcul direct de G, ok colte jz—1 multiplications pour la puissance et

L n(n+1)
une pour le coefficient. Le total vaut donc Z k= — 5 multiplications. Horner est
k=1
linéaire en 7., le calcul naif quadratique.

3. On réapplique Horneren 1 sur chaque quotient. Le premier reste est P{1) = 0, avecle
quotient 2, —3, —2, 1. Sur ce quotient, Horner donne 2, —1, —3, —2 :le reste est —2 . Puis,
sur 2, =1, —3,onobtient 2,1, =2 :reste —2.Ensuite, sur 2,1, on obtient 2,3 :reste

3 . Le dernier coefficient vaut 2. Les restes successifs sont les coefficients de I en puissances



de X —1.Donc P{X+1)=2Xx%43Xx3-2x2_ 23X,

k
4. D'apres la formule de Taylor, le coefficient de X'k dans P{X +1) est P_[ka':lj .Ona
P = 8X3 _15X2 42X +3,donc P/(I) = —2. Ensuite, '

I
P = 24X2 30X +2,donc T8 _ o Enfin, P/ = 48x — 30, donc
P'IWI:]_:I

=
P(X+1) = 2X%4+3X3-2X2%2-2X.

4
% — 9 . 0n retrouve bien

Corrigé de I'exercice 6 : Multiplicité d'une racine par les

dérivées

1. Oncalcule P(2) = 32 —96 + 104 — 56 4+ 24 — 8 = 0. Ensuite,

Pl =5X%-24X3 +39X2? 28X +12, et

P/(2) = 80 — 192 + 156 — 56 + 12 = 0. De plus,

P = 20Xx3 - 72X2% 4+ 78X —28,donc P(2) =160 —288 +156 —28 = 0.
Enfin, P = 60X2 144X + 78 et P"/(2) = 240 —288 4 78 = 30+ 0.Donc 2
est racine triple de P . Ainsi {X—E}S = X3 _6X2 412X — 8 divise P ,etla
division donne le quotient X2 1. Ce dernier n'a pas de racine réelle. Dans R[X],

P = (X—E}iE(XJEH) ;dans C[X], P = (X-2)%(X—1)(X+1).On vérifie a

FPa

3
d'inflexionen 2.

cohérence : — 5 = 92 1 1. Lafigure montre la tangente horizontale et le point
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— y=(x—-2)>3(x*+1)
101 === y=5(x—2)3 (terme de Taylor)

—5 e racine triple en 2 :
// tangente horizontale
’ et point d'inflexion
_10 .
1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

2.0na Q(I) =1-n+4n—1=0.Ensuite,
Q’r = InXxin—1_ n{n—i—l}Xﬂ + n(n—l}X”_E , donc
Q') =2n-n?—n4+n2_n=20.pPus
Q”{l} = 2n(2n-1) — n2(n+1) + n{n—1)(n—2). En factorisant par ., on obtient
n(&n—ﬁ—ng—n—knE—Bn—l—E) = [ . Enfin,
Qm{l} = 2n(2n-1)(2n-2) — n2(n+1)(n—1) + n(n—1)(n—2) (n—3) . En factorisant par
n(n—1), le crochet vaut 4(2n—1) — n{n+1) + (n—2)(n—3) = 2Zn + 2. Donc
Q"' (1) = 2n(n-1)(n+1) ?é O car n > 2. Leréel 1 estracine triplede & .Pour
n =2, onvérfie: Q@ = X*—2X3 42X -1 = (X-1(X+1) .

Corrigé de l'exercice 7 : Racine double imposée

1. D'apres la caractérisation par les dérivées, (X—ljg divise P siet seulement si
P)=P()=0.0r P)=a+b+1let P = n+DaX" +nbX" 1, donc
P'(1) = (n+1)a + nb .Onremplace b = —1 — o dans la seconde équation :

(n+lla —n —na = 0,s0it @ = n. Ainsi a =n et b = —(ntl), et



P=nxrtl _(n4D)X" +1.

2.0na P = ﬂg(ﬂ+1:lxﬂ_1 — (ﬂ+1}ﬂ{ﬂ—l}}f”_2. Donc
P”{l} = n{n+l)(n — (n-1)) = nin+1) ?é 0 .Leréel ] estdonc exactement racine
double.

3. Soit R = X3 —3X + X .Uneracine double o vérifie Ro) = R'(a) = 0.0r
R ' =3x2_3,donc ¢ =1ou ¢ = —1.Si @ =1,alors A =2.5 = —1,
alors 3 = —32 .Réciproquement, ces valeurs conviennent. Pour } — 2,
R = (X-1)?(X+2) ;pour A= -2, R = (X+1)%(X-2). Le troisiéme facteur
s'obtient par la somme des racines, qui est nulle.

Corrigé de I'exercice 8 : Divisibilité, polyndomes associés et
racines de l'unité

1. D'apréslecours, A et B sontassociés: A = X B avec X £ K¥.Encomparantles
coefficients dominants, qui valent tous deux 1,onobtient 4 = 1.Donc 4 = B.

22.0na X24 X 4+1=(X—7)(X —7), avec jr'?é . Posons
P = Xx3n+l 4 x3m+2 1 1. Comme jB = 1,onobtient P(7) = 7+ j-g +1=0.
De méme, 53 — 1 ,don_c PG:‘ — E‘FEE 11 =0 =0.Ainsi _P admet les deux
racines distinctes 7 et 7. Par conséquent, leur produit (X —7)(& —7) divise P .Donc
X214 X 41 divise x3n+l 4 x3m+d 4,

3. Ecrivons & = ag etposons ¥ — X %.Onalidentité
Y- 1=(Y-D(14+Y +...+ 7% 1) Donc
xb 1= (X1 x% 4. 3 xeD), et x® 1 divise xb_1.

4. Onécrit Xb_1 = XT(XC‘Q — 1) + X" — 1. Le premier terme est multiple de  x% _ 1,
d'apreés la question précédente. De plus, deg(}fr - 1:1 =r<as r>1,et
X" _1 =no0s r = 0.Parunicité de la division euclidienne, le reste est x”" _1.0n
retrouve l'algorithme d'Euclide sur les exposants.
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W

Le polynéme P est unitaire et scindé sur (. D'aprés les formules de Viete, 71 = 2,

Ona :E% + :r% + :t?% = O’% — 205 = 4 — 6 . Cette somme vaut —2 . Si les trois racines
étaient réelles, la somme de leurs carrés serait positive. Donc les racines ne sont pas toutes réelles.

Aucune racine n'est nulle, car U ?é 0. En réduisant au méme dénominateur, on obtient

g+ Tix4+ Tq7T o 3
23 1-3 1-32 2 . &
T o5, 7s La somme des inverses vaut E -

. Chaque racine vérifie :r«‘f- = 21’!3 — 3z, + 5 . En sommant, on obtient

> =3 =2x (-9 -3x243x5 pone o +2f+2]=5.

.Ona P = H (X — =) donc P(-1) = H{—l —z.) = —H{l +z,.).0r

P(-1)=-1-2-3-5= -11.Donc {1+$1}(1+$2}{1—|—x3} =11,

Point de méthode : pour un produit H (c — $'E.;:I , on évalue directement le polynéme en ¢ au lieu

de développer.

Corrigé de I'exercice 10 : Systemes symétriques et racines liées

1. Un triplet (a:, Yy, z-':l est solution si et seulement si T, ¥, € sont les racines, avec multiplicité, de

X3 —9X2_ X 4+ 9. Eneffet, ce polyndme vaut (X —z) (X —v) (X —z) d'aprés les
formules de Viete. Or

X3 -2X?2-X4+2=X%X-2)- (X -2) = (X-2)(X-D)(X+]). Les solutions
sont les six permutations de (2,1, -1} .

. Supposons que les racines soient @, 2a et b .La somme des racines est nulle, donc

b = —3a.Ensuite, 0 = 202 4 ab + 2ab = 202 — 92 = —TFa? or Tn = =T,
donc g2 = 1 .Enfin, agzﬁaﬁb:—ﬁagz—}l,donc % =6a3.Si a=1,o0n
trouve ) — 6 etlesracines 1,2, —3.Si @ = —1,ontrouve } = —6& et les racines



—1, -2, 3. Réciproquement, (X -1)(X—-2)(X+3) = X3 —7X + 6. Les valeurs
cherchées sont ) — & (racines 1,2, —3)et X = —65 (racines —1, -2, 3).

Corrigé de I'exercice 11 : Produit de sinus par les racines de
l'unité

1. Les 1 nombres &k ,pour 0 < k < m—1, sont distincts et vérifient {mk’jﬂ — 1. Cesont

donc 7 racines distinctes de X ™ — 1, qui est unitaire de degré 7. Par conséquent,
n n—1
X —-1= H{X — wk). Le coefficient de  xn—1 estnul,car m > 2 ,donc o7 = 0.
k=0
Le terme constant vaut —] = {—1}ﬂ o, - Ainsi Z wk =0 et H wk = {—1}”"‘1 .

2.0na X" —-1= {X 1}{1 + X +. —|—X”_1} . Par ailleurs,

X' —1=(X-1) H{X — wk). Comme C[X] estintégre, on peut simplifier par
=1
n—1
A —1.Enévaluant I'égalité obtenue en 1, on trouve H (1- mk} = 7 . Le produit

k=1
vaut n.

3. On factorise par I'angle moitié : 1 — g3 — Eé&jﬁ(e—éﬁ'ﬁ EWE) ggsmg 2202 En

passant au module, [1 —e26| = 2 sing .
4, Avec § — %Tﬁ ona || _mk| — Elglnﬁl — 9g nk”'r car %’T € ]0, [ - On prend le
K= ki (= kar n
module dans la question 2 : H 2sin<7- = n . Donc Hsinﬁ = ga—1- Pour n = 4,
ona Sina—rsingsin% — ‘/gkx 1% % = % — % La figure illustre le cas 7 = &, ou le produit
vaut 5 _ 32
32 T 167

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

1.0 - w? W

0.5 -

0.0 +—&3 1
—0.5 -
—1.0 - w? I
1.5 |1 — wX| = 2sin(kn/6) : produit desl5 longueurs =6
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Corrigé de l'exercice 12 : Formule de Leibniz et somme des
carrés des coefficients binomiaux

1
1. Parrécurrence immédiate sur k, (X :l(k:' = (ﬂﬂ;ﬂ, n—k g k<n,et

(xME =0si k>n.

1
2. D'une part, {Xﬁﬂ}(ﬂ) — @ ™ . D'autre part, la formule de Leibniz donne

(x"™. x" Zn:( ) n' p X" kg,xk !kz:](’;)z

k=0




. . - . 2 2n)!
n |§ r n _ nETe
En identifiant les coefficients de X", on obtient gl (k) = . Donc
L n \2 (En)
> (%) =%).
k=0

3. On dérive le produit: P/ = m(X-a)™ 1@ + (X-a)" @' = (X—a)™ 715 avec
§=m@+ (X -0)@ .or Sla =mQa)+# 0, car m# 0dans K.Donc o est
racine de multiplicité exactement m —1 de P/ .Si m = 1, celasignifie que @ n'est
pas racine de p/ .

4, Les dérivées de X 2 d'ordre au moins 3 sont nulles. Par la formule de Leibniz, en utilisant

(+27)" D = 20 e ((4207)"D = 4308 on ot

(x214+x)™)™ = nl X2 420 X (14 X) + () (14 X)%]

En —1, seuls les termes sans facteur 1 4+ X subsistent. La valeur en —]1 est nl.

Corrigé de I'exercice 13 : Formule de Taylor polynomiale

1. On applique la formule de Tayloren —1.0na P{-1) = -14+1—4 = —4 . Ensuite,
P =3x2 492X ,donc P/(-1) = 1.Deplus, P = 6X +2,donc
P (=1) . P=1) I _ 3 2
s = —2-Enfin, — = — 1. Ainsi P = (X41)° - 2(X+1)° + (X +1) - 4.

Contrdleen 0: 1—-241-4 = -4 = P(0).

2.0na P = {X—I—l}E({X—I—l} — 2) + (X 4 1) — 4. Le dernier terme est de degré 1 < 2 . Par
unicité de la division euclidienne, le reste est X — 3. En effet,
P—(X-3) = (X+1)}(x-1).

3. D'aprés la formule de Tayloren 1, @ = 2 — (X -1) + %(X—l}g n %{X—l)g En
développant, on obtient X3 —3X2 43X —1+2X2 - 4X +2—- X +14+2.Donc
Q=X3-X?_92X 4+4.onvrfie: Q) =2, @' () =3-2-2= -1,
Q' =6-2=4e Q" =5.
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tronquée

1. Ona P"—Zﬂjxk_l— = =P Donc ;X"
- n= 2L (k=10 T r= a1 Po—FPyp =71

n
2. Soit ¢ une racine multiple de Py, . Alors P (a) = Pl{a) = 0, donc % = 0 d'aprés la
question 1. Ainsi & = 0.0r P,{0) =1 ?é 0 : c'est une contradiction. Toutes les racines de
F., sont donc simples.

3. Lafonction f:xz — Py(x) estcontinue et dérivable sur R.Comme 7 est pair et le
coefficient dominant positif, f tend vers 4o en oo . Elle atteint donc un minimum global
en un point 35“[] En ce point, f {J?D:l = 0. Par conséquent,

flzg) = | + (= Ty) = 05 qg.si Tg=0,alors flzg) =1 ;sinon zf>0.
Dans tous Ies cas le minimum est strictement positif, donc Pﬂ{:ﬂ} = 0 pour tout réel
T,

Corrigé de I'exercice 15 : Montrer qu'un polynome est nul

1. Parrécurrence, P(k) = P{0) pourtout k € IN.Ainsile polynéme P — P{0) admet une
infinité de racines. Il est donc nul. Par conséquent, F est constant.

2. Supposons que cosz = P(x) pourtoutréel =,avec P € R[X].Alors P —1 s'annule
entousles 2k, k € & .llauneinfinité de racines,donc P = 1.0r cosm = —1 ?é 1.
La fonction cosinus n'est donc pas polynomiale.

3. Posons D = P(—X) — P(X).Parhypothése, I s'annulesur [0,1], qui est infini. Donc
— k
D =0.si P=Zak}fk,alors D_Zak({_l) —I)Xk _ZZ aka_

kE lmpalr
Tous les coefficients d'indice impair sont donc nuls.

4. Le polyndbme P — X2 s'annule en tout entier naturel. Il a une infinité de racines, donc il est nul.
Ainsi p — Xx2.



Point de méthode : pour identifier deux polynémes, il suffit que leurs fonctions coincident sur un
ensemble infini.

Corrigé de I'exercice 16 : Equations polynomiales

fonctionnelles

1. Ecrivons P = Zc&k XK. L'égalite P(2X) = 2P(X) donne 2% ay = 2a; pour tout
k.0r 9k — 9 seulementpour % = 1.Donc &p = 0 pour % f,é 1. Réciproquement,
a X convient. Les solutions sont les polynomes o X, a < C.

2. Toute constante ¢ convient, car P o P = ¢ . Supposons ensuite deg P = n > 1,
D'aprés I'exercice 1, deg(P o P) = n?,donc n2 = n et n = 1.Posons
P=aX +0b avec a ?é 0.Alors PoP = g2X + ab -+ b . L'identification donne
a2 = g.,donc @ = 1,puis ab = 0,donc i = 0 .Les solutions sont les constantes
et le polynome X .

3. Le polynéme nul convient. Si P ?é 0 estdedegré 7,alors 2n = n +2,donc n = 2.
Posons P = g X2+ bX +¢c.Ona P(X2)=aX? 4 bX24cet
I:j‘f2 + 1P = aXt X3+ (@ + C}_X-E + 82X + ¢. L'identification donne & = ( puis
a +¢ = b = 0. Les solutions sont les polynomes a{XE -1}, accC.

Corrigé de I'exercice 17 : Polynomes de degré au plus n et

polynome réciproque

1.5 deg P < n,alors deg P/ < n—1et deg P(X+1) = deg P < n,daprésle
calcul du degré d'une composée. En revanche, X" e [Kﬂ[X] mais
X X" = X"t ¢ K, [X] Donc K,[X] est stable par les deux premiéres
opérations, mais pas par F — X P.

2. Le coefficient d'indice k& de {P*)* est le coefficient d'indice n — k de p¥, soit

%n—(n—k — %k .De méme, le coefficient d'indice k de (A P+ Q}* est
Aa,_p +bn—k . Ainsi {P*}* — P et p _ pP* estlinéaire.
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+ 1 _ _ _ _
soons PY(8) = Ya, ok = a0, 4ank = a"P@) = 0. ponc 1 st
k k
racinede p*.

4. Pour £ = —1,ona P*(-1) = {—ljlrﬂ P(-1) = —P(-1},car n estimpair. Or
P* = p,donc P(-1) = —P(-1) .Ainsi P(-1) = 0.

5. Le polynéme 2X 2 +3X 2 4+ 3X + 2 estréciproque de degré 3,donc —1 estracine. La
méthode de Horner donne 2X3 +3X2 43X + 2 = (X +1) I:EXE +X +32).Le
discriminantde 92X 2 4+ X 4+ 2 vaut 1 —16 = —15. Donc

2% +3%2 +3% +2 = 2(0+1){ 3 - 2EIB) (5“1 9B s deu
racines non réelles sont conjuguées et leur produit vaut 5= 1. Leur module commun vaut donc

1 .0On peut aussi calculer =—=—= —

Corrigé de l'exercice 18 : Interpolation de Lagrange sur trois
points

1. Par définition, LI:' — w , Ll — _[:'x-—i_ljgﬂ et LQ — % . Par

exemple, le dénominateur de Lo vaut (—1-1)(—1-2) = 6.

2.0na P =6Ly+2L1+3L0y = (X2-3X +2)—(X?-X -2)+(X2-1).Donc
P = X2_92X +3.0nvérifie : Pl:—l:l:@, P(l}:ﬁ et P{E}:B.

3. D'aprés le théoréme d'interpolation, &' convient si et seulementsi & — P s'annuleen —1,
1 et 2. Ces points étant distincts, cela revient a la divisibilité de €} — P par leur produit. Les
solutions sontles @ = X2 —2X +3 + (X+1)(X-1)(X-2)A,avec A € R[X].

4. Pour deg @ < 3,lepolynéme A estune constante . Alors
Q@) =3+ x ()(-D(-2) = 3+ 2X . Lacondition Q(0) =0 donne X = —3.
Donc ¢ = —%XB +4X2 %X On vérifie par exemple Q(2) = —12 4+16 -1 = 3.



r4 ]

propriétés des L _i

1. Lesvaleurssont (0, 1, 0O.Seullepolyndme de Lagrange associé a % intervient :
XX —m) 4 X(r — X) . T 4 w_ 85r 5
P = %(_%) .Donc p — g Ensuite, P(E) = 3X§XTF =j Ans

P(::S_T) - sin% = g —% = % comme le montre la figure.

1.2 1
1.0 - - Y=
0.8 -
0.6 -

0.4

0.21 écart en n/6 :

0.0

_02 -

0 /2 m

2. Le polynbme S = Z Ly est de degré au plus 7 et vérifie S(‘fj:‘ =1 pour tout 7. Orle
1
polyndme constant 1 ales mémes propriétés. Par unicité dans le théoréme d'interpolation,

S = 1.Deméme, Z z,L; et X sontdans K,[X] car m > 1, etprennentles
valeurs ¥4 auxpoints ¥, .Donc ZL?«: =1 et Z r.L; =X,

3. Posons W, = H(X B :rj":l ,de sorte que W = (X — JSE-:IWE'.AIors

JF
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/ g _ o
W =w, + (X — :Eé}Wg,donc w I:xf) - Wﬁ(ﬂ') - H(ﬂ:i :]:j‘:]. Par ailleurs,

4 - JF s
. ) jr— H ——— 7 -
L'E = H—-?{[;t-) . Donc L-z - (X _ ﬂ'jﬂﬁ(*ﬂ:{j , le quotient N . désignant le

i

polynéme W,

4. Le polyndbme W est unitaire de degré n.. Le coefficient de X ™ dans L; est donc Wi(z.)
i

n
1
_ i n > oy = 0
Or E L; =1 auncoefficientde x™ nul,car n = 1.Donc E;jwf(a;{) .

Corrigé de I'exercice 20 : Polynomes de Tchebychev

1. On applique la relation de récurrence. On obtient T'n = 2X2 -1, Ty = 4X3 _3X et
T4 =8X%—8X241.Parexemple, T4 = 2X(AX3 -3X) - (2X2-1).

2. On raisonne par récurrence double. C'est vrai pour 1 = X et Ty = 2X2 1. Supposons
le résultat vrai pour 'y, et T'my1,avec 1 > 1 . Alors 2XT 11 estdedegré n-+2,de
coefficient dominant 9 x 2™ — on+1l.Deplus, deg T, = n <n+2.Donc Txni7 est
de degré n-2, de coefficient dominant 2n+1,

3. C'estvraipour . = (0 et 5 = 1.Supposons-le aux rangs 7. et nn-+1.La formule
cos{a+b) + cos(a—b) = 2cosacosb donne
cos({n+2)t) + cos(nt) = 2cos tcos((n+1)t) . Ainsi
Tnin(cost) = 2cost Tpyqfcost) — Tylcost) = cos{{n+2)t). Par récurrence
double, T',(cost) = cos(nt) pour tout 7 ettout %.

4. Soit € telque Qcost) = cos(nt) pourtout £.Alors T, — & s'annule en tout
£ = cost,cesta-diresur [—11], quiestinfini. Donc @ = T'y.

5. Posons ) = {—1}ﬂ T,(—X). Pourtout £,ona
Qcos t) = (1) Tplcos(r — 1) = (=1)"cos(nm — nt) = (=1)"(=1)"cos(nt) = cos(nt). Par la
questiond, @ = Ty Ainsi T, (-X) = (-1)" T,

6. Pour z € [=1]1], écrivons £ = cost avec t € [0,7].Alors T,(z) = 0 équivaut a

(—ng‘ljﬂ avec 0 < k < mn—1.Ces n angles sont distincts dans
n

(2k+1)sr '

an
Or deg T, = m.Parconséquent, 'y, n'apas d'autre racine, et chacune est simple. Ainsi

cos(nt) = 0,soit ¢ —

]D, W[ , 0U le cosinus est injectif. On obtient donc 7. racines distinctes Ty = Co8



n—1
2k+1
T, =271 H (X - cos%) .

k=0

7. On évalue la factorisationen 0 : T,(0) = 2”_1{—1]ﬂH Ty = 2”_11_[ £, car 7 est
pair. Par ailleurs, T'p,(0) = Tp(cosy) = cos(pm) = (-1)* . ponc

2p—1 P
(2k+1)m (—1) _ T 3T 1
;:I—IUCOS ip = gap-1° Pour p = 1, on retrouve coszcosy = —5-

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : polynomes de Legendre

1.Ona U, = X?" 4+ V avec degV < 2n —2 . Donc L, = %X“_Fv(ﬂ),ou
deg V':'”*:' < n — 2 . Ainsi L, estdedegré n, de coefficient dominant % .

2. Le polynéme U, estpair: Uy(—X) = U, .Endérivant k fois la composée, on obtient
(-D*UB(—x) = UK pour k = n,celadonne L,(—X) = (-1)" Ly, .Le
polynéme L. adonc la parité de n.

n

3. La formule de Leibniz donne Ly = Z (1,)({X—1}ﬂ)(kj({x+1}ﬂ)(n_k) .En 1,la

dérivée ({X_l}ﬂ)(k) s'annule sauf pour % = n,olellevaut n!.Donc

Ly(l) = n! {1+1}ﬂ .En —1,seulleterme k% = 0 subsiste, et il vaut (—Z)n n!. Ainsi
Lo(D) = 2" nl et L,(-1) = (-1)" 2" al.

4. Lesréels 1 et —1 sontracines de multiplicité = de 7, = (X_l}n(}(+1]ﬂ . D'aprés la
caractérisation par les dérivées, Ugfj(:l: 1:1 =0 pour 0<k <n-1.

5. Pour k =1: Uy, estcontinuesur [—11], dérivable sur ]-1,1], et
Un(-1) = Uyk(1) = 0. Le théoréme de Rolle fournit une racine de T/}, dans ]—1,1[.
Supposons ensuite le résultat vrai aurang k& < n—1: U,l'irf':' sannuleen @1 <...< 0 dans
]—1,1[ . D'aprés la question 4, il s'annule aussien —1 eten 1 .On dispose ainside k-2 zéros
—l <ay <...<ag <1.Lethéoréme de Rolle, appliqué sur chacun des k-1 intervalles
consécutifs, donne k-1 zéros distincts de U%k—l—lj dans ]-1,1[. Par récurrence, Uglk:' a
au moins k racines distinctes dans |—1,1[ pour 1 < k < n. La figure l'llustre pour
n=3J.

6. Pour k = n,lepolyndbme L, aaumoins % racines distinctes dans ]—1,1[. Or
deg Ly, = m ,doncilenaauplus 7, comptées avec multiplicité. Ainsi L, est scindé sur
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R, a racines simples, toutes dans |—1,1].

7. On integre par parties : fU':ﬂ)Q [U':'”« 1){;} fU':’-”« UQ’ Le crochet est nul

d'aprés la question 4. En répétant # fois, les crochets [U(ﬂ_i’:‘.@(i’ 1:'] . sont tous nuls, car

1
n— 7 < n—1.0nobtient fL Q—( 1:1 fU Q(”:' Or degQ{n —1, donc

—1
1

Q(ﬂ) — 0 . Finalement, an{a:}Q{a:) de = 0.
—1

Point de méthode : le théoréme de Rolle transforme « k-2 zérosde f »en« jk41 zéros de f’;
» ; les racines d'ordre élevé aux bords fournissent les zéros supplémentaires.

Corrigé de I'exercice 22 : Factorisation de X~4+1 et de X*6-1

1. Les dérivéesde P sont a coefficients réels. Donc, pour tout k&, p[k],:z} — p(k]',:z:, . Ainsi

P'ik:'(z] — [ si et seulement si P(k)(g} — (. Par la caractérisation par les dérivées,
z est racine de méme multiplicité 1,

2. Onrésout 4 — _] — etm.Lessolutionssont /4, 3emf4, —3wr/4 et —um/4,
quatre racines distinctes. Donc X4 41 = H (X — er"‘:(%-l_l)ﬂful} dans C[X].0On
regroupe ensuite les racines conjuguées : (X — ™) (X —e—0) = X2 — 2cosf X +1.
pans R[X], X%*4+1=(X2%2-V2X +1)(X24V2X +1).Lafigure représente ce
regroupement.



1.5

1.0 -

0.5 1

XZ
0.0 f

X2 +V2Xx 4

partie imaginaire

-1.5 —-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
partie réelle

—-1.5

. Lesracinesde X6 _1 sontles t%m/3 pour 0 <k <5: 1, -1, ot 7/3 et

5 .
ot 2ur/3 Dans C[X], X6 _1 = H (X — Eﬁkﬂﬁ} . On regroupe les paires
k=0

conjuguées avec Ecos% =1 et Ecos%ﬂ- — —1.Dpans R[X],
X6 1= (X-DXH+D)(X2-X +1)(X24+ X +1).

.Ona X6 -1 =(X2-1)(X*% 4 X2 41).Encomparant avec la question 3 et en

simplifiant par X2 — 1, ce qui est permis par intégrité, on obtient
XP 4 X241 = (X2 4+ X +D)(X2-X +1).
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Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : interpolation d'Hermite

1. Soient P et Pg deuxsolutions,et D = P — Pg € Rg[X]. Alors
D({0) = D'(0) =0 et D(1) = D'(1) = 0.Donc 0 et 1 sont racines au moins
doublesde D, et X2(X—1)% divise D .Comme deg D <3<4,ona D =0.l
existe donc au plus une solution.

2. Les conditionsen 0 imposent P = g X3 4+ pX2 + X .Ensuite, P{1) =1 donne
a+b=0,et P’(l):[]donne 3a+2b4+1=0.Ansi a = —-1let ph=1.Le
polynéme cherché est P = — X3 | X2 1 ¥.

3. On sait que Lé(ﬂfj:‘ = dig o0 84 vaut 1si 2= 7 et O sinon. Donc
LEI:SEJ-:I = &4;. D'abord, Hz":i?j:' = &i5, carle facteur 1 — ELEI::EE-:I (X —=z,) vaut 1
en <. Ensuite, Hé(i?j:' = 0 pour tout 7 . Pour les dérivées, on a

!

Hi= 2Lz, )L? +2(1 —2L{(z)(X —«,))L;L:.

Si 7 ?é 3, les deux termes contiennent Lf.-i'ii?j‘:' = 0. En ¥;, on obtient
! / :
_gfl,ﬁ;(:pﬁ.} +2LY(z)) = 0.Enfin, K' = L§I+ 2(X — z)L;L, , donc
Ké("?j)‘ = 45 . Ainsi Hé(%:‘ = by, Hg(ﬂ?j) =0, Ké(fﬂj;‘ =0 et
! ..

mn
4. Existence : posons & = Z (yr,‘:Hé + ﬂ:f‘fé) . Chaque Lg- est de degré 2n ,donc M
1=10
et K, sontdedegréauplus 2n-+1.D'aprés la question 3, P':ﬁj,':' = yj et

P'F{i‘j-:l = Zj . Unicité : la différence I} de deux solutions admet chaque :Ej comme
_ 2
racine au moins double. Les ¥ étant distincts, H (X a:j:' , de degré 2n--2, divise

3
I . Comme deg D < 2n+1,ona I = 0.L'unique solution est
T

P = Z(yéHé—l—zﬁ-Ké)_
1=10

5. Pour SE“D:Det :L?l:]_,ona LU:]_—_X et L1=X,donc La{[]}:_l ot
Li{l}:l.Avec Yo=0, z5=1, yy=1e 2 =0 ilvient P=Kg+H;.
or Kg=X(1-X)?et Hy=(1-2(X -1)x2 = (3 -2X)X2 . Ansi
P=X-2X24+X34+3X2-2X3 . Onretrouve P = X3+ X214+ X.
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