Corrigés des exercices de maths en L1

Polynomes

Corrigé de I'exercice 1 : Degré, coefficient dominant et
intégrité

5
1. D'aprés la formule du binéme, {X—H]E = E (5}:) X% et

k=0
5
{X—I)S = ;:ZU (5}:) {—1)5_}‘; X% Dans la différence, les termes ol & — j est pair
s'annulent. Il reste les termes ol 5 — j est impair, c'est-a-dire & € {0, 2, 4} , chacun compté

deux fois :
P = 2((54)){4 +(5)x2+ (%D =10X44+20X2 42
Donc deg P = 4 et le coefficient dominant vaut 10 .

2. Supposons &} ?‘3 0. Alors XQE ?‘3 0,donc F ?é 0 aussi. Ensuite, deg{Pg] = 2deg P
est pair. En revanche, deg{XQE) = 1+ 2deg @ estimpair. C'est contradictoire. Donc
Q@ = 0,puis p2 — g.0r R[X] estintégre,donc P = 0.Ainsi, P =Q = 0.

3. Le polynébme nul convient. Soit maintenant 1 non nul de degré 7..Si n = 0, alors
P! = (o etl'équation donne 4P = 0 :c'estexclu.Si 7 = 1, alors
deg (P} = 2(n —1) et deg(dP) = n.Parconséquent, 2n —2 = n,soit n = 2.
Ecrivons P = g X2 4+ bX 4 ¢ avec a ?é 0. Alors
(P"}E = (ﬁa}f + b}g — 4g2%x2 + 4abX + b2 . L'identification avec
A X2 + 46X + 4¢c donne g2 = g,donc a = 1.Ensuite, 4f = 4} est toujours vrai,

2
et C:%Z.Ainsi P:Xg—i—bX—l-%z:(X—i-%) . Les solutions sont P = (] etles
P:{X+ogjg,avec acR.

Point de méthode : dans une équation polynomiale, commencez par comparer les degrés. Cela réduit
souvent le probleme a un nombre fini de coefficients inconnus.
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Corrigé de I'exercice 2 : Divisions euclidiennes

1. On élimine les termes dominants successifs. D'abord, A4 — X2 8B = X3 - X2 - X 4+ 3.
Ensuite, en retranchant X' B = X3 4+ X2 4 X ,ilreste —2X2 _2X 4 3.Enfin,en
ajoutant 2B = 2X2 + 2X 4+ 2, ilreste 5,dedegré 0 < 2. Vérification :

(XE + X + 1}{}{2 +X-2) = X% 4+ 2X3 - X — 92, etenajoutant 5 on retrouve
A.Donc @ =X24+ X —2et R=05.

2. D'abord, A —2X2B =2X°- X34+ X +1-(2X°-2Xx342X%) = X3 - 2X24 X 41
. Ensuite, on retranche B :ilreste —9 X2 + 2X ,dedegré 2 < 3. Vérification :
(X3 -X+D02X2410) =2X° - X3 4+2X2 - X 41 ;enajoutant —2X2 42X
,onretrouve A4 .Donc O = 92X 2 +let R = _2X2 +2X .

3. Effectuons la divisiondans R[X] : A = BQ + A avec @, A réelset
deg A < deg B . Cette égalité reste vraie dans C[X |, qui contient R[A] . Or la division
euclidienne dans C[X ] est unique. Donc le couple (&, ) obtenu dans R[X ] est aussi
le quotient et le reste dans C[X ].En particulier, si B divise A dans C[X], il le divise
dans R[X].

Corrigé de I'exercice 3 : Racines et factorisation par X — a

l.Oona P(l)=141—-7T—-146=20,donc X —1 divise P .Ladivision donne
P=(X- 1}()(3 +9X2 _5X — 6) . Ensuite, —1 annule le second facteur :
—1+4+245—6 = 0.Une nouvelle division donne
X3 49X2 _5X -6 = (X —I—I}{XE + X —6).Enfin, X2 4 X —6 apour racines
2et —3.Donc P = (X —1)(X +1(X — 2)(X + 3).0n contréle :
P2 =164+8-28-246=0,

2. Posons & = P — P(0).Parrécurrence, P(k) = P(0) pourtout &k € N, car
P(k 4+ 1) = P(k).Donc @ s'annule en tous les entiers naturels. Ainsi, & a une infinité de
racines, donc &} = 0. Par conséquent, P est le polynéme constant PI:D:I.

3. Un polyndme de degré au plus 7 quis'annule en 7 4+ 1 points distincts est nul, d'apres le
corollaire du cours. Il n'existe donc aucun polynéme non nul de degré au plus 7 qui
sannuleen 0,1,... 7.Enrevanche, X(X —1)...(X —n) estdedegré n +1 et
convient. De plus, tout polyndme de degré 7. -+ 1 qui convient lui est associé, car il est divisible



par ce produit.

Corrigé de I'exercice 4 : Multiplicité d'une racine

1. On calcule les dérivées successives en 1 .D'abord, P{1) =1—-545—1 = 0. Ensuite,
P/ =5x% _15X2 410X ,donc P/(1) = 0.Puis P/ = 20X3 30X +10,
donc P(1) = 0.€nfin, P — 60Xx2 — 30, donc P71y = 30 ?‘3 0. D'aprés la
formule de Taylor, 1 est racine de multiplicité exactement 3.

2.0na (X —1)° = X3-3X243X 1.t P=(X-1%(X2+aX +b).En
développant, les coefficients de x4 et du terme constant donnent g —3 = 0 et
—b = —1.Donc @ = 3 et h = 1.0n contrdle avec le coefficient de X3 :
b—3a+3 =1-—943 = —5, cequi est correct. Le discriminant de X 2 43X 41 vaut

5>0.Donc P — (X — 1}3(}{ — #ﬁ)(x — _BT_“@) . La figure ci-dessous

montre la racine triple, avec sa tangente horizontale et son inflexion, et les deux racines simples.

8
6 -
4
21 -—3-{5
2 1—/
S # ——
-2
—4
— P(x)=x>—-5x3+5x?—1
—6 - @® racines simples
B racinetriplel
—8 T T T I T
-3 -2 -1 0 1
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3. Posons & = aX"t1l 4 5 X™ 4+ 1. Le polyndme (X — 1)2 divise €} siet seulement si
o)=ag' () =0.0or @) =a+b+1et Q(1) = (n+1a+nb.Lesysteme
donne b = —1—g,puis (n+1lJa—n—na=0,sit @ =n.Donc a = 7 et

b=—(n+1) :lepolynémeest nX"tl —(n + X" +1.

Corrigé de I'exercice 5 : Reste d'une division par évaluation

1. Le diviseur est de degré 2, donc le reste s'écrit B = aX 4+ 6.0na
X" = (X —D)(X —2)Q +aX +b.Enévaluanten 1 puisen 2, on obtient
a+b=1et 2g+b = 2" Parsoustraction, g = 2™ —1,puis p = 2 — 2" . Donc
R=(2"-1)x +2-2".

2. Onécrit X" = (X - 1}2 @ +aX +b.Lévaluationen 1 donne a +& = 1.En
dérivant, nX"~1 = 2(X - 1)@ + (X — 1}2 Q' 4+ a . Enévaluanten 1, ontrouve
@ =n.Donc A=nX+4+1-n.

3. Onécrit (cosf + Xsin.ﬂ}ﬂ = {Xﬁ +1)Q +aX +b,avec a,b réels d'apres I'exercice 2.
En évaluanten 3 ,racinede X2 + 1, on obtient {cosﬁ' + g’sin.ﬂ}ﬂ = az -+ b.Parla
formule de Moivre, le membre de gauche vaut cos(nf) + zsin(nd) . Comme a et b sont
réels, on identifie parties réelle et imaginaire. Donc & = sin{na}x —+ cos{nt?jl .

Point de méthode : pour obtenir un reste sans poser la division, évaluez en les racines du diviseur. Pour
une racine multiple, dérivez I'égalité avant d'évaluer.

Corrigé de I'exercice 6 : Racine double et parameétre

1. Une racine est multiple si et seulement si elle annule aussi le polyn6me dérivé. Or
Pi —3X2_-3 = 3(X — 1)(X +1). Les seuls candidats sont donc 1 et —1.D'une part,
P;(1) = A —2.Dautrepart, P;(-1) = A +2.Ainsi, P aune racine multiple si
etseulementsi 4 = 2 ou = —3.



2. Pour A = 2, 1 estracine double. On divise par {X — 1}2 — X2 _-3X +1 :lequotient
est unitaire de degré 1, et son terme constant ¢ vérifie 1 x ¢ = 2. Donc
Py = (X - 1}2{}( + 2). Deméme, pour X = —2, —I estracine double, et
P_o=(X+ 1)2{1’ — 2} . On vérifie par exemple que
(X +1)%x -2 = x3-3x -2

3. Lafonction = — P (x) est croissante sur |—oo, —1] , décroissante sur [—1,1] , puis
croissante sur  [1, +oo[ . Son maximum local vaut A 4+ 2 et son minimum local % — 2. Par le
théoréme des valeurs intermédiaires, on obtient trois cas. Si  |A| < 2, il y a trois racines réelles
distinctes. Si |A| = 2, il y en a deux, dont une double. Si |A| > 2, il n'y en a qu'une.
Les deux valeurs critiques = 2 correspondent aux courbes tangentes a I'axe des abscisses.

Corrigé de I'exercice 7 : Polynomes a racines simples

n

—1
Exk—1 T wk n
1. Ona P;:Z o = ZE:Pﬂ_l.Donc Pﬂ_P;l:-ifi—"
k=1 k=0 '

2. Soit @ € C uneracine multiplede P, . Alors P, (@) = Ph(a) = 0.D'aprés la question 1,
n
T =0,donc g =0.0r Pp(0) = 15 0 : c'est absurde. Par conséquent, toutes les
racines complexes de F', sont simples. Comme F, estdedegré m,iladonc 7 racines
complexes distinctes.

3. Posons & = X™ _ & . Une racine multiple 2z annulerait Q’ = nX"1 donc z=0.
or @) = —a#0.Donc X" _ 4 n'aque des racines simples.

Corrigé de I'exercice 8 : Factorisations dans C[X] et R[X]

1. Lesracinesde X% 41 sontles z telsque % — _] — ptm.Cesontles tm/4+ km/2)
pour k€ {U, 1, 2, 3} Elles sont distinctes et au nombre de 4. Donc
X4 _|_1 — {_X _ Eéﬂf‘i}{x _ E_Sé’frf%:llix _ E—B'i?rf‘i:llix _E—éﬁf‘i} dans E[_X]
Ensuite, on regroupe les paires conjuguées. On a
(X — ") (X — e /%) = X2 - 2cosf X +1 = X2 —VIX +1.Deméme,
'autre paire donne X2 4+ 3 X -+ 1.Donc
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Xt11 = I:Jf2 —VIX +1) I:j‘f2 +v2X +1) dans R[X], chaque facteur ayant un
discriminant égala —2 < 0.

2. Lesracinesde X6 _1 sontles gk, avec ,, — /3 et 0 <k < 5. Ainsi,

5
X6 1= H (X — wk) dans C[X].Dans R[X],lesracines 1 et —1 sont réelles.
k=0

Ensuite, @ et (5 sont conjuguées, de partie réelle :elles donnent X4 — X -+ 1 . Enfin,

[t ] |l

we et 2, de partie réelle —% , donnent X 4 + X +1.Donc

X6 1= (X -D(X 41 (XQ - X471 {XQ + X +1). La figure ci-dessous montre les
deux regroupements.

racines de X*+1 racines de X® -1
1.0 - 1.0 A
@ [
[ [ ] : !
0.5 A i i 0.5 1 : :
: : i i
0.0 ! ! 0.0 - : —e
] ] | |
~0.5 1 i i —0.5 1 i i
—1.0 1 —1.0 1 ¢ ¢
-1 0 1 -1 0 1
paires conjuguées : X—1, X+ 1 (racines réelles)
X2 —V2X+1, X2 +V2X+1 X2=X+1, X2+ X+1

3.0na X6 1= (X2 _-1)(XEt4+ X240, car ¥3-1= (¥ -D(Y24+¥ +1)avec
¥ — X2 .Parunicité de la décomposition en irréductibles, on retire les facteurs X —1 et
X +1 delaquestion2.Donc X% + X2 11 = {XE - X —|—1}{X2 + X +1).0nle
vérifie aussi directement : (XE + 1}2 X2 = x+¢ + X2 +1.



1. On calcule les puissances : (1 + a’}g = 2z, puis (14 3'}3 = —2 427 ,et
(1+4)% = —4.0onc P(1+12)=—-4-2(-2+420)+3(2)-2(1+1)+2.En
regroupant, la partie réellevaut —4 +4 — 2 + 2 = 0 et la partie imaginaire
—4+6-2=0.Donc P{l+2)=0.

2. Comme [P estréel, 1 — 3 estaussiracine. Par conséquent,
(X —1-2)(X —142) = X2-2X +2 divise P .Onécrit
P = I:X2 —-2X + 2}{}(2 + aX +b). Le coefficient de X3 donne g —2 = —2, donc
g = [ .Leterme constantdonne 2& = 2 ,donc & = 1.0n contrble le coefficient de X :
Ja — 2b = —2, ce qui est correct. Donc P = I:Jf2 —2X 4 32) I:Jf2 +1) dans R[X],
et P= (X —1-43)(X —1+0)(X —4)(X +14) dans C[X].

3. Un tel polyndme réel admet z comme racine double, donc aussi —z comme racine double. Il est
donc divisible par {X — g’}g{x + a’)g{}( — 1} = I:_X-E + 1}2(2{ — 1:1 , qui est de degré 5.
Réciproquement, ce produit convient. Le polyndme cherché est

(X241 (x-D=Xx5-x%*42x3_ax24+x-1.

Corrigé de I'exercice 10 : Relations entre coefficients et racines

1. Le polyndme est unitaire, de coefficients @y = —3, @y =1, a5 = 2 |esrelations
coefficients-racines donnent ¢y = —tn = 3, 0y =y =l et 09 = —Gy = —2 Ainsi,

2. D'abord, Z :J.?2 = Jl 202 = 9—2 = 7. Ensuite, Og ?é 0, donc aucune racine n'est
nulle et Z = = g—a = % Enfin, chaque racine vérifie :1:3- = 3:153- -z, —2.En

sommant, Z$3—3X7—3—6_12 Donc Z:r:g— , Z%:—% et
Z:r:g:lﬁ.

3.0na P(2) =8-1242+2 = 0.Ladivisiondonne P = (X —2)(X2% — X —1), dont
1"‘"‘ret W = _‘?”@.Ona w—+w =1et P = —1.Contrdlons

24t =3.pus 44 o+ ) - 2pp = 4+142= 7 Depis

1 et 1 _ 1 -
+t,m,b _2_1_—2.Enﬁn.

les racines sont

B2
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'-’,Dg—i-f,.!’JB: {(,D—I—T,L'J}E—ng,b{gﬂ—k'qb}:1—|—3:4,donc 2,1:3284-4:12.
1+V8 ¢ L=46

5 g et tous les résultats concordent.

Les racines sont 2,

Corrigé de I'exercice 11 : Systemes symétriques et racines en
progression

1. Un triplet (a:, Y, z} est solution si et seulement si ¥, ¥, # sont les trois racines, comptées avec
multiplicité, de X3 — 2X2 — X + 2.En effet, ce polyndme est (X — z)(X — y)(X — 2)
développé. Or

X3-2X2-X42=X3(X-2)-(X -2 = (X -P(X -D(X +1).Les
solutions sont les six permutations de (2,1, —1) .

2. Notons lesracines ™ — 5, T et r +s.Lleursommevaut 37 = ¢ =3 donc r = 3.
On vérifie que P(3) = 27 — 81 4+ 69 — 15 = 0 . La division donne
P=(X-3)(X2-6X+5) = (X -3)(X —1)(X - 5). Les racines sont 1, 3
et 5,deraison s = 2.

3.1 01 =0, 93 = Pet 0= —¢q ?é 0 . Aucune racine n'est nulle. D'une part,
1 1,1 _%a_ P, 1,1, 1 _ atbte
atytec= = —7- D'autre part, ab+bc+m_ he = 0.0r

3
2 !

1 1 1 i, 1,1 p°
Zc;_?: Z& _ZZE'DonC a9+b2+cg_g2'

Corrigé de I'exercice 12 : PGCD et relation de Bézout

1. Premiere division: A = B(X —2) + Ry .Eneffet, B(X —2) = X% -2X2-3X -2
,donc Ry = 92X 2 43X +1.Deuxiéme division : on divise B par Rj.On trouve
B = Rl(% + %) + Ry avec Ry = %{X -+ 1} . Troisiéme division :
R; = (2X 4 1){X 4 1), donc le reste suivant est nul. Le dernier reste non nul est
%{X + 1) . Apres normalisation, A AN B = X +1.

2. On remonte l'algorithme. D'abord, %{X —+ 1} = B - Hl(% —+ %) . Ensuite, on remplace
Hy = A—I:X—E:IB :



3 X 1 X 1

x4+ =—($+1)a+ (1 + (X —2)(§+ g))B.
Oor 1+ {X — 2}(% + %) = XTQ — % + % . En multipliant par % on obtient le résultat.
Ainsi |7 = _2X3+1 et v = 2. _SSX + 2 conviennent. Vérification :

(2X2-3X +2)B =2X°+ X%¥ 4+ X 42 et
(2X + 1A = 2X° 4+ X% - 2X —1.Ladifférence vaut 32X + 3, puis on divise par 3.

3.Dans C[X], A =(X-D(X +1(X —2)(X +1).Deplus,
B(-1)= -142-241 = 0, etladivision donne
B=(X+D)(X24+X 41 = (X +D(X - /)(X — 7%). Le seul facteur commun
est X +1,cequiconfirme A A E =X +1.

Corrigé de I'exercice 13 : PGCDde X" n—-1et X" m -1

1. Ecrivons & = gm .Avec v — X™ ,ona Yg—lz{Y—l}{Yg_l—i—...—I—Y—l—l}
.Donc X ™ _1 divise x99 _1q.

2. Onalidentité¢ X" —1= X (XY™ —1)+ (X" —1). D'apres la question 1, le premier
terme est un multiplede X" _ 1 . De plus, deg{}f?ﬂ —=r<msi v 21,et
X" -1 =n0si r = 0.Parunicité de la division euclidienne, le reste est X" _ 1.

3. Pourles polynbmes, 4 A" B = B A H,ou H estlerestede A par B .D'apresla
question2, (X" —-DA(X™ - = (X" -1 A (X" —1).0rdans Z,
nn Mo = A 1. Ainsi, I'algorithme d'Euclide sur les polyndmes suit exactement celui sur les
exposants. On raisonne par récurrence forte sur 1 .Si ™M divise 71, le reste est nul et le PGCD
vaut X" _1,avec d = m .Sinon, on applique I'nypothése de récurrence au couple {m, f-'“}
,avec 1< r<m.bonc (X" -DA(X" -1 =X""™_1,

4. Comme 12 A 18 = 6,onobtient (X12 — 1) A (X18 —1) = X6 — 1. Cet exercice illustre
parfaitement I'analogie entre Z et K[X].

Corrigé de I'exercice 14 : Irréductibles et analogie avec les
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entiers

1. Si P auneracine a € [K ,alors X — a divise P . Cediviseur n'est ni constant ni associé a
P ,car deg P > 2.Donc P n'est pas irréductible. Réciproquement, supposons
P = AB avec A et B nonconstants. Alors deg A +deg B € {2,3}, donc I'un des
deux est de degré 1. Il s'écrit &{X — r::;l ,et @ estuneracinede P .Ainsi, en degré 2 ou 3,
irréductible équivaut a sans racine dans [ .

2. D'aprés la question 1, appliquée avec le corps 1, il suffit de montrer que X2 _ 9 n'a pas de
racine rationnelle. D'apres le résultat admis, une telle racine serait un entier divisant 2. Or
l-2=-1, -1-2=-3, 8—2 =06et —8 —2 = —10 sont non nuls. Donc
X3 _ 9 estirréductible dans @[] . En revanche, il est réductible dans R[X ], car 35
en est racine.

3. Pourtoutréel =, z% 44 > 4= 0,donciln'ya pas de racine réelle. Cependant,
Xt 4a=(X24+22%-4X2 = (X? 42X +2)(X2-2X +2). Les deux
facteurs sont a coefficients entiers, donc X% 4 4 n'est irréductible nidans ©Q[X], ni
dans R[] . L'absence de racine ne garantit donc I'irréductibilité qu'en degré 2 ou 3.

4, LePGCD [} = P A A estundiviseur unitairede P .Comme P estirréductible, I} =1

ou I estassociéa P .Danslesecondcas, P divise I}, quidivise A .Donc soit
P|A,soit P A A =1,exactement comme un nombre premier face & un entier.

Corrigé de I'exercice 15 : Partie entiere et poles d'une fraction

rationnelle

. XAX 4+
TX-1(X+1
commune, donc la forme est irréductible. Les poles sont 1 et —1, tous deux simples. Les
racinesde F' sont [, double, et —2, simple.

1. On factorise: F . Le numérateur et le dénominateur n'ont aucune racine

2. Ondivise X2 4+ 2X2par x2 _1.D'abord, on retranche X(XE — 1) :il reste
2 X2 + X . Ensuite, on retranche E{Xg - 1} :ilreste X 4+ 2. Donc la partie entiére est

BE=X+2,et F=X+2+57—~.




X+ 3 _ _a b A ,
3. On cherche X DX+ - X—1 —+ X +1 Les pbles sont simples, donc

142 —1+32 1 3 1

3 P _
a:m:iet b:—]_—l:_E'AInSI' F—X—l—g—l-g(x_l)—g(x_i_l).
Vérificationen 0 : FI:U:I =0 et 2—%—% =0.

4. Les éléments simples tendent vers 0 en oo .Donc Ff(z) — (z + 2) — 0. La droite
y = x + 2 est asymptote oblique a la courbe, et les droites = — 1 et & = —1 sont
asymptotes verticales, comme le montre la figure ci-dessous.

-—- partie entiérey=x+2

-—- polesx=—-letx=1
10 -

Corrigé de I'exercice 16 : Poles simples dans C(X)

1.ona X3—1= (X —1)(X - 7)(X — 52), avec trois racines distinctes. Pour un pdle simple

- L _ L1 1 a o
a , le coefficient vaut Q;(a] = 3,2 Or g3 = 1,donc 32 = 3.A|n5|,
1 1 1 J J
X3—1 7 B(X—1+X—J'+X—j9)'
2. On regroupe les deux termes conjugués. On utilise ¢ + jg = -1, j’B =1 et
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(X - )X 5D = X2+ X 41

i 2 _U+ghHX -2 _x_o
X—3 1" x—42 X2 4+ X +1 X2 4+ X +1
Donc Xgl_l:B(Xl_lj—glisz__'_;_'_lj.Vériﬁcationen 0 _1:_%_%,

3. D'aprés I'exercice 7, X ™ — 1 n'a que des racines simples : ce sont les %% . Le coefficient

L L
k
associé a W vaut n—1 — n — “m . Enfin, la partie entiére est nulle car le degré est
my, LU
ﬂ,—l )
sqatif. D 1 1 k
negatit. bonc Xﬂ_l—ﬂ_k_[:lx_wk.

Corrigé de l'exercice 17 : Pole double et dérivées successives

1. Ledegré de F' est négatif, donc sa partie entiere est nulle. La forme est

_a b c . . .
F=5+5_37+ X — 1% D'abord, on multiplie par X eton évalueen 0 :

o = % = 1. Ensuite, on multiplie par (X — 1)2 etonévalueen 1 : ¢ = % = 3. Enfin,
zF(r) =+ 0 en 4oo,car deg F = —-2.0r zF(z) = a+b.Donc b = —1. Ainsi,

(o —1)2"

—1

2.En —1: F(-1) = —DOxa = % . Par ailleurs, —1 4 % -|-% = %.La décomposition est

confirmée.

3. Pour P = let x>>1, unerécurrence immédiate donne la dérivée 7 -iéme de
T — {;1: — og} P. Elle vaut (—l}ﬂ p{p —|—1:|_ . .I:p +n — 1}(;1: — CE:I P ﬂ. Pour p = 1
,le produit vaut ! ;pour p = 2, ilvaut (n + 1)!. Par linéarité,

(@) = (1" (8 - e+

Point de méthode : pour un p6le multiple, calculez d'abord le coefficient d'ordre le plus élevé par
évaluation. Pour les autres, la limite de = F'(x) en I'infini est souvent la voie la plus rapide.



Corrigé de I'exercice 18 : Décomposition dans R(X)

bX 4+ ¢
X241
— % . Ensuite, on multiplie par x4 + 1 etonévalue en

I G Ttk ) I [ S 1
1T G=Di—l—9 — 2 . En identifiant, c =3
1 X —

.Donc F' = 5757~ ~ 32 1 1) Veérificationen 0 : F(0) =0 et

1. Lefacteur X2 1 1 estirréductible dans R[X].On cherche F' = Xa_ 1+

pole 1 estsimple,donc a = 1—_}_1

Le

et

2. Dans C{X '}, le coefficienten 7 vaut = 1)(2?‘_) = 2&1_1:' _— 2 * . Par conjugaison,

. . 1 — 141 1—¢2
celuien —g vaut — 4 .Donc F' = E(X—lj TAX 9 X T En regroupant les

deux derniers termes, le numérateur vaut

A+ DE +9) + (1 -9 1) = ~52X —2). onrewowe bien —3 577

3. Ledegré de (3 vaut2, doncily a une partie entiére. On divise X 4 par X2 + X +1.
D'abord, X% — XE{XE +X +1) = — X3 — X2 Ensuite,
X3 - X2%24 X{XZ + X + 1} = X .Leresteest X .Le dénominateur a un discriminant

_ , - . - w2 X
3 < 0, donc il est irréductible. Ainsi, G = X< —- X + XIr x4l

Corrigé de I'exercice 19 : Somme télescopique

1. Lestroispbles (0, —1, —2 sontsimples. Les coefficients s'obtiennent par évaluation. En (0 :

1 _ 1 o o1 1
1>kag_lg.En -1 (1_1]><11— l.Enl—E. (—2}(—1]_2'D°"c

XX+ DX+ X  X+1itax+9:

1/1 1

o . " 171 1 1
2. On réécrit la décomposition sous la forme E(k — LT+ 1) ( —) En sommant de

E+1 k42
k=1 a 7, lesdeux sommes télescopent :

_ 1 _1 /1 _ 1
Sy = 2(1_n—l—l)_2(2_n—|—2)‘
Donc Sﬂzﬁ—g(nl_klj—kgml_i_gjﬁour n = 1, ontrouve %—%-p%:%,cequiest
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. 1
bien T 9%3"
1

3. Les deux derniers termes tendent vers .Donc 5, — - On peut aussi écrire

1 1 . . e
S, = 7+ D+ ) ce qui montre que la convergence se fait par valeurs inférieures. La

figure ci-dessous le confirme.

0.26 A
"""""""""" .' “.".'“.“.“i“i"l“l"""""""
0.24 - e ®*
]
°

0.22 1
=
n [ )

0.20 A

0.18 -1

° ® sommes partielles S,
0.16 - --=limite }

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Corrigé de I'exercice 20 : Dérivée logarithmique

T
T
1. D'aprés d'Alembert-Gauss, £ = a I I (X —z.) * . On dérive ce produit par la régle de
k=1

Leibniz :
/ mk_l m r mkP
P :az my (X —2;) H(X_ZE) = Z —
= [+ k k=1
! r ™,
En divisant par F , on obtient & = X -z,
k=1

2. Ici P adesracines réelles simples <1:--%n  Sur [ privé des racines, la fonction



/ 1
g = % vaut Z T — I . En dérivant,

K
P.-".-"P_(P.-"jﬂ 1
g/(x) = (r) = ZW{D.DOHC (P2 - PP >0 ences

points. En une racine ¥k ,ona P(I«‘k} = 0 et Pf{a:k} ?é 0, car la racine est simple.
L'expression vaut alors P"{a:k:lg = (. Ainsi, (P’}E — PP~ surtout R.

3.Posons P=1+4+2X+...+ X71.Comme (X —1)P = X" —1, lesracinesde P

| Py =
sontles gk ,pour 1 < k < n —1, toutes simples. Par la question 1, B — 1— ok
.or P(l)=n et P=1424...4(n _1}_7”’(“ U bonc
= 1 a1
k:ll —wk — 2

Corrigé de I'exercice 21 : Factorisation de X~ n — 1 et produit

de sinus

1. Les ™ sont 7 racines distinctes de X ™ _ 1, qui est unitaire de degré .. Donc
n—1
= H (X —wy).
k=0

i

2. Ona _p = W et (X _wk:‘(x _wk:‘ — X2 2cos®5T X + 1. Ce trindme est

irréduct|ble si Wpr n'est pas réel. Les seules racines réelles sont 1, et —1 quand 7 est pair.

T
Si n = 2m +1, alors Xﬂ—lz(X—l}H(XE—ECOS%TWX—Fl).Si n = 2m
k_

n . =l 2k
yalors X" -1 = (X -D(X 4D [] (X2 - 2cos™F X +1).
k=1

—1
n
3.0na );:f_—__llzl—I—X—I—. 4 Xl = H{X—wk} En évaluanten 1, on obtient

=1

n—1

H{l—mk}:n.

k=1

4. Pour 1 < k < n —1,onfactorise par I'angle moitié :
1—wy = ékﬂ',-"n( —tkw/n ékﬂ',-"n) _ —Eﬂﬂiﬂk_ﬂ- T/7 ponc

|1 — Mk| = EEIHT car { T < 4 . En prenant le module dans la question 3,
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Zn—lﬂ_l kT T kwr _ _n
Hsm n = 7. Donc H 8107 = op—i- Pour m = 3, onretrouve
k= k=1

. M oe dw 3
511'13511'13 = 3

Corrigé de I'exercice 22 : Probleme : polynomes de Tchebychev

1. Parlarelation de récurrence: Ty = 2X - X —1 = 2X 2 — 1. Ensuite,
T3 = 2X(2X2%2-1)— X = 4X3 - 3X . Enfin,
Tq =2X(AX3 -3X) - (2X2-1) =8X% -8X241.ponc Ty =2X2-1,
To=4X3-3X et Ty =8X%-8X2+1.

2. On raisonne par récurrence double. La propriété est vraie pour . = 1 et m = 2. Supposons-la
vraieauxrangs n —1 et m,avec 1 > 2 . Alors 2XT, estdedegré n +1,de
coefficient dominant 9 w 9n—1 — 9™ Deplus, T, 1 estdedegré n —1<n +1.Donc

Tm11 estdedegré m + 1 etde coefficient dominant 9™ . Pour la parité, si 'y, ala parité
de net T, _1cellede n—1,alors 2XT, et T, _1 onttous deux la paritéde = + 1.
Ainsi, deg T, = n, de coefficient dominant 2n—1, et Tn{—x} = (-1)“ Tﬂ(}{} .

3. On raisonne encore par récurrence double. C'est vrai pour 1, = (0 et m = 1.Ensuite, la
formule cos{(n + 1)8) + cos((n — 1)8) = 2cosfcos(nd) donne
cosfin + 1)) = 2cosf T, (cosb) — T, _1({cosl) = Tp41(cosd) . Donc
T (cosf) = cos(nd) pourtout 7 ettout 4.

4. Oncherche 8 € [0, 7] telque cos(nf) = 0, c'esta-dire n# = 5 + k. On obtient

0 = w pour 0 < k < n —1,tousdans |0, 7[ . Comme cosinus est strictement

décroissant sur [0, 7] , les réels Cp = cosfy sont distincts. Ce sont donc % racines distinctes
de 'y, quiestdedegré 7.Parconséquent, il n'y en a pas d'autre, et elles sont simples. Ainsi,

n—1
2k + L)ar
T, = gn—1 H (X - cos%) . La figure ci-dessous montre cette construction pour
k=0
n=45.



1 2K+ 1)
2.5 angles &0
b4
o °
2.0 - :
® L
1.5 1 :

Chaque racine de Ts

est la projection

d'un point du demi-cercle
d'angle (2k + 1)r/10

— Ts(x)

5. D'aprés la question 2, T, ala parité de 7. Donc son coefficienten X 7m—1 est nul, puisque

Gpn—1

B—> donnealors @7 = 0. Donc
n

11 — 1 n'a pas la parité de 7. La relation o= —
=l 2k + D

Cos™— 7~ = Q.
E=0

6. Pour 7 pair, on évalue la factorisationen (0 :
— — n —
T,(0) = 27 IH{_C};:' = 27 1{_1:' H cp = 27 1H €k . Par ailleurs,
k k k

O @E+ D (=2

T,0) = Tn(COS%) = cos%—ﬁ = l:—ljlr'”’*'Fg . Donc Hcos 5 71" - Pour
n = 2, onretrouve Cosgcos%ﬂ— = _%,
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Point de méthode : pour trouver les racines d'un polyndme défini par une identité trigonométrique,
résolvez I'équation en &, puis comptez les solutions distinctes. Si vous en trouvez autant que le degré, la
factorisation est complete.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en L1

Le cours : polynémes, cours de maths en L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur polyn6mes

A maitriser avant : Nombres complexes et trigonométrie, Arithmétique des entiers

Chapitre précédent : Arithmétique des entiers

Chapitre suivant : Systemes linéaires et calcul matriciel

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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