Corrigés des exercices de maths spé

Optimisation

Corrigé de I'exercice 1 : Points critiques d'un polynome de
degré 3

1. Lafonction f est polynomiale, donc de classe (°° sur R2.0na d, f = 3x2 — 3y et
dy f = 3y? — 3z . Un point critique vérifie donc 1y = x2 et x = 12. Par substitution,
r = 3, soit :r(:r3—1} =0.Ansi £ =0ou = =1,et y = 2. Les points
critiques sont (0,0) et (1,1).

2. On dérive une seconde fois: 9% f = 6z, O, 0y f = —3 et 8‘% f =6y .la
. 6r & —3
hessienne vaut H r(z,y) = | "5 p ¢ 6y 1)-
3

3.En (0,0),ona =0, s = -3, t=0,donc rt—352 = —9 < 0. Les valeurs propres
sont de signes contraires. L'origine est un point col. En {1,1} ,ona r =1 =0 et
s = —3.Ainsi rt—352=97>0e r+t=12>>0.Lepoint (11} estun
minimum local strict, avec f(1,1) = —1.

4. 0na f(r,0) = 3, quitendvers —co en —0oO etvers +oo en +oo.Donc f n'estni
minorée ni majorée. Elle n'admet aucun extremum global.

La figure ci-dessous place les deux points critiques sur les lignes de niveau. Autour de {1,1} , les lignes
forment des courbes fermées emboitées ; en revanche, deux branches de la ligne de niveau [J se
croisent en l'origine.
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2.0

(1,1) : minimum local —1

2.0

Corrigé de I'exercice 2 : Minimum d'une fonction quadratique

1.Ona O, f =2xr4+vy—3 et dyf = x+2y—06.Lesysttme 2z + 1y = 3,
z 4+ 2y = © apour déterminant 3 ?é 0. La premiére équation donne % = 3 — 2x . En

reportant, £ +6 —4x = 6,donc £ = 0 et ¥ = 3.L'unique point critique est
a = (0,3).

2. La hessienne est constante: H = ([l"-,ll'aji"?] %gjé ,}) . Son déterminant vaut 3 > 0 etsa

trace 4 > (. Ses deux valeurs propres, 1 et 3, sont donc strictement positives. La hessienne
est définie positive.

3. Développons :  f(h, 3+k) = h2 + h(3+k) + (S—HQ}E — 3h —6(34k) . Aprés



simplification, les termes du premier degré disparaissent :

f(h,3+k) = h? + hk 4+ k% — 9.

2
or B2 L hk + k2 = (h _|_§) _|_%;(;3 > (0, avec égalité seulementsi h = k = 0. Donc

f admeten (0,3} un minimum global strict égala -3 .

Point de méthode : pour une fonction polynomiale de degré 2, la formule de Taylor en un point critique
est exacte. Une hessienne définie positive donne alors directement un minimum global.

Corrigé de l'exercice 3 : Hessienne et formule de Taylor-Young

. Lesfonctions (z,y) = =, (z,y) = v, %P sontdeclasse ¢° . Par produits,
composées et sommes, [ est de classe ¢ sur R2.

.Oncalcule 3, f =e¥ +vye® et dyf =xe¥+eT Donc V f{0,0) = (11).
Ensuite, 82 f = y 7, 5‘1% f=zxzeVet 0,0y f =e¥+e% En (0,0), celadonne

r=0, s=2, t=0.Ainsi V f{0,0) = (1,1) et Hf(D,D:l _ (D‘afa}f?]g ggl})

. Comme f(0,0) = 0, la formule de Taylor-Young s'écrit

fleyy) =4+ y+ %(0 z2 42 .22y 40 yg) + o(z24+y2).

Donc flzr,y) = £ + vy + 2zy + o z24+y2).

.Avec £ =0let v = —0,1,onobtient = + v + 2xy = —0,02 | La valeur exacte vaut
0,1 (E—D,l — ED,I} = —0,25h(0,1). or sh(0,1) = 0,100167 . La valeur exacte est
environ —0,020033, trés proche de I'approximation —0,02, ['écart est de I'ordre de
3 % 10—2, cohérent avec un reste d'ordre 3.
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Corrigé de I'exercice 4 : Utiliser le théoreme de Schwarz

1. Raisonnons par l'absurde. Si une telle  f de classe (2 existait, on aurait
dy 3y flz,y) = Oy (x y2) = 2zy .Deméme, 3,0y flr,y) = d5(x2 +y) = 2z
Le théoréme de Schwarz imposerait 22y = 2z pour tout (z,y) . C'estfauxen (1,0}, ol I'on
obtiendrait 0 = 2 . Une telle fonction n'existe donc pas.

2. Remarquons d'abord la compatibilité : Jy(2xy+3) = 25 = 9-(x2+2y) . Soit [ une
solution. Alors = — flz,y) — x21y — 3z aune dérivée nulle sur . Il existe donc une
fonction ¢ telle que f{r,y) = 2y + 3z + @(y). Comme @(y) = f(0,y), elle est de
classe ¢l .En dérivant par rapport a ¥, ontrouve 2 4 (,s:l-’{y:l = 2 4 2y , donc

(p{y:l = yg + ' . Réciproquement, ces fonctions conviennent. Les solutions sont les
floy) = 22y + 3z +y2 + C,avec C € R,

3. Une dérivée partielle d'ordre 3 s'obtient par trois dérivations, chacune selon I ou ¥.Sans
hypothése, ilya 93 — g ordres possibles. Cependant, pour [ de classe (2, le théoréme de
Schwarz permet d'échanger deux dérivations consécutives. Une dérivée d'ordre 3 ne dépend donc
que du nombre % € {0,1,2,3} de dérivations selon z.Ily a au plus 4 dérivées d'ordre 3

distinctes : &%f. 8‘% dy fr O 5’%f et a%f

Corrigé de I'exercice 5 : Discussion par la trace et le

déterminant

1. Lafonction [, est polynomiale.Ona Oy f, = 2z +ay — 4rd et Jy f, = az +2y.
Ces deux dérivées s'annulent en (0,0}, qui est donc un point critique.

2. Ona 5‘%fﬂ:2—12$3, Ordy f,=aet 3‘%fﬂ:2.En (0,0,

H = ([l"-,ll'a}?'?] i ‘Ei g ,}) , de trace 4 et de déterminant 4 — ;2.

3.Si |a| <2, alors det A >0 et tr H >0.L'origine est un minimum local strict. Si
|r:;| > 2 ,alors det H < 0.L'origine est un point col.

4. Pour o =2, folzy) = (z+v)? — £% . D'une part, fole,0) = £2(1 - £2) >0 pour
0 < |=z| <1 .Dautre part, fgl:ﬂ:,—@l = —z% <0 pour = ?é 0 . Ainsi, tout voisinage de
'origine contient des points o f5 >0 = fgl:[],[]:l et d'autres ot fo < 0. L'origine n'est pas



un extremum local de fg.

Corrigé de I'exercice 6 : Méme hessienne, trois comportements

1. Les gradients valent {2z, 3y2), (2z,4y3) et (2z, —4y3) ;ilss'annulenten (0,0} . Les
dérivées secondes croisées sont nulles. Par ailleurs, 5‘*% vaut 2 pour les trois fonctions, et 5*%

vaut 6y, 12y2, —12y2, nulen O.La hessienne commune en (0,0} est
(D212 0.3
0&0

2. Ses valeurs propres sont 2 et (1. Elle est positive mais pas définie positive : on est dans le

cas ri—sd —=10.

3. Pour f: f{D,y} = yB change de signe au voisinage de 0. L'origine n'est pas un
extremumde f.Pour 9 : g{z,y) > 0 = g{0,0), avec égalité seulement en I'origine. C'est
un minimum global strictde J.Pour 4 : A(z,0) = z2>0et A(D,y) = —y% <0 hors
de I'origine. C'est un point col de } .

4. Lorsque la hessienne est dégénérée, elle ne détermine pas la nature du point critique. 1l faut alors
étudier directement le signe de f{a+h) — f(a).

Corrigé de I'exercice 7 : Une fonction de classe C1 mais pas C2

1. Pour (z,)# (0,0) ona |22 - 42| < 2+ y2.Donc |f(z,y)| < |oy|, quitend vers O
en l'origine. Ainsi f est continue en (0,0} .

T4yl
d (3r2y —y3)(24+y?) — 22(23 y — zy3) . lvaut o4y 4+ 4x2 43 — 45 . Donc

a.r f($:y) = =z

2. Ecrivons f = hors de l'origine. La dérivée d'un quotient donne un numérateur égal

En l'origine, f(#,0) = O pourtout t.Par conséquent, 3, f(0,0) = 0.
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3. Par l'inégalité triangulaire, |z% + 4x2y2 — y%| < o2 4 452 y2 4 4% < 2{3:3-|-y3:|2 .En
effet, 2{1:3-|-y3)2 = 22% + 42242 4 2y% . Donc |3, flz,v)| < 2Jy| . Ainsi Iy f
tend vers 0 = @, f(0,0) en I'origine. De plus, &, f est continue ailleurs comme fraction
rationnelle. Avec le résultat analogue pour Jdy [ , les deux dérivées partielles sont continues sur

RZ.Donc f estdeclasse (71 sur R2.

—
4. Pour % ?‘é 0, la formule précédente donne 3, f(0,y) = ij = —1 . C'est encore vrai

2 _ 2
pour ¥ = 0. Pour :J:%D,ona fl@,t}:t-M.Donc

(.0 x2 4 12
dy flz,0) = tli—l}n[j flr’ — . Cestencore vraipour £ = 0.Ainsi d, f(0,y) = —v

et Oy flz,0) = .

5. Endérivant ¥ — —¥% en 0,ontrouve Jy d, f(0,0) = —1 .De méme, en dérivant
r — z,ontrouve J, dy f(0,0) = 1.Les dérivées croisées different en I'origine.
D'aprés le théoréme de Schwarz, [ n'est donc pas de classe (2.

Corrigé de I'exercice 8 : Points critiques et extremum global

1. Ona 3, f = 453 — 4(z—y) et 3y f = 4y3 + 4(zx—y). En ajoutant les deux équations,
onobtient 2 + 43 = 0,donc ¥ = —Z . La premiére équation devient 453 —8x = 0,
soit £ = 0 ou z2 = 7. Les points critiques sont (0,0}, (V2, —v2) et (—V2,V2).

2. Oncalcule » = 1922 -4, s =4, t=12y2 -4 En (V2 FV2),0na
r=t=20et 5 =4 . Ainsi rf—s54=384>0 et r+%t=40>0.Cesdeux

points sont des minimums locaux stricts, ou f vaut 4 +4 —2x 8 = —8.En (0,0},
enrevanche, r =t = —4 et 5 = 4 donnent ¢ — 52 — [ :la hessienne ne permet pas
de conclure.

3. D'une part, fir,r) = 251 >0 pour = ?é 0 . D'autre part,
flz,0) = 2% — 222 = £2(x2 — 2) <0 pour 0 < |z| < V2. L'origine n'est donc pas un
extremum local.
4. Ona 2(z24y2) - (x—ng = {,1:—|-y)2 > (. Par conséquent,
floy) > et +yt — 422 —4y2 = (22 - 2)* 4+ (y2—2)* -8 > -8

L'égalité exige x4 — yg = 2 et £+ % = 0.Le minimum globalde [ vaut -8,
atteint exactementen (V2, —V2) et (—V2,V2).



La figure suivante confirme ces résultats. En effet, les lignes de niveau entourent deux cuvettes
symétriques, et I'origine se trouve sur le col qui les sépare.

1.0 -

0.5 1

> 0.0 A

—0.5 1

_1.0 -

—1.5 -

—2.0 A

—2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0 1.5 2.0
X

Corrigé de I'exercice 9 : Hessienne en dimension trois

1. Les points critiques vérifient & = Y2, Y = TZ et # = TY .Sil'une des coordonnées est
nulle, les deux autres équations imposent que tout est nul. Supposons donc 4.z ?é 0. De
T =YZet ¥ = LZ ontire £ — rz2,donc z2 — 1 .Deméme, x4 = yg =1.
Enfin, larelation # = TY fixe le signe de z.On obtient cinq points :  (0,0,0), (1,1,1},
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(1,-1,-1), (-1,1,-1), (=1,-1,1).

2. La hessienne générale vaut

2 —2z =2y
H(z,y,2) = —22 2 —2r
-2y & —2x 2

En l'origine, H = 213, définie positive. L'origine est un minimum local strict, ou f vaut
0.

3. En {1,1,1}, la hessienne s'écrit 4I3 — 2J ,ou J est la matrice dont tous les coefficients valent
1.0r J apourvaleurs propres 3 (vecteur {1,1,1} ) et 0 (double). Les valeurs propres de
H sontdonc —2 et 4 (double):le point (11,1} est un point col.

4. Lamatrice D conserve x2-412-42z2, etle produit des coordonnées de D vaut
€1€nEq TYZ = TYZ ponc f o DD = [ . Les trois derniers points critiques s'écrivent
D(1,1,1) pouruntel I.Si f avaitunextremumlocalen (111}, alors f = f oD en
auraitunen (11,1}, puisque DD est une isométrie. Ce sont donc aussi des points cols.

5. 0na f(t,t,t) = 3t2 — 2¢3 quitendvers —co quand t — 0o . L'origine n'est pas un
minimum global ; f n'est méme pas minorée.

Corrigé de I'exercice 10 : Maximum sur un triangle fermé

1. Letriangle T' est fermé, comme intersection de trois demi-plans fermés. Il est borné, car inclus
dans [[jjl]E . En dimension finie, il est donc compact. De plus, | est continue. Par le théoréme
des bornes atteintes, f admet un maximum et un minimum sur T .

2. Lafrontiére de T est formée des trois cotés, ot « =0, ¥ =0 ou z 4+ vy = 1.Sur
chacund'eux, f = O0.Alintérieur, >0, y>0et 1-zx—y>0.Donc f>0a
l'intérieur.

3.0na I, f =y(l—2z—y)et dy f = o(1 —x —2y). Alintérieur, = et ¥ sontnon
nuls. lireste 2z +y =let £ 42y =1,dot =y = %.Le seul point critique

. e s 11 N 1
intérieur est (Ez E)’ ou f = 55 -

4. Le maximum est strictement positif, car f = 0 & l'intérieur. Il n'est donc pas atteint sur le bord. Il



est atteint en un point intérieur, qui est alors un point critique. Le maximum vaut % , atteint en

(%: %) . Le minimum vaut (), atteint exactement sur la frontiere.

La figure ci-dessous montre les lignes de niveau de f dans T . Elles s'emboitent autour du maximum,
tandis que f s'annule sur les trois cotés.

0.036

0.030

=)

0.024 >I<

xy(1

0.018

y) =

- 0.012

f(x

- 0.006

0.000

Corrigé de I'exercice 11 : Extremums sur un disque fermé

1. Le disque fermé I est fermé et borné en dimension finie, donc compact. De plus, f est
polynomiale, donc continue. Elle admet donc un maximum et un minimum sur 1.

2.0na V f = (2z — 1, 4y). Le seul point critique est (%: D) , intérieur au disque, avec
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3. Surlecercle, y2 =1-x2 avec = € [-1,1].Ainsi
f=224+2(1-22)—2 =22 —x2 Posons u(r) =2 —x — x?.Sadérivée

—1 — 2z s'annuleen =z = —% ol wu = 2. Auxbornes, u(l) = Oet u(—1) = 2.sur
le cercle, [ varie donc entre 0, atteinten (1,0}, et %, atteint en (_%: i%) :

4. Un extremum global est atteint soit en un point critique intérieur, soit sur le cercle. On compare

donc —% , 0 et % Le minimum vaut —% , atteint en (%: [j) . Le maximum vaut %,

. 1 43 1 3
atteint en (_E’ T) et (_E’ _E)'

Corrigé de I'exercice 12 : Distance d'un point a une parabole

1. Ona V g(x,y) = (—2x,1). Sa seconde coordonnée vaut toujours 1.Donc ¥V g ne
s'annule jamais, en particulier sur P .

2. Les fonctions F' et g sontdeclasse ¢1.En unextremum de F|’,D ,
V F = (2z,2(y—3)) est colinéaired ¥V g . Le déterminant des deux vecteurs est donc nul :
2x 142z -2(y—-3) = 22(2y —5) = 0 . Avec y = x2,onobtient £ = 0 ou

y = % . Les candidats sont & = (0,0) et My = (:I: @’ g) )

3. Les pointsde P s'écrivent (x, £2). Alors
Flr,z2) = 22 4 (22 - 3}2 — % — 512 4+ 9. Sous forme canonique,

Pl = (o2 -8) +¥

Le minimum vaut donc % , atteint pour x4 = g .Ladistancede 4 a P vaut

atteinteen M et M .

/I
2

—
4. En M4 ,ona AM = (;r;] rd— 3) = (;1:] —%) .Un vecteur tangenta P est (1,2x),
dérivée de £ — (%, t2) . Leur produit scalaire vaut x — % .2z = 0.Levecteur 4 p7
est donc orthogonal a la tangente, ce quitraduit V¥ F(M) L T35 P.

2
5. Posons 1 — x2.Lafonction 7, —s (u _ 5) + %1 est strictement décroissante sur [D, %] .

2



Ainsi, pour 0 < |g| <.\/5/2,0ona F(zr, z2) < F(0,0) = 9.Le point (' estun
maximum local strict de F|‘,D , bien qu'il vérifie la condition de Lagrange.

est tangent a la

fance sur P

Comme le montre la figure ci-dessous, le cercle de centre .4 et de rayon %
paraboleen M et M |
5 | rr
—— y=x2
—— cercle de centre A, rayon V1172
4 -
A
3 T -"‘HHH
M _ M.,
=,
2 -
1 -
0
O : maximum local de la dis
-2 -1 0 1 2
X

Corrigé de I'exercice 13 : Forme quadratique sur le cercle unité
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1. Le cercle ( estfermé et borné, donc compact. Comme ¢ est continue, elle admet un
maximum et un minimum sur (.

2. Posons g(z,y) = x2 + y2 —1.Son gradient (2, 2y) ne s'annule pas sur €. Enun
extremum lig, il existe donc ) tel que (6 + 2, 2z + 6y) = A(2x, 2y) . En divisant par

2,onobtient 3z +y = Az et £ 43y = Ay .Autrementdit, S v = } v avec
5 = ([l"-,ll'aj.i"?] ?ﬁfé’) et v = (r,y) unitaire.

3.0na g(w) = (Sv,v).Si Sv = Xwavec ju=1,alors glv) = A 2. Donc
q) = X.

4. Le polyndbme caractéristique de § est (3 — X}g -1 = {X — 2} {X — 4} . Les sous-
espaces propres sont dirigés par  (1,1) pour 4 etpar (1,—1) pour 2.D'aprés les questions
précédentes, les extremums sont des valeurs propres. Le maximum vaut 4, atteint en

:I:%{l,l} . Le minimum vaut 2, atteint en :I:%{l,—l}.

Corrigé de I'exercice 14 : Boite de volume fixé et de surface

minimale

1.Ona Vg = (yz zz oY) . Sur U, toutes les coordonnées sont strictement positives. Donc
V g nes'annule passur X .

2.0na VS =2y+zzr+2z2r+y) Lacinéaritésécrit V.S = uV g,car
Vg ?é 0.Ainsi 2{y+z) = @ yz.Enmultipliant par = eten utilisant =¥z = 1,0n
obtient 2{(xy + Tz) = i .Deméme, 2(xy + yz) = p et 2(zz 4 yz) = u. Les deux
premieres égalités donnent £Z = YZ donc & = ¥ . Les deux dernieres donnent
LY = TZ donc ¥ = Z.Enfin, £3 = . Le seul point possible est (1,1,1}.

3. Tous les termes de h sont positifs. Si < % , alors % ~ 3, donc h=>=3.S5 = % , alors

h:3+$y+%}3.5i T =9 et y:j%,alors xy 2 3,donc h > 3.Par
symétrie, on traite de méme 1 < % et ¥ = 9 Ainsi h >3 horsde K etsurlebord
de H .

4. Le carré K estcompactet fj vy est continue. Elle atteint donc un minimum #1. en un point
c€ K.or (11) € K ,donc m < A(1,1) = 3.Parlaquestion3, ¢ n'estpas surle bord
de K :il estintérieur, donc c'est un point critiquede 4 .Horsde K ,ona A>3 > m,

donc "™ estle minimum global. Les points critiques vérifient 1y = ﬁ et = # , donc



r=zx%et £ =%y=1.Ansi m = 3.Enfin,sur X, S(z,y,z) = 2h{z,y) avec
z

Ty Le pavé optimal est le cube de c6té 1, d'aire minimale &.

Point de méthode : la condition de Lagrange ne donne que des candidats. L'existence du minimum doit
étre prouvée a part, ici en se ramenant a un compact.

Corrigé de I'exercice 15 : Une équation de transport

1. L'application & estlinéaire.Si © = uet ¥ = 2u —w,alors 4 = r et v = 2z —y.
Donc < est bijective, de réciproque (r,y) — (r,2x — ), et ces deux applications
linéaires sont de classe (1.

2. 0na gluw) = flu, 2u — v). Par la régle de la chaine,
Oy gluu) = O f( @) +20y f(Euy) .

3. Si f estsolution, alors Jy g = 0 sur R2.Pour v fix¢, u — g{u,u) estdonc constante
sur lintervalle R . Ainsi  g(u,u) = @(u) avec @(u) = g(0,v) , declasse (1. Par
conséquent, f(r,y) = g($~L(zy)) = @(2x — vy) . Réciproquement, si

flzy) = @2z —vy) ,alors 35 f +23y f = 2/ — 2¢’ = 0. Les solutions sont les
flz,y) = (22 —y), avec ¥ declasse (1 sur R.

4. La condition f(0,) = @(—v) = y2 impose (t) = 2. La solution est

fley) = 2z —y)? .onvérifie: 3 f = 42z —y) et dy f = —2(2z—y) , donc
Op f+20yf=0.

Corrigé de I'exercice 16 : Laplacien des fonctions radiales

1. L'application (z,4) — /x2+y2 estdeclasse (°° sur U, avaleursdans 0, +-cof . Par
composition, f estdeclasse (2 sur U/ .Ona d,r = ¥.Donc d; f = /(r) 7. En

Tl 12

dérivant a nouveau, avec 8&(%) — ,l,l, — % = %, on obtient
T T
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2 2
0% F =@!"(r) 5 4+ 9! (r) X5

2. Par symétrie des roles 25 il y_z 1) Z2 En sommant et avec x2 4 y2 = 72
- Parsy R =) 5 2+y2 =12,

onobtient A £ — //(r) + ‘F’“;,(""j.

3. Comme r décrittout |0, +0o[ , lacondition A f = 0 équivauta 7@/ (r) 4+ ¢/(r) = 0
pour tout 7 > 0. Autrement dit, (re/) = 0. llexiste donc a telque r@/(r) = a , puis
@(r) = alnr 4 b. Les solutions sont ¢(r) = alnr + b, soit

flz,y) = gln(z24+y2) + b .

4. Deméme, A f = 1 équivaut a Ii”j"‘(’p';:lf — . Donc r.:pf(r} — %2 + @, puis
@f{r} = E—H -+ 7. Les solutions sont @{r} — %2 +alnr + b,avec a,b réels. On vérifie

a
':I"'.

w1 1
i—atitra=1

Corrigé de I'exercice 17 : Equation des ondes

1. L'application (z,y) — (z—+y, £—y) est linéaire bijective. Donc § estde classe (2 siet
seulement si f I'est. Par la régle de la chaine, en évaluant les dérivées de g en I@—I—y, az—y:l :

amf:au5’+awg et S‘yfzaﬁg—a@g.
2. On dérive encore :

02 f =029g+08,0,9+0,0,9+092g,
@%f @ag—@vaug—@uavg+@gg.

Comme 9 estdeclasse (72, le théoréme de Schwarz donne O, dy @ = 4y I, g . Ainsi

BLF 3% f =140,0,9

3. L'équation équivaut donc & J4(3q g) = 0 sur R2.Pour u fixé, v — 3y glu,v) est
constante. Donc  Jy, g{u,v) = afu) avec alu) = 4 glu,0), declasse ¢1.Soit A une
primitive de & ; elle est de classe (2 . Alors J4 (g — Aw)) = 0, donc

gluw) = A(w) + Bu), avec B{v) = g(0u) — A(0) de classe (2 . Réciproquement,
flzy) = Alz+y) + Blz—y) vérifie 92 f = A" 4+ B = 52 f . Les solutions sont
exactementles f(r,y) = A{z+vy) + Blz—vy).



4. Les conditions donnent  A(z) + B(z) = sinz et A'(x) - B'(z) = 0.Donc A — B est

Sm; koot B = % . Par conséquent,

flzy) = %(gin{x+yj + sin(x—y)) . La solution est  f(z,y) = sin x cos y . On vérifie
que 8% f = 5‘%f = —sinTcosy.

une constante j.llvient 4 =

Point de méthode : la constante % disparait a la fin. C'est normal : on peut ajouter une constante a
A etlaretranchera B sanschanger f.

Corrigé de I'exercice 18 : Le contre-exemple de Peano

1. Ona d; f =2 —3y2 et dy f = —6zy +8y3,nusen (0,0). Ensuite, 52 f = 2,
dpdy [ = —6y et 8‘% f = —6x + 24y2 . La hessienne en I'origine vaut

([l"-,ll'aj.?'?] g g g ,}) : elle est positive, mais pas définie. La condition nécessaire de minimum

est satisfaite, mais la condition suffisante ne I'est pas.

2. Ona %(t) = t2cos28 — 313 cosf sin?f + 2t4 sin8 . si cosh ?é 0, alors
P(t) = tE(COSES + {}{t}). La parenthése tend vers cos28 > 0, donc #(t) >0 pour
t ?é 0 assez petit. Si cosf = 0, alors () = 2¢% >0 pour ¢t % 0. Dans tous les cas,
1 admet un minimum local stricten 0.

3. Le produit (T — vy2)(x — 2y2) est strictement négatif si et seulement si y2 < £ < 2y2 .
Donc [ <0 exactement entre les deux paraboles = = y2 et = = 2v2. En particulier,

3 1y 1y i
f(gyg, y) = ?'(_E) = -7

4. Les points (%yﬁj y> ,avec ?é 0, sont aussi proches que voulu de I'origine. Or  { y est

strictement négative, alors que  f{0,0) = 0. L'origine n'est donc pas un minimum local de

f. Ainsi, un minimum sur chaque droite passant par un point ne garantit pas un minimum local. En
effet, la zone négative est « pincée » entre deux paraboles tangentes a I'axe des ordonnées, et
aucune droite n'y reste.

La figure ci-dessous illustre ce phénomene. Chaque droite issue de I'origine ne traverse la zone rouge qu'a
distance positive de I'origine.
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1.00 1 f<0: entre les deux paraboles

— )(=y2

0.751 — x=2y?

—=- x=3y?: f==y'/4
0.50 A
0.25 A

> 0.00 A

—0.25 1

—0.50 1

—0.75 -

en pointillés : droites par |'origine

—1.00

-1.5 -1.0 -0.5

Corrigé de l'exercice 19 : Probleme : droite des moindres carrés

1. Notons T, = Y, — Q& L, — b les résidus. Alors
dq F = —Ega:éré =20 Sz +065; — Sxy) . De méme,
pF=-2) r.= 2(@ S, + nb— Sy).Le point (a,b) est critique si et seulement
Si a5$$+b.ﬁ'$ = Szry et a5$+ﬂb = Sy.

Srx & 5, ] o

, matrice constante. Son déterminant vaut
Ser&n}

4(n S pp — S2). Par Iinégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a (:EE-:I et (1,...,1),

S% < n 5, L'égalité aurait lieu seulement si les L. étaient tous égaux, ce qui est exclu.
Donc det H > 0.Commedeplus tr H = 2(5;, + n) >0, les deux valeurs propres sont

strictement positives. Ainsi H est définie positive.

2. On dérive encore: H = 2(

3. Le systeme de la question 1 a pour matrice %H , inversible. Il admet donc une unique solution
P = I:ELU, b[]:l , unique point critique de .



4. soit h = (hi,hg) et €5 = h1 2, + Ay Lesrésidusen p+h valent 7, —£;, ol
T, sont ceux en P .En développant les carrés :

F(p+h) = F(p)— 22 r. L+ Z 03

Le terme du milieu vaut { ¥ F(p), A} = 0. Par ailleurs,
N €2 = b} S, +2h1hy Sy +n k3 = AT H A Donc
F{p—I—h} = F(p} + %hTH}l . Comme H est définie positive, ce terme est strictement

positif pour A ?é (0. Ainsi F' atteinten I son minimum global strict.

51ci, n=4, S, =6, S, =14, Sy =9et Soy=04+24+4+12 =18 Le
systeme s'écrit  14a + 66 = 18 et 6a + 45 = 9. La seconde équation donne § = %

.Enreportant, 56a + 54 —36a = 72 ,donc a = 0,9, puis & = 0,9. Les résidus valent

01, 0,2, —07 et 0,4 .Ladroite des moindres carrésest v = 0,9z + 0,9, etle

minimum vaut F = 0,01 + 0,04 + 0,494 0,16 = 0,7.

La figure ci-dessous montre la droite obtenue et les résidus en vert. Remarquons que leur somme est
nulle, conformément a I'équation dp F' = 0.
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—— y=0,9x+0,9
= résidus 0,1;0,2;-0,7;04
41 @ données

-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : inégalité arithmeético-

géométrique

1. L'ensemble A est l'intersection de fermés : les demi-espaces {352' = D} et I'hyperplan
[35‘1 +.[\hace?]l. 1. 4+ 2, = 1} . Il est borné, car ses coordonnées sont dans  [0,1] . En
dimension finie, K est donc compact, et la fonction polynomiale | y atteint un

maximum A4 . De plus, (%: - %) c K,donc M >n"">0,
2. Siune coordonnée de @ était nulle, on aurait  f{@) = 0 < M . C'est absurde. Donc toutes les
coordonnées de & sont strictement positives, c'est-a-dire a € X .

3.Comme X C K ,ona f <M= f{a:l sur X . Ainsi f|X atteinten 2 un
maximum, donc un extremum local. Par ailleurs, 7 estouvert, f et & sontde classe
cl,et Vg =(1,...1) nes'annule pas. Le théoréme des extremums liés s'applique. II
existe donc } telque V fla) = A(1,...,1).



. _ _ M
4. Ona 0; flo) = H _aj — 9 . La condition précédente donne ﬂ'—d_r = A pourtout z .Donc
P :
A >0 ettousles &; sontégaux a % . Comme leursommevaut 1, g = (%: e %) et
1
j— ﬁ "
5.5t =Yy +t...+y, >0 et T, = %.Alors r € K ,donc f(x) < #,soit
P k)
% < # . Ainsi Yy -y, < (%:l .Lafonction 4 _, tlfﬂ est croissante sur
1fm _ Y1 Tty
[D, —I-DD[ . Donc (yl S yﬂ) / < T

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : quotient de Rayleigh

1. Comme § estsymétrique, { Sh,z) = (h,Sx) = ( Sz, h}. Donc

g(z+h) =q(z) +2( 5z, h )+ q(h).

or |g(h)| < 1811A1% = of|Al), pour une norme subordonnée. Le terme A — 2{ ST, h) est
linéaire. Donc ¢ est différentiable, avec V g{r) = 25=.

2. Lasphere X estfermée et bornée en dimension finie, donc compacte. Comme ¢ est
continue, elle atteint sur X un maximum et un minimum.

3. Posons g(z) = I1z12 — 1, declasse (1, avec V g(x) = 2z # 0 sur X .En un extremum
lié a,ilexiste X telque 25 = 22X o .Ainsi @ est un vecteur proprede 5 ,et

gla) = (Aa,a) = A.

4. Notons Apqin et Amax les valeurs propres extrémes de S, réelles par le théoréme
spectral. Par la question 3, m}_g:r}: 9 est une valeur propre, donc mE,X g < Amax.
Réciproquement, un vecteur propre unitaire € associéa Apax donne q{e} = Amax. Donc

maxg = A 4 ming = A
'3 J max et, de méme, b d min .

5. Posons u = 2 — X . Le polyndme caractéristique de & vaut, au signe prés,

p(p? —1) — u = w(p? — 2) . Les valeurs propres sont 2 — 3, 2 et 2 +Z.0n
vérifie que S(1,v2,1) = (24+v2)(1,v2,1) et S(1, —v2,1) = (2—v2)(1, —v2,1). Par
ailleurs, g(z,y,z) = { S(x,v,z), (r,y,2)) avec cette matrice S . Les valeurs propres étant
simples, les vecteurs propres unitaires sont opposés deux a deux. Le maximum de ¢ sur X

vaut 2 4+ 2, atteint en :I:%(lj JE! 1}. Le minimum vaut 2 — /9, atteint en
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+3(1, 3, 1).

Point de méthode : par homogénéité, on en déduit (2—v2)ivi2 < gw) < (2+v2)1vi2 pour tout
v € R3 . Ce type d'encadrement sert & montrer qu'une hessienne est définie positive.
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