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Exercices de maths en L1

Nombres réels

Exercice 1 : Inégalités classiques

Dans cet exercice, , ,  désignent des réels quelconques et ,  des réels strictement positifs.

Montrer que .1.

En déduire que .2.

Montrer que , puis que .3.

Montrer que, pour tout réel , , et préciser le cas d'égalité.4.

Exercice 2 : Équations et inéquations avec valeurs absolues

Résoudre dans  les équations et inéquations suivantes. On pourra s'aider de la figure ci-dessous pour la
deuxième question.

.1.

.2.

.3.

.4.
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Exercice 3 : Autour de l'inégalité triangulaire

Soient  et  deux réels.

Montrer que .1.

Montrer que  si et seulement si .2.

Montrer que .3.

Montrer que, pour tout , on a .4.

Exercice 4 : Intervalles de R
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Écrire comme un intervalle ou une réunion d'intervalles les ensembles ,1.

 et . Déterminer ensuite  et 

.

Montrer que .2.

Montrer que .3.

En utilisant la définition d'un intervalle, montrer que l'intersection de deux intervalles est un4.
intervalle. La réunion de deux intervalles est-elle toujours un intervalle ?

Exercice 5 : Premiers calculs de parties entières

Calculer , , ,  et .1.

Montrer que, pour tout réel  et tout entier relatif , .2.

Montrer que  vaut  si  et  sinon.3.

Résoudre l'équation .4.

Exercice 6 : Bornes de parties simples

Pour chacune des parties suivantes, dire si elle est majorée, minorée, puis déterminer, lorsqu'ils existent,
sa borne supérieure, sa borne inférieure, son maximum et son minimum.

.1.
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. La figure ci-dessous représente les premiers termes.2.

.3.

.4.

Exercice 7 : Borne supérieure par la caractérisation epsilon

On considère .

Écrire  sous la forme  avec  réels.1.

Montrer que  admet un plus petit élément et le déterminer.2.



Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.

Montrer que  à l'aide de la caractérisation par . La partie  a-t-elle un3.
maximum ?

Pour , puis pour , déterminer le plus petit entier  tel que4.

.

Exercice 8 : Borne supérieure d'une somme et d'une réunion

Soient  et  deux parties non vides et majorées de . On note .

Montrer que  est non vide et majorée.1.

Montrer que .2.

Montrer que .3.

Application : déterminer  pour  et . Cette borne4.

est-elle atteinte ?

Exercice 9 : Borne supérieure et opérations

Soit  une partie non vide et bornée de .

Soit . Montrer que , où .1.

Soit . Montrer que .2.
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On pose . Montrer que .3.

Exercice 10 : Partie entière de 2x

Soit  un réel. On pose  et .

Justifier que .1.

Montrer que , et que cette différence est nulle si et seulement si2.
.

Montrer que .3.

Exercice 11 : Encadrements par la partie entière

Soient  et . Montrer que .1.

Montrer que . En déduire la limite de  quand  tend vers .2.

Pour , calculer  et .3.

Soient  et  deux entiers naturels non nuls. Montrer que le nombre de multiples de  dans4.

 est . Combien y a-t-il de multiples de  entre  et  ?

Exercice 12 : Propriété d'Archimède
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Montrer, à l'aide de l'axiome de la borne supérieure, que  n'est pas majoré dans .1.

Montrer que .2.

Soit  un réel tel que  pour tout . Montrer que .3.

Déterminer le plus petit entier naturel  tel que .4.

Exercice 13 : Densité de Q dans R

Soient  deux réels. En reprenant la démonstration du cours, montrer qu'il existe un rationnel1.
 tel que .

En déduire que l'intervalle  contient une infinité de rationnels.2.

Appliquer la méthode de la question 1 à  et  avec , sachant que3.
. Vérifier le résultat par un calcul exact.

Montrer que tout réel  est la borne supérieure de l'ensemble .4.

Exercice 14 : Irrationnels et densité de R%5CQ

Montrer que  est irrationnel.1.

Soient  et . Montrer que  est irrationnel, et que  est irrationnel si2.
.

Montrer que  est irrationnel.3.

Montrer que la somme de deux irrationnels peut être rationnelle.4.

Soient . Montrer que  contient un irrationnel de la forme  avec .5.
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Exercice 15 : Approximations décimales

Soit  un réel. Pour , on pose  et .

Montrer que .1.

Montrer que la suite  est croissante et que la suite  est décroissante.2.

Calculer , , ,  pour , en justifiant, puis pour .3.

Montrer que . En déduire que l'ensemble des décimaux est dense dans .4.

Exercice 16 : Caractérisation séquentielle de la borne supérieure

Soient  une partie non vide de  et  un majorant de .

On suppose . Construire une suite  d'éléments de  qui converge vers1.
.

Réciproquement, on suppose qu'il existe une suite  d'éléments de  qui converge vers2.
. Montrer que .

Application : montrer que .3.

Exercice 17 : Bornes de l'image d'une fonction

On considère la fonction  définie sur  par , représentée ci-dessous, et on

pose .
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Montrer que  pour tout , et préciser le cas d'égalité. En déduire .1.

Montrer que . Cette borne est-elle atteinte ?2.

Montrer que, pour tous réels  et , . En déduire que 3.

est strictement décroissante sur .

Déterminer les bornes de , ainsi que son maximum et son minimum s'ils4.

existent.

Exercice 18 : Parties à deux indices

Soit . Déterminer  et . Sont-elles atteintes ?1.
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Soit . Déterminer  et . Sont-elles atteintes ?2.

Exercice 19 : Q ne vérifie pas l'axiome de la borne supérieure

On pose . On admet que  est irrationnel.

Montrer que  est non vide et que  majore .1.

On suppose qu'il existe un rationnel  qui est le plus petit majorant rationnel de . Justifier que2.
 et que .

On suppose . On pose . Montrer que  est un rationnel3.

strictement positif et que . Conclure à une contradiction.

On suppose . On pose . Montrer que , que ,4.
puis que  est un majorant rationnel de . Conclure.

Montrer que, dans , on a .5.

Exercice 20 : Théorème des segments emboîtés

Soient  et  deux suites réelles telles que, pour tout ,
.

Montrer que  pour tous entiers  et .1.

On pose . Justifier l'existence de  et montrer que  pour2.

tout . En déduire que  est non vide.
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On suppose de plus que  tend vers . Montrer que .3.

Montrer que . Pourquoi cela ne contredit-il pas la question 2 ?4.

En utilisant l'exercice 15, montrer que le résultat de la question 2 devient faux si l'on remplace 5.
par .

Exercice 21 : Problème : sous-groupes additifs de R

Soit  un sous-groupe de , non réduit à . On rappelle que  contient , et qu'il est
stable par addition et par passage à l'opposé.

Montrer que  est non vide. On pose  ; justifier son1.
existence et montrer que .

On suppose .2.

Montrer que . (On pourra raisonner par l'absurde et trouver deux éléments 1.
de  tels que .)

En déduire que . (Pour , on pourra considérer2.

.)

On suppose . Soient  deux réels. Montrer qu'il existe  tel que3.
, puis qu'il existe un entier  tel que . Conclure que  est

dense dans .

Application : on pose .4.

Montrer que  est un sous-groupe de  non réduit à .1.

Montrer que  n'est pas de la forme  avec . En déduire que  est dense2.
dans .
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En déduire qu'il existe des entiers  et  tels que .3.

Exercice 22 : Point fixe d'une application croissante

Soit  une application croissante, pas nécessairement continue. On pose

.

Montrer que  admet une borne supérieure , et que .1.

Montrer que  est un majorant de . En déduire que .2.

Montrer que . Conclure que .3.

Exemple : on définit  si , et  si . Vérifier4.
que  est croissante à valeurs dans , déterminer , , et tous les points fixes de .

Montrer par un contre-exemple que le résultat tombe en défaut si  est décroissante.5.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

https://mathovore.fr/nombres-reels-borne-superieure-corrige-exercices-maths-l1
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Pour aller plus loin en L1

Le cours : nombres réels, cours de maths en L1
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Chapitre suivant : Suites numériques

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre
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