Exercices de maths sup

Nombres réels et suites

Exercice 1 : Nombres irrationnels

1. Montrer que & est irrationnel.
2. En déduire que 2 4 /3 est irrationnel.

3.5it 7 €Q et x € R\Q . Montrerque r -+ x estirrationnel, puis que T est
irrationnel si ?‘3 0.

4. Donner deux irrationnels distincts dont le produit est rationnel, et deux irrationnels dont la somme
est rationnelle.

| 10™ = |
10"

Soit x unréel. Pour n € N,onpose ¢, = et e, = d, +10
1. Montrerque |z +m | = | = |+ m pourtout m € 7 .

2. Soit ¥ € R .Montrerque |z |+|v]|S|z4+y ]S |z]+|v]+1.
3. Montrer que la suite (d,;) est croissante et que la suite (e, ) est décroissante.
4. En déduire que (dy,) et (e, ) sont adjacentes et convergent vers .

5. Calculer dp, dq, dy, d3 pour £ =

92
=
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Exercice 3 : Bornes d'ensembles de réels

Pour chacune des parties suivantes, dire si elle est majorée, minorée, puis déterminer, lorsqu'ils existent,
sa borne supérieure, sa borne inférieure, son maximum et son minimum.

no1
-1 n! . . , L
1. A= { :I :';’” , dont les premiers points sont representés ci-dessous.
e N

R+
(n, m) € (N*)?

3. ¢ TER tiede R
. = ,:E‘E“{E , vue comme partie de .

n=3 n=1 n=4 n=2
= w [l amwe ¢ .
I I I
I I I
-1 0 1
® N pair ®  nimpair

Soit A et B deux parties non vides et bornéesde [R.Onnote A4 + B = a € A

. _a':l . ,}1@,
_A_{,aEA} et,pour A=>0, A A= ac Al



1. Justifier I'existence de sup(A-+B) et montrer que sup{A + B) = sup 4 4 sup B.
2. Montrer que sup{A A) = Asup A etque sup{—A) = —inf A .

3. Onsuppose A C B .Comparer sup A et sup B, puis inf 4 et inf B.

ab,
4, Onpose AB =< ,0€ A> Avec A =B = [-21],calculer sup{AB) etle
b e B
comparera sup A x sup B .

Exercice 5 : Intervalles et droite achevée

1. A l'aide de la caractérisation des intervalles, montrer que I'intersection de deux intervalles est un
intervalle.

2. Montrer que la réunion de deux intervalles n'est pas toujours un intervalle. Montrer ensuite que si
InJg % @ ,alors I U J estunintervalle.

3L bles F z € R, G z €R, Is d lles ?
. Les ensembles = et = sont-ils des intervalles 7
b=l +le+1 <4 Lo

. , — ‘s o T c
4. Déterminer, dans [g, la borne supérieure et la borne inférieure de H = { Q’} et de

' 10 @ >0
_ [n'—10n,
K_{,HE[MH}'

Exercice 6 : Retour a la définition de la limite

L Soit w, = 224

unrang IV a partir duquel |u, — 2| < 10—3.

. Montrer, en revenant a la définition, que (%) converge vers 2 .Donner

2. Montrer, par la définition, que w,, = n2 —3n tendvers —+co.

3. Montrer, par la définition, que la suite ({—1]“) ne converge pas.
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4. Soit (wn} une suite qui converge vers # = (1. Montrer que Wy = g a partir d'un certain
rang.

Exercice 7 : Calculs de limites

Déterminer la limite éventuelle de chacune des suites suivantes, définies pour n = 1.

1 a, =vni+4+3n—Vn2 1.

5 n2 4+ (—1)" n

S b= Ty
3" — "

3 angn_'_gn

° En:(1+%)ﬂ

. _ _n 1
1. Soit Up = Z n2 + k - Montrer que lup — 1] < a1 et conclure.
k=1
1 G 1 2
2. 50t £ €R et Ty =73 Z | k= | . Montrer que |in _%l < w et conclure.
E=1

1
3. Soit s, = % Montrer que (] < 8y < % et conclure.

S

. Montrer que 0 < /n+1 —vA < El_m et conclure.



Exercice 9 : Suite récurrente et vitesse de convergence

On définit Upy = 0 et Upt1 = V2 + Uy pourtout n € N. La figure ci-dessous représente les
premiers termes.

2.0 A

1.5 1

1.0 1 — y=Vi+x

0.5 -
0.0 ® P
Uo Uy u>
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

1. Montrerque U < 1w, <2 pourtout 7.
2. Montrer que {uﬂ:l est strictement croissante.

3. Endéduire que (g, ) converge, puis déterminer sa limite.

11 _Tﬁ”',puisque 0<2 —u, < ??—n pour tout 1.
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5. Donner un rang a partir duquel g est une valeur approchéede 2 & 10—% prés.

n i1
1 1
Onpose, pour 7 =1, S5 = 532 et H'-”«ZZE-
1.1 1 s .
1. Montrer que %2 < g7 —f pour k > 2 Endéduireque (Sy) converge vers une limite
o telleque 5 <o < 2

2. Montrerque Hg, — H, > % pour tout 7 = 1 .Endéduire que H, — Jco.

3. Montrer que Hqop > 1—|—% pour tout p € IN.Donnerunentier 7 telque ., = 10.

Exercice 11 : Série harmonique alternée et suites adjacentes

n (_1jk+1
Pour n € IN,onpose &, = Z —x .avec Sg=0.
k=1

1. Montrer que les suites @, = So, et b, = S9x41 sontadjacentes.

2. Endéduire que (.S,,) converge. Onnote £ sa limite.

3. Montrer que 7 < £ < 47 puisque |§,, — £| < L pour tout 7
| 3=*%=%0 ] | '

4. Combien de termes suffit-il de sommer pour obtenir £ a 10—2 prés?

Exercice 12 : Moyenne arithmético-géométrique




g + by

n+1 = 2 et

Soit @ > b>0.0npose &%y = &, by = b et, pourtout 1, g
bugl = oy by

1. Montrer que, pour tous réels =, ¥y >0, JIT < ‘T;—y En déduire que les suites sont bien

définies, strictement positives, et que &y, < a, pourtout 7.

2. Montrer que (@) est décroissante et (b, ) croissante.

3. Montrer que Gpit —bpt1 < @,puisque 0<a,—b, < ag_nb.

4. En déduire que les deux suites convergent vers une méme limite, notée M(a, b} .

5. Pour @ = 9 et b = 1,calculer @y, &1, aq, b et en déduire un encadrement de M9, 1)
d'amplitude inférieure a 0,2 .

Exercice 13 : Divergence par suites extraites

1. Montrer que la suite Uy, = cos(%—ﬂ) diverge.

2. Montrer que la suite v, = {—ljn nl—i—l diverge.

3. On suppose que la suite iy, = sin 1. converge vers un réel £ .
1. Exprimer sin(n+41) — sin(n—1) a l'aide de cos 7 . En déduire que cosn — 0.
2. En considérant la suite extraite (sin 27}, montrerque ¢ = 0.

3. Obtenir une contradiction et conclure.

. n Ve .
4. Soit Ty = n(—lj pour 7 = 1. Montrer que {:J:ﬂ:l n'est pas bornée, mais ne tend pas

vers oo,
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1. Soit {un} une suite réelle telle que (ugﬂ} et {uﬁn—i-l:l convergent vers une méme limite
£ . Démontrer que () converge vers £.

2. On suppose que {ugﬂ} , {U3n+1} et {ugﬂ] convergent, sans supposer leurs limites
égales. Montrer que (g ) converge.

3. Construire une suite divergente telle que (ugﬂ} et {ugﬂ] convergent.

4. Montrer qu'une suite croissante qui possede une suite extraite convergente est convergente.

Exercice 15 : Densité des nhombres dyadiques et des irrationnels

r
2_.”!
Onnote D = p € Z, I'ensemble des nombres dyadiques. Soit = € [k .
e N
| 2% x| 1 o
1. Onpose g, = " . Montrer que @, € D et |r:r,,.rl - :r:| < 57 En déduire que 1 est

dense dans [.

2. Soit @ < b deux réels. Construire explicitement un élément de D dans |a, [ .

est irrationnel et tend vers .

3. Montrer que % ¢ ‘D . Montrer ensuite que ¢, = a, + gn?l-l

Qu'en déduit-on ?

4. Montrer que tout réel est la limite d'une suite strictement croissante de rationnels.




1
1_

1

1. Soit F =

1
m . Déterminer sup B et inf E. Sont-ils atteints ?
m

fn,m) € (N")?

2. Soit N
. t =
° x3 <2

’} . Montrer que (' admet une borne supérieure et que sup C = 3& .

1
3. S0it F' = 4% T . Déterminer inf F et sup F' dans [.
T € ]0,1]

4. Soit A une partie non vide et majorée de [R, de borne supérieure A , telle que M ¢ A
Montrer qu'il existe une suite strictement croissante d'éléments de A qui converge vers QI .

Exercice 17 : Suites complexes

1+1

Afini = :4 —
On définit  #p et Zpi1 = 3

%, - La figure ci-dessous montre les premiers termes dans le

plan complexe.

2.5

2.0 -

1.5 1
1.0 1

0.5

partie imaginaire

0.0

—0.51

-1 0 1 2 3 4
partie réelle

1. Calculer #1149 31 €4 sous forme algébrique.
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2. Calculer |zy| eten déduire que {z,) converge vers 0.

3. Déterminer le plus petit rang 7 tel que |zn| < 10—3.

n + 21nd
nd 41

n—+2

4. Soit 1w, = . Montrer que |w,, — 2] < —,3 pour = 1 et conclure.

5. Soit & € R avec & ¢ 24 . Montrer que la suite (einﬂ?) diverge.

Exercice 18 : Valeur d'adhérence unique et Bolzano-Weierstrass

Soit {un} une suite réelle bornée et # £ [ . On suppose que toute suite extraite convergente de
(uy) apourlimite £.

1. On suppose que {un} ne converge pas vers # . Montrer qu'il existe &£ >> 0 et une application
strictement croissante % telle que |uw(ﬂ) - €| > € pourtout 7.

2. A l'aide du théoréme de Bolzano-Weierstrass, aboutir & une contradiction. Conclure.

. n . .
3. Soit g, = n{—1)" pour m > 1. Montrer que toute suite extraite convergente de {zy,)
tend vers 0, mais que (%, diverge. Quelle hypothése manque ?

Exercice 19 : Moyennes de Cesaro

“u:l-l-’ug-l-.-i-“uﬂ_
) .

Pour une suite {Un:‘n = 1, 0n pose Cn =

=

. Montrer que si uy, — £ € R,alors ¢, — £,

N

. Montrer que la réciproque est fausse.

w

. Montrer que si g — 400 ,alors ¢p — 00,

I

. Application. Soit ¥y = 1 et Ypi1 = Un —+ T,.l—n . Montrer que Uy — 400, puis que



Exercice 20 : Point fixe d'une application croissante

Soit f:[0,1] — [0,1] une application croissante, non nécessairement continue. On pose

a={Ta st

1. Montrer que A admet une borne supérieure ¢ etque ¢ € [0,1].
2. Montrer que f{c) majore A .Endéduireque ¢ < flc).

3. Montrer que f(c) € A .Endéduireque flc) = c.

4, Exemple : f{a:} = % si & e;:% et f{x} = % si o > %.Déterminer A, puis ¢, et
vérifier le résultat. Quels sont les points fixes de [ ?

5. Montrer par un exemple que le résultat tombe en défaut pour une application décroissante.

o s _ 1 2 :
On définit Upy = 2 et, pourtout n € N, un—i—l — i(uﬂ —+ ﬁ—ﬂ) . On pose aussi Up = %
By = Upy — V2.

1. Montrer que g est bien défini, rationnel et strictement positif pour tout 7.

(ﬂﬂ-_“@jg
V2 =g

2. Montrer que &, . En déduire que u, = V2 pour tout 7.

n—+1

n

3. Montrer que [y ) estdécroissante, puis qu'elle converge vers 3.

4. Montrer que (g ) et (wvyn) sontadjacentesetque w, < V2 < u,.
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2
5. Montrer que ¢ < %"’1 , puis que Epy = 2 -S—Qﬂ' pour tout .
n = >~

+1

6. Calculer i, UYg, Ug et Y3, En déduire un encadrement de 2 par deux rationnels, d'amplitude
1
2354167

U
7. Soit V = { r:hE N[ - Montrer que V¥ est une partie non vide et majorée de 1 qui n‘admet
]

pas de borne supérieure dans .

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.

Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : nombres réels et suites, cours de maths sup

e A maitriser avant : Logique, ensembles, applications et relations, Calculs algébriques : sommes,
produits, inégalités

Chapitre précédent : Equations différentielles linéaires d'ordre 1 et 2

Chapitre suivant : Suites particulieres et suites récurrentes

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé


https://mathovore.fr/nombres-reels-suites-corrige-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/nombres-reels-suites-cours-maths-sup
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https://mathovore.fr/sommes-produits-inegalites-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/sommes-produits-inegalites-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/equations-differentielles-lineaires-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/suites-recurrentes-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges

