Corrigés des exercices de maths sup

Nombres réels et suites

Corrigé de I'exercice 1 : Nombres irrationnels

1. Supposons par l'absurde & = %,avec P, q £ IN* et la fraction irréductible. Alors
pd = 6g2,donc p? est pair. Par conséquent P est pair, car le carré d'un entier impair est
impair. Ecrivons p = 2k .On obtient 42 = g2, soit 9k? = 3g2. Ainsi 3g2 est pair,
donc qg est pair, et @ estpair. Donc P et g sonttous deux pairs, ce qui contredit
l'irréductibilité. Le réel & est irrationnel.

2. Supposons que r = 2 + +/3 soit rationnel. En élevant au carré, on obtient
rd = 2496 +3 =54 2/6.Donc & = % , qui serait rationnel comme
combinaison de rationnels. C'est impossible d'aprés la question 1. Ainsi 2 + '3 est

irrationnel.

3. Si r 4+ x = s étaitrationnel, alors T = 5 — 7 serait rationnel, car {} est stable par
différence. C'est absurde. De méme, si ?é Oet ro =s € Q,alors £ = £ serait
rationnel. Donc = + r et rx (pour T ?é () sont irrationnels.

4, Lesréels 2 et & = 242 sontirrationnels d'aprés la question 3. Leur produit vaut 16 = 4

. Ensuite, 2 et 1 — 2 sontirrationnels, toujours par la question 3, et leur somme vaut 1 .Le
produit et la somme de deux irrationnels peuvent donc étre rationnels.

Point de méthode : pour montrer qu'un nombre est irrationnel, on raisonne presque toujours par
I'absurde, en le supposant rationnel puis en se ramenant a un irrationnel connu.

Corrigé de I'exercice 2 : Partie entiere et approximations
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décimales

1. Par définition, | # | < £ <| £ |+ 1.Enajoutant m, on obtient
|z |+m<z4+m<|z]+m+1.0r | ]+ m estunentier. Par unicité de la
partieentiére, |z +m | =z |+ m.

2. Dunepart, | £ |4+ | | < x4 y.Cestunentierinférieura = + ¥, donc il est inférieur a
| £ 4+ |, quiestle plus grand de ces entiers. D'autre part, £ +y <|z |+ |y |+2.
Ainsi |z +v | <[z |4+|y]+2, etcomme cesontdes entiers,
le+yl<le]+ly]+1.

3. Posons P, = | 10" |. L'entier 10 P, vérifie 10 p, < 10ntl £ ponc 0p, < P,y
, puisque Pr1 estle plus grand entier inférieura 10m+1 4 . En divisant par 1pn+1, on
obtient dy, < dpo1 . Ensuite, 1071+l z < 10(p,, +1),donc Ppyq<10p, +10. Comme
ce sont des entiers, Pniq T1 = 10p +10 Endivisantpar 1gn+1,ilvient €441 < €.
La suite (d,,) croit et la suite (e, ) décroit.

4. Ona e, — dn — 100" = 0.Avecla question 3, les suites sont donc adjacentes. Elles

convergent vers une méme limite £ .Deplus, d, < I < &, pourtout 7..En passanta la
limite dans ces inégalités larges, £ < 1 < £ .Les deux suites convergent vers =,

5. 0Ona E.F,—E = 3,142857. .. Eneffet, 22 = 3 x 7 + 1, puis la divisionde 1 par 7 donne
0142857, .. Ainsi 10% x 2 = 3142,857. .. Donc do =3, dy =31, dy =34 et
dy = 3,142.

Corrigé de l'exercice 3 : Bornes d'ensembles de réels

1. Pour 1 = 2p pair, I'élément vaut 1 + % , qui appartient a }1, %} .Pour n = dp +1

impair, il vaut —1 + ﬁ , qui appartienta |—1, 0] . Ainsi A est majoré par % , valeur
atteinte pour n = 2.Donc max A = sup A = % . Ensuite, tous les éléments sont
strictement supérieursa —1,donc 4 est minoré par —1. De plus, la suite —1 + ﬁ est
formée d'éléments de .4 ettend vers —1. Par caractérisation séquentielle, inf 4 = —1.
Enfin, —1¢A  Ainsi sup A = max A = %. inf A = -1 et 4 napasde
minimum. La figure de I'énoncé montre bien les points de rang impair qui s'accumulent a droite de



1.

2. Pourtous 7, m = 1,0na g c;:%_k% < 2.lavaleur 2 estatteintepour n = m =1,
donc max B = sup B = 2  Ensuite, 0 minore B, etla suite %,obtenue avec
M = 1 ,estdans B ettendvers (.Donc inf B = 0.Comme tous les éléments sont
strictement positifs, 0 ¢ B . Ainsi sup B =max 8 =2, inf B = 0, sans minimum.

3. D'abord, 0 € € ,donc C estnon vide. Ensuite, si & € ', alors £2 < 2,donc |z| < V2.
Ainsi ' est majoré par 2 et minoré par —/2 . Considérons alors les approximations
décimales par défaut afn de /3. Elles sont rationnelles, donc différentes de /% . Par conséquent

1< dy,<V2,dot d2 <2et dy € C.Comme dy — V2 ,o0nobtient sup C = V2,
Parsymétrie( x € & & —x € ), 1inf € = —2 . Ces bornes sont irrationnelles, donc
n‘appartiennent pasa ' . Ainsi sup &' = V2, infC = —J3,et  n'ani maximum
ni minimum.

Corrigé de I'exercice 4 : Bornes supérieures et opérations

1. La partie A 4+ B estnonvide. Deplus,pour a € 4 et bH € B,ona
a +b < sup A + sup B . Elle est donc majorée et admet une borne supérieure. Ensuite, par
caractérisation séquentielle, il existe @, € A et b, € B avec a, —+ sup A et
by, — sup B .lasuite (@, -+ by,) estavaleursdans A + B ettend vers
sup A 4 sup B. Comme ce réel majore 4 + B, sup(d + B) = sup A +sup B.

2. Pour ¢ € A,ona Aa < AsupA,car A>0.Deplus, Aa, — AsupA. Donc
sup(A A) = Asup A .Ensuite,pour @ € A, a > inf A ,donc —a < —inf A . Enfin,
si al, € A tendvers inf A, alors —a}, € —A tendvers —inf A .Ainsi
sup(A A) = Asup A et sup(—A4) = —inf A .

3. Tout élémentde A estdans B, donc est majoré par sup B . Ainsi sup B est un majorant

de A, etil est supérieur au plus petit d'entre eux. De méme, inf B minore A .Donc
sup A <sup B et inf B <inf 4.

4. Soit @, b € [—2,1]. Alors |a| < 2et [b] < 2,donc ab < |alt| < 4. Deplus,
4 = (-2)x (-2) € AB .Donc sup{AB) = max(AB) =4 . 0r
sup A x sup B =1.0na sup(AB) =4 ?‘é 1 : la formule du produit est fausse en
général.
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Point de méthode : pour établir une égalité de bornes supérieures, on vérifie d'abord I'inégalité «
majorant », puis on conclut par une suite d'éléments qui tend vers le candidat.

Corrigé de I'exercice 5 : Intervalles et droite achevée

1. Soit I et J deuxintervalles,et = < ¥ deux élémentsde ¥ 1 J .Comme I estun
intervalle, [z,%] C I .Deméme, [z,y]C J .Donc [z,y] C INJ . Parla
caractérisation des intervalles, I 1 J est un intervalle, éventuellement vide.

2

2. D'abord, [0,1] U [2,3] contient 1 et 2,maispas 7 :ce n'est pas un intervalle. Supposons

maintenant qu'il existe ¢ € TN J.Soit <Yy dans T U J et z € [£,y].Si = et

Y sont dans le méme intervalle, c'est terminé. Supposons par exemple = & I et y € J .Si
z<c,alors = <z<cavec ,c &1, donc ze& I .Sinon, ¢<z < Yy avec

e,y €J,donc z € J.lecas v € J et Yy €T estsymétrique. Ainsi F I J estun
intervalle dés que 1 M .J % .

3. On étudie F' selon la positionde x.Si % = 1,laconditions'écrit 2x < 4 ,soit = < 2.
Si —1 <z <1,elles'écrit 2 < 4, toujours vraie. Enfin,si £ < —1, elle s'écrit
—2z <4 ,s0it x > —2.Donc F' = [-2, 2], quiest unintervalle. Pour @ :si x <0,
alors = <0 <1:si x>0,laconditionéquivauta x > 1.Donc
G = ]—00,0[ U ], 4oo[ . Cen'est pas un intervalle, car —1 € G et 2 € G, mais

% ¢ (7 .Seul F' estun intervalle.

4. Lapartie H contient tous les entiers 1 = 1, donc elle n'est pas majorée : sup H = 4co .
Ensuite, 0 minore H et % c | tendvers (,donc inf A = 0.Pour K ,on écrit
nd —10n = {ﬂ, — 5)2 — 25 > -2k, avec éqalité pour n = 5. Enfin
nd —10n — 4o, donc K n'est pas majorée. Ainsi sup H = +co, inf H = 0,
sup A = 40 et inf K = min K = -25.

Corrigé de I'exercice 6 : Retour a la définition de la limite

din+1—%9n—6  —5 __5 .
—— = .25 - Donc |un—2|_n+3.50|t £>0 et

N:l-l_g-”.Pour nz N, ona n—|—3}§,donc |ugp — 2| <e.Ainsi u, = 2.

1. On calcule Uy — 9 =



—5|-3 < 103 équivauta m + 3 > 5000. Le rang

N = 4997 convient, et c'est le plus petit.

Pour ¢ — 10—2, la condition

2.Pour n>4,ona n—32>1,donc v, =nn—3)>n.Sit A unréelet
N = max(4,[ A]).Pour n > IN , onobtient vy, = n > A Donc v, —+ +cO,

3. Supposons que (—1}ﬂ — ¥ . Avec £ = % il existe IV tel que |{_1}ﬂ —£| < % pour
n # IN .Enprenant n = 21V puis n = 2N 4+ 1, on obtient |1—€| < % et
-1- 2| < % . Par l'inégalité triangulaire, 2 = [l —{(=1)| < 1 — €|+ € +1| € 1. Cest
absurde. La suite ({—1)“) diverge.

4. Appliquons la définition avec g :é’f >0.llexiste IV telque pour n 2 N, |w, —£| < %
. En particulier w,, > £ —g =3 Pour obtenir I'inégalité stricte, on prend plutét £ = % ;
28 £ £ - .
alors w,, > T == 5 Donc 1w, > n a partir d'un certain rang.
Corrigé de I'exercice 7 : Calculs de limites
1. On multiplie par la quantité conjuguée :
_ (n?+3n)—(n?+1) 3—1/n
~ VnZtdn+va2+l  J1+3/n+It1/n2
Le numérateur tend vers 3 et le dénominateur vers 2. Donc g, — %
. . 14 (—1)"/n _1y"
2. Endivisant par 2, on obtient by = W or |¢ n) — }1 (- Donc
by —+ %
3. Endivisant par 3", onobtient ¢, = ﬂ Comme 0 {:2 <1,0ona (z)ﬂ 0
| ' m T+ (2/3)" 35 3) T

Donc c, — 1.

1

4. Onécrit g = e:{p(lnTn)- Par croissances comparées, % _, [y . Ensuite, par continuité de

l'exponentielleen 0, dy — 1.

5. On écrit e, = expl(n In(1 +1/n)). Posons p, = £ . Alors p In(141/n) = 1n(1 +h
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qui tend vers la dérivéede |n en 1, c'est-a-dire 1.Donc €y —* £,

Corrigé de I'exercice 8 : Encadrements et majorations de I'écart

L.Pour 1<k <n,ona nid+1<n24+%k < n24n.Donc ngﬁ_niﬂgikiﬂgil

. En sommant ces 7 inégalités, on obtient :

1

Ainsi 0 <1 —uy < . Donc |uﬂ—1|§n—+let Uy —+ 1.

1

n+l1

2. Pourtout k,ona kxr —1<| kz | € kz.Ensommantpour k de 1 & 7, etavec
Z k= ﬂ(ﬂ;_l) , on obtient :

- n(ng—l—l) e zﬂ’: | ke | < o (ng—i—l)

k=1

En divisant par 5,2 puis en retranchant % il vient gi L a<ty — 2 < gi Ainsi
2

1+ |z
| |:—:;—_|_,lr1 Donc |tn_%|_ ,L“ ttﬂ—:»%.

3. Onécrit 5, = % ¥ % X ...% ».Chaque facteur % estdans |0, 1]. Donc le produit des

n — 1 derniers facteurs est dans  ]0,1]. Ainsi 0 < 5,, < 3 L par encadrement, s, — 0.
4. Par la quantité conjuguée n+l —vin = 1 . Ce nombre est strictement positif. De
Y Fntltm

plus, le dénominateur est supérieura 2vm.Donc (0 < n —yT < 21 , et cette
différence tend vers (.

Point de méthode : une majoration de la forme |u,, — £| < w,, donne 2 la fois la convergence et une
vitesse. C'est plus précis qu'un simple calcul de limite.



Corrigé de I'exercice 9 : Suite récurrente et vitesse de

convergence

1. Raisonnons par récurrence. Pour 71 = 0,ona 0 < 0 < 2.Supposons 0 < u, < 2. Alors
24 u, = 0,donc Yny1 estbien défini et positif. De plus, 2 4+ uy, <4, donc
Uyt < Vi = 2 par stricte croissance de la racine carrée. Ainsi 0 < u,, < 2 pour tout
.,

2. On calcule uf.%,—l—l —u2 = 2+ tup —ud = (2 — un) (1 + up). D'aprés la question 1, les

2

n
positifs, on en déduit “p41 - UYn . La suite est strictement croissante.

deux facteurs sont strictement positifs. Donc ;¢ > u,% .Comme Upn et Yp41 sont

3. La suite est croissante et majorée par 2 . Par le théoreme de la limite monotone, elle converge
versunréel £ € [0, 2] . Ensuite, UEH_I = 2 + Uy . Enpassanta lalimite, #2 =9 4 ¢,
soit (£ —2){(¢ +1) = 0.Comme £ > 0, lalimitevaut # = 2.

4. On calcule, avec la quantité conjuguée :
5 424 uy)  2-u,
—Upp1 T 2+ V2 +u, T 24 u,

Or Uy, q 2 Uy = V2> 1, par croissance. Donc 2+ U, = 3 et

< 2= up Par récurrence immédiate < ﬂ — 2 Lapositivité
2_un+1_ 7 . ’ E_Uﬂ_ 3':!'1 —3'?1' P

vient de la question 1. Ainsi 0 <2 —u, < Bg—n .
5. Il suffit que Bg—ﬂ_ < 1076, soit 3" > 92x100.0r 313 — 1594323 et 314 — 4782969

.Désque n > 14, Up approche 2 a ]10—b preés. La figure ci-dessous compare I'écart
réel au majorant obtenu : la majoration est un peu pessimiste, mais elle a le mérite d'étre
démontrée.
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Point de méthode : la limite monotone fournit la convergence, qualitative ; la majoration géométrique
fournit la vitesse, quantitative. Les deux étapes sont distinctes.

Corrigé de I'exercice 10 : Limite monotone et deux sommes
classiques

1 1

1. Pour & > 2,ona ﬁ_k:k(k—lﬁl:—} x

g}

car kik —1) < k2. En sommant de

bk = 2 a n,lasomme télescopique donne :

S <1+ Xn:(ﬁ— )=1+1— —92_1lc9
k=2

=
S

1
Ensuite, Sn+l—Sp = D)2 >0,donc (5,,) croit. Elle est majorée par 2, donc elle
converge vers ¢ = 2 par limite monotone. Enfin, par croissance, S,, > Sy = g pour

n = 2 .Enpassanta lalimite, o > % .Donc (S,) converge et % <o <2.



2n

2. Lasomme Hy, —H, = Z L comporte 7 termes, chacun supérieur a ﬁ . Donc
E=mn+1
Hon -—H, =27 = % Or I:Hn:l est croissante. Si elle convergeait vers L , la suite

extralte {Hgﬂ} tendralt aussivers L ,et Hn, — H, — 0.Cestcontradictoire avec la

% . Ainsi {Hﬂ} est croissante et diverge. Par le théoreme de la limite monotone,

elle n'est pas majorée. Donc o, — +oo .

minoration par

3. Raisonnons par récurrence sur P.Pour p =0, Hj =1, Supposons Hap 2 1—|-§ . En

p—i—l

appliquant la question 2 avec 5 — 2%, on obt|ent H3P+1 > ng _|_ 5 =14 =~ . Pour

avoir H, = 10, il suffit donc que 1 —|— 5 = 10, s0it p = 18 . L'entier
n — 918 — 959144 convient. Cette divergence est donc trés lente.

Corrigé de l'exercice 11 : Série harmonique alternée et suites

adjacentes

| 1 1
1. On calcule d'abord a1 —an = S2p4+2 — Son = ga70 — gng5 > 0 Donc (ay) est

croissante. Ensuite, bp41 — by = Sop43 — Sop4l = ~gmia T gn1-|-3 < 0.Donc {by)
est décroissante. Enfin, b, —a, = ﬁ-l—l — 0 .Les suites (ay) et (by,) sont

adjacentes.

2. Deux suites adjacentes convergent vers une méme limite £ . Ainsi les suites extraites {55, et
(S9n41) tendent toutes deux vers £ . D'aprés le cours, la suite {5, ) converge vers £.

3. Le théoreme des suites adjacentes donne Gy < £ < by pour tout n.Avec n = 2,0n

_ 7 1 _ 47
calcule 5;2_,5“_1_1 2_|_3 4_12 et &'3_55_124'5_60 Donc
1?2 < £ < gg Passons a l'écart. Si n = 2m ,alors Sqmm < £ < S9m41, donc
S — €] < Somt1 = Sgm = 57-Si 1= 2m +1,alors 242 < £ < Somt,

1 1 N 1
donc |5, — £| € S9pm41 — Samgn = Tnrd = npd - Ainsi |5, — £| < a7 pour

tout 71.

1
n+1
donne # a 10—2 pres. La figure ci-dessous montre les sommes partielles de rang pair qui

montent et celles de rang impair qui descendent vers £ .0On montre plustardque ¢ = In 2.

4. |l suffit que < 10— 3 clest-a-dire 7 > 999 . La somme des 999 premiers termes
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1.0{ = B S,,.; décroissante
' ® S,, croissante

Corrigé de I'exercice 12 : Moyenne arithmético-géométrique

_ 2
1. Pour =,%¥>0,0na < ‘2" L Ty = m = (] - Montrons ensuite par récurrence que

On et bn sont définis et strictement positifs. C'est vrai au rang ([ . Si c'est vrai aurang 7%,
alors @,11>0 et a,b,>0,donc bni1 estdéfini et strictement positif. Enfin,

by < @ par hypothese, et pour n = 0, I'inégalité précédente donne bp+1 < @,41.Les
suites sont bien définies, strictement positives, et &, < 0, pourtout 7.

g+ by _ oap+ay

2. Comme &y, < @y, ,ona Gyl = 5 < 5 = a,, - De méme,
bpt1 = a, b, > /b, b, = b,,.Donc {(a,) décroitet (by) croit.
g — B .
3. Comme byp41 = by, on: Oy — bptl < Cpyq — by = — 5 B Par récurrence, on en
- a—"b

déduit g, — b, < % . La positivité vient de la question 1. Donc 0 < a,, — b, < on

4. Les suites sont monotones de sens contraires et leur différence tend vers (], par encadrement.
Elles sont donc adjacentes. Elles convergent vers une limite commune M(a, b}, qui vérifie

by < M(a,b) < a, pourtout 7.

5. Avec g = 9 et & = 1, ontrouve 65125 et 51:@:3.Ensuite, f3532"'let



by = VI5 . Comme 3,872 = 149769 <15,0ona vI5 > 3,87 . Donc
3,87 <15 < M(9,1) < 4, encadrement d'amplitude inférieure a 0,13 . En réalité, la

convergence est bien plus rapide que glﬂ, , comme le montre la figure ci-dessous : &g = 3,9365

et by 2 3,9360 .

—— a, (moyenne arithmétique)
—e— b, (moyenne géométrique)

Point de méthode : pour une récurrence double, on établit d'abord I'ordre entre les deux suites. Les
monotonies en découlent alors en une ligne.

Corrigé de I'exercice 13 : Divergence par suites extraites

1. Ona Ugy = cos(Zpm) = 1 et Ugpt3 = cos((2p+1)m) = —1 . Ces deux suites extraites
sont constantes, de limites 1 et —1 distinctes. Donc () diverge.

2p 2p+1
2002 vy = gped 7L Vgp1 = e
diverge.

—+ —1. Les limites different, donc l:’i'..'n:l
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3. Supposons que sin n — £ .

. . +g . p—
1. Laformule 3in p—sing = 2;05%51nu donne

sin(n+1) —sin(n—1) = 2cosnsinl.Orlessuites (sin(n+1)) et (sin(n—1))
tendent vers £, car ce sont des décalées de () .Donc 2cosm sinl — 0. Comme
sinl% 0, puisque 0 <1<, onobtient cosn — 0.

2. Lasuite (sin 2n) estextraitede (wy),avec @{n) = 2n . Elle tend donc vers £.
Mais =in 2mn = Zsinncosn — 28 % 0 = (0. Parunicité delalimite, £ = 0.

3. Onauraitalors | = gin2 n —+ cos2n — 0 + 0 = 0, ce qui est absurde. La suite
(sin n) diverge.

4. Pour m = 2p,ona Tou = 2P Donc () n'est pas majorée, ni bornée. Pour
n=2p+1,0ona Topyl = ﬁ — 0.Si {z,) tendaitvers oo, cette suite

extraite tendrait aussi vers -+ . Donc I::En:l n'est pas bornée et ne tend pas vers —co

Point de méthode : pour prouver une divergence, on cherche deux suites extraites de limites
différentes. Lorsque c'est impossible a expliciter, comme pour sin 7., on raisonne par I'absurde avec
des extractions bien choisies.

Corrigé de I'exercice 14 : Suites extraites paires, impaires et
multiples de 3

1. Soit &> 0 .llexiste IV telque |ng—€| < € pour p = N7i.Deméme,ilexiste INg
tel que |ng+1—€| < €pour p = Ng.Posons IN = ma:{{ZNl, ZNg—I—l}.Soit
n>N.Si n=2p,alors p=>Ny.Si n=2p+1,alors p = INq.Dans les deux
cas, |up—£|<e.Donc u, —+ £.

2. Notons €1, £g, £3 les limites de  (uq,. ), {U2ﬂ+1:‘ et (ug,). lasuite (ug,) est
extraite & la fois de (U, ) etde (usg,) . Elletend doncvers €1 etvers £3,d'ol
£1 = £3.De méme, (U5ﬂ+3:‘ est extraite de {u2ﬂ+1} ,car 6n 43 = 2(3n4+1) +1.
Elle est aussi extraite de (ugn} ,car 6n 43 = 3(2n +1).Donc £y = £3. Ainsi



£1 = £y . Parla question 1, {un) converge.

. Posons ty = 1 si n n'estdivisible nipar 2 nipar 3,et uy = 0 sinon. Alors g, = 0
et Uq, = 0 pour tout 7 : ces suites extraites convergent. Pourtant Ugmt1l = 1 pour tout
7, tandis que Ug,, = 0. Cette suite diverge, alors que {uﬁn) et {ugﬂ} convergent.

. Soit l:uﬂ:l croissante et ':U :' une suite extraite qui converge vers £ . Cette suite extraite

w(n)
est croissante, donc %, < £ pourtout m.Ensuite, comme @(n) > n, la croissance
donne Upm = U o (n) < £ pinsi (uy) estcroissante et majorée. Par limite monotone,

{un:l converge, et sa limite est £ .

Corrigé de l'exercice 15 : Densité des nombres dyadiques et

des irrationnels

. Lenombre p = | 2" & | estun entier relatif, donc @, = ;;n € D . Ensuite,
p = 2"« ¢ + 1. Endivisant par 5™ , on obtient Gp = T <ag + Eiﬂ,,donc
lan — 2| < Elﬂ .Ainsi Gy —* I Tout réel est donc limite d'une suite d'éléments de D . Par
la caractérisation séquentielle de la densité, 7T’ est dense dans [.
. Par la propriété d'Archiméde, il existe 7 tel que 2" > bi—a ,car 2™ > n . Posons
n
= Lg;‘#ﬁomme |2"a | <2"a<|[2"a|+1,0na a<r < a—l—gin.
Donc € Det a<r<h.
1L _ P n " N Ciact | -
LS5 = 57 ,alors 2" = 3p,donc 3 divise 2" .C'estimpossible, car 2 est le seul facteur
premier de 2™ . Donc % ¢ D,et D ?é (). Ensuite, % est le produit d'un rationnel non nul
par un irrationnel : il est irrationnel. Ajouté au rationnel @, il donne un irrationnel g . Enfin,

Q:E—l < gln + gln , qui tend vers 0 . Tout réel est limite d'une

suite d'irrationnels : R ' {J est dense dans R.

len — 2| < |ag — 2| +

1
n+1
. . . r _ . .
il contient un rationnel Tr. AIors1 Ty < T | < Tl donc la suite est strictement

ﬁ .

. Soit « unréel. Pour m > 1, lintervalle }:r: - %: T — [ est non vide. Par densité de @,

croissante. De plus, |r,, — x| < 7. La suite (ry) est strictement croissante, rationnelle,

et tend vers .
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Corrigé de I'exercice 16 : Caractérisation séquentielle de la

borne supérieure

1. Pour m,m = 1,0na % — % {% < 1.Donc 1 majore K etn'estjamais atteint. Ensuite,

avec m = 1,lasuite | — L estdans E ettendvers 1.Donc sup B = 1.Enfin, E

T
est symétrique : échanger 7 et 1 change I'élément en son opposé. Donc
intf & = —sup H = —1, non atteint. Ainsi sup & =1 et inf & = —1, et aucune de

ces bornes n'est atteinte.

2. D'abord, 0 € C .Ensuite,si = € (' ,alors 3 < % < 8&,donc x < 2 par stricte croissance
de ¢ — #3.Ainsi (' estnon vide et majoré : il admet une borne supérieure. Posons ,, — %@
Si € (,alors 13 <, donc £ <a : o majore C.Soit dy I'approximation
décimale par défautde @ a 1o~ ™, et Ty = Oy — 10~ ™. Alors Tn est rationnel et

Tp<dp <a.Donc 73 <Zet vy € C.Enfin, Tpn — &, car dy — .Par
caractérisation séquentielle, sup ¢ = %& .

z —1)> i A i
3. Pour £ € 0,1 ,ona r+i_9 _ a_ ) ~ g -Donc 2 minore F', sans étre atteint.

1 , : 1
De plus, avec z,, = 1 — nii ui tend vers 1, onobtient g, 4 T, —* 2. Donc
inf ' = 2.Ensuite, avec r — % pour 7 = 2, on obtient ,}—1_|_ n > m-Ainsi F n'est

pas majorée. Donc inf = 2 et sup F' = 4co dans F.

4. On construit la suite par récurrence. Comme M g A tout élémentde A est strictement

inférieur & A . Onchoisit @y € A avec @y > M —1 Supposons @n construit. Le réel
My = ma,}:(am M — ﬂ%_g) est strictement inférieura M . Ce n'est donc pas un majorant
de A .llexistealors @41 € A avec Gpy1> My Ainsi Gpiq = 0p et
1 . . . X
M -5 <a,, <M. lasuite (a,) est strictement croissante, a valeurs dans

A , et converge vers [\f par encadrement.

Corrigé de I'exercice 17 : Suites complexes

1. Oncalcule Zy = 2(1 +1) = 2 + 21. Ensuite, z% =(1+ i}g = 21. Puis

1 . . . 14+1(—1+41 — 1—1— ..
7g = _El_lxgl:l_l.Enﬁn, z%:( 1)2 1): 1+121 1:_1.A|n5|

zy = 2421, 25 =21, z3 =141 et 24 = —1, conformément 2 la figure de
I'énoncé.




2. La suite est geométrique de raison g — 1 -Ql_ 1 de module .Donc zny = 4g™ et

S

n
|zﬂ|=-‘l(§) :4X2—’”«f3.Comme gil,ona |zn—D|—>D.Donc Zn — 0.

3. La condition 4 g_’-”«fg < 10—3 équivaut a gnfg > 4000 . Or 212 — 4096 > 4000,
tandis que 2115 — 90489 ~ 2895 < 4000 - La suite |zy| est décroissante. Le plus petit
rang est n — 24.

in2 — 2in2 — 272 .
4. On calcule wn_ji:n+21ﬂ And— T _ n+3 o In?2 +1 = vnt +1 > n?.

5 n< 41 T om?4
Donc |wn—21|:_i%:}3 %,quitendvers 0. Ainsi w, — 21.

5. Posons g = al® | qui est différent de 1 puisque & ;?_f 27 . Supposons que g™ — £ . Alors
gntl 4 £ maisaussi gl = g.g" — g€ . Parunicité, £ = g€, donc £ = 0 car
q ?é 1.or [\big|?]|g™ — |£|\big|?] < |g™ — £|,donc |g™| — |£| = 0. C'est absurde,

car |¢"| = 1.Lasuite (einf) diverge.

Corrigé de I'exercice 18 : Valeur d'adhérence unique et

Bolzano-Weierstrass

1. Nier« Uy, — £ »donne:ilexiste g >0 tel que, pourtout IV ,ilexiste n > IN avec
|, — £| > €. Construisons ¥ par récurrence. On choisit @(0) > 0 avec |U(P,:D:, —£>¢,
Ensuite, ¢(n) étant construit, on applique la négation avec N = @(n) + 1 . On obtient
@(n+1) > @(n) avec |U(P[n_|_1) — £|>¢  L'application ¥ est strictement croissante

et |“tp[n:, — £|>¢ pourtout .

2. La suite 'i“tp(n):' est bornée, comme () . Par le théoréme de Bolzano-Weierstrass, elle
admet une suite extraite {Utp@(ﬂjﬂ' qui converge vers un réel g*’ . C'est aussi une suite
extraite convergente de {un:l ,car ¢ o) est strictement croissante. Par hypothése,

¢l — ¢ . Mais |u<p(@5(n)j — £| > € pourtout 7. En passant a la limite, |€; — £z e>0.
C'est contradictoire. Donc () converge vers £.

3. Soit ':35@@:' une suite extraite convergente. Elle est bornée, disons par K .Si (1) était pair
pour une infinité d'indices, on aurait $¢P(ﬂj = Eﬂ{ﬂ:' Z n pour une infinité de 7. Cela
contredirait la borne A . Donc fp(ﬂ} est impair a partir d'un certain rang, et alors

1 1
0<z = —— < 7 . Ainsi toute suite extraite convergente tend vers . Pourtant | &
o) = plm = 7 9 - (£n)

n'est pas bornée, donc elle diverge. L'hypotheése « (un] bornée » est indispensable.
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Point de méthode : Bolzano-Weierstrass s'utilise trés souvent par I'absurde. On isole une suite extraite «
mauvaise », on en extrait une sous-suite convergente, puis on obtient une contradiction.

Corrigé de I'exercice 19 : Moyennes de Cesaro

1. Soit &> 0.llexiste IV telque [|up —£| < % pour k& = IN.Pour n >IN ,on découpe
la somme :

1 Cn | ¢
|Uk—£|+ﬁz lu, — €] < =+ 5

k=1 E=N+1

NE

|Cn_£|£5'l_l

N

ou Oy = Z |uy — £| nedépend pasde 7. Ensuite, il existe N/ > IV tel que
k=1

Cw

n

e;_:% pour n > N' . Alors |cp, —£| <€ pour n > N'.Donc ¢, — £.

2. Prenons  w, = {—1}ﬂ . Les sommes partielles valent —1 ou (I, donc |Cn| < % et
cp —+ 0.Pourtant (uy,) diverge. La réciproque est donc fausse.

3. Soit A >0 .llexiste N telque upL 2 2A pour k> IN.Pour m =32, on écrit

}5;1_N+[—n_i"r]2ﬂ,oﬂ SN:U1+---+UN.OF HENEI

Cp = =g
Cn > 5;1_N + A - Enfin, 5;1_N _, 0. donc 5;1—N > _% pour 7 assez grand. Alors ¢, =

Comme A estarbitraire, €y — 00,

donc
A
5

4, Parrécurrence, Yq est bien définiet Uy = 1 :eneffet,si v, = 1, alors
1 , . . 1
Vpr1 = Un T, > Un = 1. La suite est donc croissante, puisque Uptl —Un = Uy > Q.
Si elle était majorée, elle convergerait vers L > 1 .En passant a la limite dans la relation de

récurrence, on aurait I, = I, + % , Ce qui est impossible. Donc Uy — |00 par limite

1

monotone. Ensuite, posons U = ’-‘.-'% — ’u%_l pour k& > 1.0Oncalcule Up = 2+ ﬂ_g , qui
k—1

p R
tend vers 2 . Parla question 1, _'a "D s 9 par télescopage. Donc
. Cn = T
i .
Wﬂ = cq _|_% — E,autrement dit Um se comporte comme 9 .

Point de méthode : dans une preuve de Cesaro, on coupe la somme en deux. Les premiers termes, en



nombre fixé, sont écrasés par le facteur % , et les suivants sont contro6lés par la convergence.

Corrigé de I'exercice 20 : Point fixe d'une application croissante

1. Comme f(0) € [0,1],ona f(0) > 0,donc 0 &€ A.Deplus, A C [0,1] est majorée par
1 . Par la propriété de la borne supérieure, ¢ = sup A existe,et 0 < ¢ <1, car
0c A et 1 majore 4.

2. Soit £ € A.Dunepart, = < ¢ ,donc f(x) < flc) par croissance. D'autre part,
z < flz) .Donc = < flc). Ainsi fic) majore A .Comme ¢ est le plus petit
majorant, ¢ < f(c).

3. Par croissance de  f, Iinégalité¢ ¢ < flc) donne F(c) < F(F().Deplus, flo) € [0,1].
Donc flc) € A,et flc) < ¢ puisque ¢ majore A .Avec la question2, f(c) = c :
{ admet un point fixe.

4. Pour 1 < % la condition  f{£) > & sécrit £ < %.Pour 5 > %,elle sécrit & < %

Donc 4 = [D, ﬂ L [%: %} et ¢ = % . On vérifie f(%) = % . Les points fixes sont les
solutionsde f(xr) = = ,soit x = 3 (quiest bien inférieur a %)et T = %.Les points
fixes sont % et %, et la méthode fournit le plus grand.

5. Posons g{z) =1si « ::% et g(x) = 0'si £ > L.Cetteapplication est décroissante de

[0,1] dans [0,1].si ;pe::%,alors glz) =1#+z.si £ > %,alors g(z) =0+ =
L'application 9 n'a aucun point fixe.

b2

Point de méthode : aucune continuité n'intervient ici. Seules la croissance de | et la propriété de la
borne supérieure sont utilisées, ce qui montre la force de cet axiome.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : méthode de Héron et

borne supérieure dans Q
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1. Raisonnons par récurrence. D'abord, Up = 2 est rationnel et strictement positif. Si  Un est

2

rationnel et strictement positif, alors T est défini, rationnel et positif. Donc %41 est rationnel

et strictement positif, car () est stable par somme et produit. Tous les “xn sont des
rationnels strictement positifs.

2. On calcule:

u2 +2-22u,  (u, —v2)?

2u,, 2u,,

Yn+1 — 2=

Comme Uy =0, cette quantité est positive. Donc Y1 = V2 pour tout 7%, et
uy = 2 > V2  Ainsi u, > V2 pourtout n.

2— u?
_ . / . . 2 ::b 2 . / .
_ — U .
ngl — Un = T qui est negatif puisque us = La suite est donc décroissante
et minorée par /3. Par limite monotone, elle converge vers L > 2 > 0. Ensuite, la relation
2Up U, 1 = u2 +2 donne, alalimite, 2L2 = L% 4 2,s0it 12 — 2.Comme

L>0, (uy) convergevers 3.

3.0na g

= V2.Deplus, (uy,) décroit et reste positive,

,donc Uy — vy — 0. Les suites sont

5. D'apres la question 2, €, =fr <z < En divisant par 2, on obtient

Q 2
1o
%

n
e 2
ntl < (E—”) . Par récurrence, %ﬂ' < | = , les quantités étant positives. Or
— ] — == . Cette quantité est inférieure ¢ % si et seulement si 2 > % , Ce qui est vrai car
< 2. Donc 0<e, €2- 3—3 . Le nombre de décimales exactes double environ a

chaque étape : c'est une convergence quadratique.

6. Ontrouve 2y = %(ﬁ +1) = % S PUIS Uy = %(% —|-%) = %.Ensuite,

289 4 288 81 ,

816 x 408 = 332 928 . Ainsi:

. . — D77%— 816 x 408 1
3 3= 408 xb577 T 235416

1

. 816 577 . . : .
On obtient < Ng < 08" encadrement d'amplitude 735 416" La figure ci-dessous

577
montre les deux suites qui se referment sur /3.



17/12 577/408 V2
o .-

—— u, décroissante
—8— Vv, =2/u, croissante

0 1 2 3 4

7. L'ensemble ¥ est une partie non vide de 1), majorée par le rationnel 2 .Dans [, sa borne
supérieure vaut 2, car 2 majore V¥V et v, — V2 . Supposons qu'un rationnel T soit le
plus petit majorant rationnel de ¥ . D'abord, = = V2 : sinon, comme Yy — V2 ,un Yn
dépasserait 7. Ensuite, T ?‘é V2, car V3 estirrationnel. Donc + = /2. Par densité de 1, il
existe un rationnel 5 telque V2 «< s < v .0Or 5 majore ¥V et s <71, cequicontreditla
minimalité de 7. Ainsi ¥ n'a pas de borne supérieure dans () : le corps (] ne vérifie
pas la propriété de la borne supérieure.

Point de méthode : ce probleme réunit les deux aspects du chapitre. La limite monotone donne
2

I'existence de la limite, et I'égalité - — —> endonne la vitesse.
n+1 2ty

Revenir aux énoncés des exercices
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Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : nombres réels et suites, cours de maths sup
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