Corrigés des exercices de maths en L1

Nombres réels

Corrigé de I'exercice 1 : Inégalités classiques

(@ — b)?
2
, avec égalité si et seulementsi g = .

1. On étudie le signe de la différence. On a W —ab =

a? + b2
2

= (], carun carré est positif.

Donc gp <

2. On applique la question 1 aux trois couples (@, &), (b,¢) et (c, a), puis on additionne ces
inégalités de méme sens :

2 4 p2 2 4 .2 2 1 g2
ab + bc +ca <2 Jgrb —|—b JQFC + € JQFG = a2 4+ b2 4 ¢2.

On obtient bien b + bc +ca < a? + b2 +c2.

3. Comme z,vy >0 lesréels vT et T existent. La question 1 appliquée d a = VT et
. rt+v o, T+ y .
b = g donne VE T < T,cest—a-dwe JET < —=— . Ensuite,ona

2
L L rty . Comme a:y{:;: —+ y:l > (1, on peut multiplier par ce réel sans changer le

T ¥y — Iy
sens. Ainsi,
Tty 4 2 2
z7 2 g e (e ty) >dry e (v —-y) 20
L e, . , 1 1 4
a derniere inégalité est vraie. Par conséquent, = —|—y = Tty

2
. 1 1 1
4. Pour toutréel £,ona @—fﬂl—i}zﬁg—i-kg:(i—g) > 0 .Donc
1
2

t{l — t} < % , avec égalité si et seulementsi ¢ =

Point de méthode : pour comparer deux expressions, formez leur différence et cherchez a I'écrire
comme un carré ou comme un produit de facteurs de signe connu.
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Corrigé de I'exercice 2 : Equations et inéquations avec valeurs

absolues

1. D'aprés le cours, |X| < équivauta —r < X <r . Ainsi,
20 —3|<b & —5<2x -3 <b & -2<22 <8 & —1 <z <4.L'ensemble des
solutions est |—1, 4].

2. Posons g(z) = |z — 1| + |z + 2| . Les valeurs absolues changent d'expressionen —2 eten
1 . On distingue donc trois cas.

oSi z<-2: glzy={1-2)4+ (-2 —-2) = -2z —1. Alors
glzx) <5 & o > —3.0ngarde [-3,-2].

oSi —2<zx <1l glzxy=(1-2)+(z+2) =3 <5 Toutlintervalle [—2,1]

convient.

oSi z21: glx)=@-D4+@x+2)=2z+1.Aors glr) £5& x <2.0n
garde [1,2].

En réunissant les trois cas, I'ensemble des solutions est [—3, 2] . La figure ci-dessous confirme
ce résultat : la courbe passe sous la droite ¥ = 5 exactemententre —3 et 2, avec un palier
de hauteur 3 entre -2 et 1.



10 I

—_— =X = 1|+ |X + 2]
8 - T Y=o

mmm solutions [—3, 2]
©1 3,5)
4 1 ,

palier y = 3

2_
0 —

3. Les deux membres sont positifs. Or, pour 4, ¥ = 0,ona wu > v & w2 > v2, car la fonction
carré est strictement croissante sur [0, +oco[ . Ainsi,

|z +1]> 2z —1| &£ 22+ 22 +1> 422 —4dr +1 < 322 - 62 <0 & 3z(zr —2) < 0.

Un trinbme est du signe opposé a son coefficient dominant entre ses racines. L'ensemble des
solutions est [0, 2].

4. Une valeur absolue est positive, donc une solution vérifie 2z = 0,soit = = 0.Pour = = 0,
I'équation équivauta £ —3 = 2xr ou 1 —3 = —2x .lLepremiercasdonne x = —3,
rejeté car négatif. Le second donne 3x = 3,soit x = 1. Vérification:

|l —3| = 2 =2x1. Luniquesolutionest & = 1.

Corrigé de I'exercice 3 : Autour de I'inégalité triangulaire

1. Onécrit = = (r —y) + v . Par I'inégalité triangulaire, |z| < |z — y| + |y|, donc
|z| — |y| < |£ — y|. En échangeant les roles de = et ¥, on obtient
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[y| - |2 < |y — = = |z — | .or [\big]Z]|=| - |y[[\big|?] estégala |z| - [y| oua
|u| — || . Dans les deux cas, [\big|?]|=| — |y[[\big|?] < |z — ] .

2. Lesréels |z 4 y| et |z| 4+ |y| sont positifs. Ils sont donc égaux si et seulement si leurs carrés
le sont. D'une part, |z + y|g = £2 4 2oy + y2 . D'autre part,
(|=| + |y|)2 = x4 2|zy| + y2. L'égalité équivaut donca xy = |z . Ainsi,
[z +yl = lel + ]yl & zy 2 0.

3.0na 2r = (z+y)+ (& —vy), donc 2|z < |z +y|+ |z —v| . De méme,
2y ={x+1vy)—(r—vy), donc 2|y| < |z + y| + |z — y|. En additionnant puis en divisant
par 2,onobtient |z|+ |yl < |z +yl+ |z —v.

4. Soit = € [—2,3].Alors |z| < 3. Parlinégalité triangulaire,

23 — 20 +1| < |z + 2|z| +1 <27+ 6 + 1 = 34.

Donc |3 — 2z +1| < 34 sur [—2, 3]. Cette majoration est grossiére, mais elle suffit
souvent en analyse.

Corrigé de I'exercice 4 : Intervalles de R

1. D'abord, |z —2|<3 & 1<z <5,donc A = ]-1,5[. Ensuite,
z2<4r -39 52-4x+3 <0« (x—1)(xr—3) <0,donc B = [1,3].Enfin,
C = J]-oo, -2] U [2, +oo[.Comme [1,3] C ]-1,5[ ,ona AN B =1]13].De
plus, ]-1,5[ N ]-oo,—2] = @#.Donc ANB =[1,3] et ANC = [2,5].

2. Notons T l'intersection. Pourtout 7 = 1 ,ona _% <0 et 1«1 _|_%. Donc [0,1] C T.
Réciproquement, soit & ¢ [0,1].Si £ <0, la propriété d'Archiméde fournit n > 1 tel que
%{_:E.Alors ;Eq-;_%,et $¢I.Si x =1, on choisit 7 avec %{:t?—l . Alors
£>1+=.et £¢I Finalement, I = [0,1].

3. Notons TF laréunion.Pour n = 2,0na (< % et 1 — % < 1., donc chaque segment est

inclus dans |0, 1[ . Ainsi, & C 0, 1[ . Réciproquement, soit = £ ]0,1[ . Le réel

6 = min(z,1 — &) est strictement positif. Par Archiméde, il existe 7 > 2 tel que % <6
Alors % <gzpet p< 1_%.Donc U= 10,1 .

4. Soient I et J deuxintervalles,et a < ¢ < b avec a,b € I M J . Comme I estun
intervalle, ¢ € I.Deméme, ¢ € J .Donc ¢ € I M J .L'intersection de deux
intervalles est un intervalle. En revanche, la réunion n'en est pas toujours un :



[0,1] U [2, 3] contient 1 et 2, mais pas % :

Corrigé de I'exercice 5 : Premiers calculs de parties entieres

1. On encadre chaque réel entre deux entiers consécutifs. Ona 3 < 3,7 <4 et
—4 < —37 < —3 .Deplus, —5 estentier. Ensuite, 9 < 10 <16 ,donc 3 < vID < 4.
Enfin, 3 <m <4 donne —4 < —m < —3.Donc |37 |=3, | -37]|= -4,
| -5]=-5, |VID|=3et | -7 | = —4.

2.Posons p=|x|.Aors pLz<p+l,dnc p+k<z+k<p+k+1.Comme
p+k estunenterona |z4+k]|=|z|+k.

3.6i £ €7 ,alors |z |=xet | —z|= —x, dolunesomme nulle. Sinon, posons
p=|x]|:ona p<z<p+1,linégalité de gauche étant stricte car = ¢ £ . Donc
—p—-l<—-z<-p,et |-x|=-p—1.Lasommevaut O0si = € 7 et —I
sinon.

4. Par définition, | 22 —1 | =3 & 3 <2xr-1<4 & 4 < 22 <5.L'ensemble des
solutions est [2! g[ .

Corrigé de I'exercice 6 : Bornes de parties simples

l.Pour m>1,0na g<1-— % <1 .Donc A estbornée.Leréel 0 estatteint pour
= 1,donc min.d = inf A = 0 .Ensuite, 1 majore A .Soit £ = 0 .Par Archiméde,
il existe 7 tel que %ig,etalors 1_%}1_E.Donc supAd =1, mind =0,et

A n'a pas de maximum, car 1 — 1 £1.

2. Séparons selon la parité de 7. Pour 71 pair, (-1}1r1 + % =14 % c ]1] %] , et la valeur %
est atteinte pour # = 2.Pour 7 impair, {_1}ﬂ _|_% = -1 _|_% c ]_1! [j] . Ainsi, tous les

élémentsde B sontdans -1, %] . Par conséquent, max B = sup B = % . Ensuite, —1

minore B .Soit & > 0 ; choisissons un entier impair # tel que % < ¢ . Alors
—1—|—%€i—1—|—g .Donc sup B = max B = %, inf B = —1,et B n'apasde
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minimum.

3. Tout élémentde ¢ vérifie 0 < c < 2.0r D& C et 2 ¢ C .Donc
minC =infC =0 et maxC = supC = 2.0Onremarque que 1 n'estpasla
borne supérieure : le point isolé 2 compte aussi.

4. 0na z2<3 & |r|<V3,donc D = ]|—V3,V3[ . Leréel V3 majore D .Pour
0<e<3, leréel V3 — % appartienta I etdépasse 3 —g.Donc sup DD = V3 et
inf D = —J3, sans maximum ni minimum.

Corrigé de I'exercice 7 : Borne supérieure par la caractérisation
epsilon

1. Onécrit 2n +1 = 2(n 4+ 2) — 3. Donc 1ﬂ+1:2—%_'_2,avec x=2e =23

_ _3 3
2. Posons  ty, = 2 — —— .Quand 7 augmente, 7 + 2 augmente, donc p—— diminue.
Ainsi, la suite  {tiy, ) est strictement croissante. Son plus petit terme est %p. Donc

: _ _1
mlnA_uD_g.

3. D'abord, ’RLH =0 ,donc Uy <2 :leréel 2 majore A .Ensuite, fixons £>0.0na

UR}Q—Eﬁ%H<E¢n+2>%*

Par la propriété d'Archimede, un tel entier 71 existe. Par la caractérisation de la borne supérieure,
sup A = 2. Comme 1u, <2 pourtout 7n, A n'apasde maximum.

4. Pour € = 0,2, la condition s'écrit n + 2 > 15, soit n > 13. Le plus petit entier est

n = 14 ; on vérifie que Upg = % = 1,8125 > 1,8, tandis que Uz = % =18. Pour
e = 10—2, la condition devient 7 + 2 > 300 , soit n >> 298 .On trouve n = 14 pour
e =02et n =299 pour o — 10—2.

La figure ci-dessous représente les termes %gn . Dés . = 14, ils entrent dans la bande comprise
entre 2 — g et 2, sansjamais atteindre la borne.



2,25 -
2 [ N N ]
PP Y LXK N
1,75{ T . ';;'i""@\* """""""""""""
[ ]
1,5 - o’ n=14
[ ]
1254 o
11 e . U _2n+1
e+t
0'75_ n+2
—— SUpPA =2
05{® mnA=% 2—c,=072
0 5 10 15 20 25 30

Corrigé de I'exercice 8 : Borne supérieure d'une somme et

d'une réunion

1. Les parties A et B sontnonvides, donc A + B l'estaussi. Notons & = sup A et
£ = sup B, qui existent par I'axiome de la borne supérieure. Pour a € A et b € B,ona
o Saet b< B,dnc a+b<a+ . Ainsi, A+ B estnonvide et majorée par
o+ 5.

2. Onvient de voirque o + 8 majore A + B .Soit &> 0. Parla caractérisation, il existe
a € A tel que a}oe—%,et b € B telque b}ﬁ—%.Alors at+b>a+f—¢,
avec a+b € A+ B.ponc sup(d 4+ B) = sup A + sup B.

3. Posons u = max{x, ). Tout élémentde A LU B estdans A oudans B ,doncil est
inférieura @ oua [ ,donca K. Ainsi, & majore A IU B.Réciproquement, soit A un
majorantde A U B.Alors A majore A et B,donc M > aet M = £, dou

M = p.ponc sup(A U B) = max(sup 4, sup B).

4. Ona sup[0,1[ = 1.Pour B, tous les éléments sont strictement négatifs, et _% ~ _g dés
que g > ;donc sup B = 0.Parlaquestion2, sup(A+B)=1.0rpour a € A et
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be B,ona a<let b<O,donc a-+b<1.Ainsi, sup(A + B) =1, et cette
borne n'est pas atteinte.

Corrigé de I'exercice 9 : Borne supérieure et opérations

1. Notons s = sup A.Pour a € A,ona a < s,donc Aa < Ascar A>>0.Ainsi,
A s majore A A .Soit x>0 .llexiste a € 4 telque a > s —i.En multipliant par
A>0,onobtient Aa>Xs—e.Donc sup{AA)= Asup A .

2. Notons 3 = inf A , quiexiste car A estnon vide et minorée.Pour a € A, a > %, donc
Aa < Az, carmultiplierpar X < 0 renverse le sens. Ainsi, A 1 majore } A4 . Soit

e>0.llexiste a € A telque @ < t + |EI| . En multipliant par A < 0, on obtient

}la}}i—kﬁz}lé—e.Donc sup(A A) = Ainf A.
3. Posons A = = =yl etnotons s =sup A, 5 =inf A .Pour z, v € A ona
Ty €A ’ ’ ’

1< r<set :<y<s.Donc x—y<s—tet ¥y—x < 3—1. Ans
|z —y| < 8, et § majore A . Ensuite, soit €>>0.llexiste £ € A avec = >5—
et ¥ € A avec y:ii—k%.Alors |z —y|>z—-y>s—2—e =4 —¢.Donc

: — |$_y|1
sup A —inf A = Sup{,$,yEA .

8] o]

Corrigé de I'exercice 10 : Partie entiere de 2x

1. Par définition, m < x < n 4 1.Enretranchant 7, onobtient 0 < £ <1,

2.0na 2z = 2n + 2% ,avec 2n € Z .D'apréslapropriété | y+k | = |y |+ &, il vient
| 2z | =2n 4| 2¢ |.or 2¢ € [0,2[ ,donc | 2t | € {0,1} . Plus précisément,
| 2¢ | = 0 sietseulementsi 2f <1.Donc | 2z |—2| z | € {0,1}, et cette

différence est nulle si et seulementsi # < % .

3. 0Ona |_:r: + % J =n 4+ |_t + % J . On distingue deux cas.



°oSi 0 < te;:%,alors é < t—|-%q::1 , donc |_a:—|—%J = 1. Le membre de gauche
vaut 2n ,quiest | 2z | d'aprés la question 2.

o Sj

B2

< £ < 1,alors 1£t+%{%,donc |_$—|—%J:n—|-1.Lemembrede
evaut 2n+1= |2z |.

>

gauc

Dans tous les cas, |_,:EJ—|—|_;E—|—%J = |2z .

Comme le montre la figure ci-dessous, les deux fonctions en escalier coincident exactement : chaque
palier mesure % et monte d'une unité.

|
3 y =12x] O—O
— y=Ix|+Ix+1]
2 O—
1 - L —
0 + &
—1 - O |)
—2 1 @0
~1 _% 0 % 1 % 2

Point de méthode : I'écriture = = | © |+t avec t € [0, 1] raméne tout calcul de partie entiére &
une discussion sur la position de £
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Corrigé de I'exercice 11 : Encadrements par la partie entiere

1. Posons m = |z |.Alors m <z <m +1,donc nm < nzr <nm 4+ n.Lentier nm
estinférieurou égalda nx,donc nm < | nx | .Deplus, | nzr | < nz<nm+n.
Comme ce sont des entiers, | nz | < nm + n — 1. En divisant par 71, on obtient

mgtﬂnﬁjgm—i—l—%ﬂ:m—kljmc LLnﬂmJJ:m: ENk

2.0na nx —1<| ne | < nr. Endivisantpar n >0, il vient j:_%{L”ﬂa’Jﬁ:a:,soit

0< ¢— L nz | < % . Comme % tend vers (0, le théoreme d'encadrement s'applique. Donc

—_ n
! nﬂm ] tend vers . En particulier, tout réel est limite d'une suite de rationnels.

3. D'unepart, n2 < n?4n<ni4antl= {n + 1}2 . La racine carrée étant croissante,
n < vn? 4+ n <n 4+ 1.Dautre part, (n+1)2:n3+2n+1{n2+2n+2 et
ng—i—ﬁn—l—ﬁc::ng—i—-in—l—-&:{n—l—ﬁ}g,car 2 < 2n 4+ 4. Donc
n+l<yn?£on+2<n 42 Ainsi, [Vn24n|=mn et
L\,f’ng—l—ﬁn—i—ﬁjzn—i—l.

4. Les multiples de ¢ dans {l,... IV} sontlesentiers dg avec g € N* et dg < IV,
c'est-a-dire g < % Pourun entier 4 ,ona g < % &g < L%J . Les valeurs possibles de

g sont donc 1,2,...,|_%J.Pour N =1000 et d =7,ona

Tx142 = 994 < 1000 <1001l = T7x143.llya L%J multiples, soit 142 multiples
de 7 entre 1 et 1000.

Corrigé de l'exercice 12 : Propriété d'Archimede

1. Supposons [N majoré. Comme [N est non vide, I'axiome fournit s = supMN.leréel 5 —1
est strictement inférieur a 5, donc il ne majore pas [n. Il existe ainsi 7 € [N avec
n>s—1.Alors n+1€MNet n+1>s,cequicontreditla définitionde 35.Donc N
n'est pas majoré.

2. Pour n =1, 1 = (), donc 0 minore I'ensemble. Soit £ = 0 . D'aprés la question 1, % ne

n
majore pas N :ilexiste 7 = 1 avec g = % %

de la borne inférieure, inf {%} =0-

soit < & = 0 + ¢ Par la caractérisation



3. Par hypothése, @ minore I'ensemble { ’ S 1}.Or 0 en est le plus grand minorant, donc
k] —

@ < 0.Comme a = 0 ,onconclut g = 0.

12,3
4. Oncherche n telque n>5d= = 1220 or 7x 175 = 1225 <1230 <1232 = 7 x 176

ainsi, 175 <1230 < 176 on vérifie: 0,07 x 175 = 12,25 < 12,3 et

0,07 x 176 = 12,32 > 12,3 . Le plus petit entier cherché est n = 176.

Corrigé de l'exercice 13 : Densité de Q dans R

1. Comme % — x 2> 0, la propriété d'Archiméde fournit 5 ™ tel que n(y — :t?:l = 1. Posons
m=|nz|+1. Aors m—1<nzr<m,dnc nr<m<nr+1.0r
nr +1<nzr +nly — ) = ny . Ainsi, 1T <m <Ny, et endivisantpar n >0, le
rationnel r = T vérifie T <r <y,

2. On construit par récurrence des rationnels 71 > 75 > ... dans |z, y[ . D'abord, on choisit
T E ]:E, y[ . Puis, si T est construit, on choisit TE41 S ]:I?, ’Fk,[ . Ces rationnels sont
deux a deux distincts. L'intervalle ]z, y[ contient donc une infinité de rationnels.

3. Avec 5 = 10%,ona nfy — £) = 14150 — 104V2 > 14150 — 141422 > 1 . Ensuite,
| 10%V2 | = 14142, donc m = 14143 et = = 1,4143. Vérification exacte :
1,41432 = 2,00024449 > 2, donc V2 < 1,4143 ;deplus 1,4143 < 1,415 Le rationnel
r = 1,4143 convient.

r
4. Posons ¢} = { 5 Q’} . Cet ensemble est non vide, car il contient I'entier | = | — 1.1l est
v T <

majoré par & .Soit & = 0 .Pardensité, il existe un rationnel 7 telque x —e <r < x.Ce
rationnel appartient a QE et dépasse ¥ —&.Donc & = SUp Q$ .

Corrigé de I'exercice 14 : Irrationnels et densité de R%5CQ

1. Supposons B = g avec p,q € N* premiers entre eux. Alors p2 = 6g2, donc p? est
pair, et P aussi, car le carré d'un impair est impair. Ecrivons r = 2k . Alors 4%;2 = ﬁqﬁ,soit
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9jd — 3q3.Ainsi, 3q3 est pair ; comme 3 estimpair, qg est pair, puis 9 est pair. C'est
absurde, car P et g sont premiers entre eux. Donc /& est irrationnel.

2. Si T 4+ s était rationnel, alors 5 = (r 4+ s) — r serait une différence de deux rationnels, donc
rationnel. De méme, si T ?é Oet rs € Q,alors s = % serait rationnel. Dans les deux
cas, on aboutit a une contradiction: 7 + 5 et 75 sont irrationnels.

3. Supposons ¢ = V2 +V3 € Q. Alors g2 = 2+ 26 +3 = 5 + 2V6 est rationnel. Par
v
conséquent,  — 3 5 5 est rationnel, ce qui contredit la question 1. Donc 2 + 3 est

irrationnel.

4, Leréel 9 estirrationnel, et 1 — 2 aussi, d'aprés la question 2. Pourtant, leur somme vaut 1.
La somme de deux irrationnels peut donc étre rationnelle.

5. Par densité de @, I'intervalle ]%! %[ contient une infinité de rationnels, donc un rationnel

r ?é 0.Alors = <72 < 1, en multipliant par /2 = 0. De plus, /3 est irrationnel d'apres
la question 2. Ainsi, ]z, y[ contient I'irrationnel ry7, et R\ @ estdensedans R.

Corrigé de I'exercice 15 : Approximations décimales

1. Par définition de la partie entiere, | 10" x | < 10" & < | 10" = | 4 1. En multipliant par
10" >0 ,onobtient 4, < z < .5{,'*:1.

2. Posons k = | 10" x |.L'entier 10k vérifie 10k < 107+l g, donc 10k < | 1071z |,

soit dy < dp41 . Ensuite, | 1on+l ¢ | < 107+1 £ < 10k + 10. Ce sont des entiers, donc

| 10nt1 z |+1 < 10k 410 . En divisant par  1g»=+1, on obtient dfn—l—l < .:ifq . La suite
(dy) est croissante et la suite (d/,) est décroissante.

3. Pour g — y2,oncomparedescarrés: 12 < 2< 22, 142 =196<2<225 =152,
1,412 = 19881 < 2 < 20164 = 1,422, etenfin
1,4142 = 1999396 < 2 < 2002225 = 14152 .Donc dp =1, dy = 1,4,

_ _ _ 2 no o 2-10" o
dy = 1,41, dg = 1,414 . Pour x = z-ona 10"z = —=5— , soit 0,66. ..,
—6,66..., —666..., —666,6... Pour v3: 1, L4, 1,41, 1,414 .Pour -2

E H
dgp = =1, dy = -0,7, dy = —-0,67, dg = —0,667.

4. D'aprés la question 1, = majore les dy,.Soit € 2> 0. Par Archiméde, il existe 7 tel que
n}%.Or 10" > n,donc 10" " <g.Alors dp, >z —10 ">z —¢e.Donc



r = S%P dy . Soient enfin deux réels £ < % . Comme ci-dessus, on choisit I tel que

107 F « Yy — & . L'approximation par exces df.;. de x estun décimal. De plus, x < df,;. et
df,;. = dp + w <4107 ?c 1y . Ainsi, tout intervalle ]z, y[ contient un décimal
[ est dense dans [.

La figure ci-dessous illustre la question 3 pour & = —% et pour 3 :les approximations par défaut

—h LD

sont toujours a gauche du réel, méme lorsqu'il est négati

dog=-1 | do=1 i
n=0 - M n=0- %
dy=—-0,7 | dh=14 |
n=1- k= n=1- [=]
d, =—0,67 d,=141 |
n=2- i n=2- i
ds=—0,667 d5=1,414 |
n=3- n=3- |
1 0.5 0 1 1,5 2

x
Il
I
win

x=V2

Corrigé de I'exercice 16 : Caractérisation séquentielle de la
borne supérieure

1. Soit n & IN.Appliquons la caractérisation par € avec & = %_'_1 cil existe @y € A tel que
1 1 e ,
M —— Ti<an < M .Comme — 1 tend vers 0, le théoreme d'encadrement donne la
convergence. La suite (a, ) ainsi construite est a valeurs dans A et converge vers
M.

2. Par hypothese, M majore A .Soit £>>0.Comme Gn tendvers M , il existe unrang
N telque |a,;; — M| <e.Enparticulier, Gp > M —€ avec aj)y € A Parla
caractérisation par £,ona M = sup 4.
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nd 1 _ 1
n2+1 7 nd 41
I'ensemble. De plus, nZ 1 tend vers (0, donc Gx tend vers 1 .D'apres la question 2, la

3. Posons @, = Ainsi, g <1 pourtout 7 :leréel 1 majore

borne supérieure vaut 1 ; elle n'est pas atteinte.

Corrigé de l'exercice 17 : Bornes de l'image d'une fonction

1. Pour x >0, on calcule

1 r 1+ z2—-2z (z —1)?

2 " 1T3+22= 20+32) —20xz 20

L'égalité a lieu si et seulementsi x = 1.Donc f(r) < %, avec égalité pour = =1

seulement, et max A = f{l} =5-

{ Ll

2. Pour £ >0, f(x)>0,donc 0 minore A .Ensuite, 1+ 2> £2,donc
f@) <% =%.50t e>0.Pour 5 = ona f(z)<e.Donc inf A = 0.Cette
borne n'est pas atteinte, car f(z) >0 pourtout = > 0.

3. On réduit au méme dénominateur :

e(l+y?)—y(l+22) (z-y)—zylz—y) _ (z-y)(1-=zy)
[=) = I = " aen0 ) = 0B +eD) = 0+ 220797

Soient maintenant 1 < z <y .Alors £ —y <0et zy>1,donc 1 —zy <0, Le
numérateur est positif strictement, et le dénominateur aussi. Ainsi,  f{z} > f(v) . La fonction
f est strictement décroissante sur [1, +oof .

4, Pour & = 2, la décroissance donne f{;p:l < f{j} = %,et £ B.Donc max B = %

) vérifie f(;p} q-,:il—r < g . Donc

= T D

Ensuite, 0 minore B .Pour £>=0,6leréel 1+ = max 2,

sup B = max B = % et inf B = (0, sans minimum.

La figure ci-dessous résume ces résultats. Le maximum % est atteinten 1 = 1, etla courbe se
rapproche de |'axe des abscisses sans jamais le toucher.



0,6 1

0,4 -

03- Y= 1 +X2
' partie x = 2 (ensemble B)

0,2 -

0,1 1
inf=0

Corrigé de l'exercice 18 : Parties a deux indices

1. Pour n,m =1 ,0na D{% _|_% < 72, etlavaleur 2 estatteintepour n = m = 1.
Donc max A = sup A = 2 Ensuite, 0 minore A .Soit &0 ; par Archiméde,
1 2

choisissons n;}%,puis M = 7. Alors %.'.ﬁ:ﬁ{g.DonC sup A = max A = 2

et inf A = 0, non atteinte car tous les éléments sont strictement positifs.
2. Pour m,m #1,ona %_%{% < 1 et %_%}_% > —1.Ainsi, B C ]-1,1[.
Soit £ 0 et j un entiertel que <€ .Avec n =1 et wm = k,onobtient

1_%}1—£.Avec y1 — b et . = 1, on obtient %—1{—14-5 . Donc
sup B =1 et inf B = —1, et aucune des deux n'est atteinte.

Corrigé de l'exercice 19 : Q ne vérifie pas I'axiome de la borne
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1. Lerationnel 1 vérifie 12 = 1< 9,donc 1 € B .Si r € @Q vériie r > 2, alors
ra >4 >2 ,donc r ¢ E . Par contraposée, tout élément de E! est strictement inférieur a
2 . Ainsi, F est non vide et majorée par 2.

2. Comme 1 &€ F etque s majore F,ona s > 1>0.Silonavait 52 — 9, lerationnel
positif & serait égala %, qui estirrationnel. Donc s = (0 et 54 ?é 2.

. — 52 . . . . -
3. Leréel %5 _|_‘52 est un quotient de rationnels strictement positifs. Donc A , minimum de deux
rationnels strictement positifs, est un rationnel strictement positif. Comme A < 1,o0na h,g < h
. Ainsi,

_ g2
(s+h)2=32+23h+h9g52+h(23+1)g52+%<52+(2—52)=2.

Par conséquent, s -+ A est un rationnel strictement positif de carré inférieur a 2 : il appartient a
F.Or s 4 h>s,cequicontredit le fait que s majore E .

4, Comme s52=92 et s=>0,lerationnel } est strictement positif. De plus,
h<s & 529« 952, cequiest vrai. Ensuite,
(s—h)? =s2-92sh+h% =52 (s2-2) 4+ h% = 24+ h%>2 Soitalors r € E.Si
l'on avait r > s — h , deux réels positifs, on aurait r2 > (5 — h}z == 2, ce qui est exclu. Donc
r < 5 —h .Ainsi, s — ) estun majorant rationnel de F strictement inférieura s
: c'est une contradiction. Les trois cas étant exclus, & n'a pas de plus petit majorant rationnel.

5. Dans [, tout = € F vérifie 0 <r et r2 < 2,donc r <3 :leréel 3 majore E .
Soit € € ]0,v2[.Pardensité de @, il existe unrationnel 7 telque V3 —e < r < 3 . Alors
r>0e r2<9,donc r € F.Donc sup B = V2 dans [ :la borne existe, mais elle
n'est pas rationnelle.

Point de méthode : pour montrer qu'un réel = n'est pas la borne supérieure, on fabrique soit un
élément de la partie plus grand que 5, soit un majorant plus petit que 5.

Corrigé de I'exercice 20 : Théoreme des segments emboités




1. L'hypothése donne Gn = @y yq, bpyl < b, et an < by, pourtout 7. Ainsi, (o) est
croissante et (b,,) décroissante. Si P < g ,alors ap < ag < bg.Si P> g, alors
ap < bp < bg.Dans les deux cas, ap < bg.

2. L'ensemble {@n]} est non vide, et majoré par by d'aprés la question 1. Par I'axiome, ¢ existe.
D'une part, @yn < & pourtout 7..D'autre part, chaque bg majore {@n},donc o < bg,
car ¢ est le plus petit majorant. Ainsi, & € [ay, b,]| pourtout 7, et l'intersection des
segments contient .

3. Soit 3 dans l'intersection. Pour tout 7, o et 5 appartiennent a [am bﬂ],donc
loo — 8| < by, — @y . Enpassant alalimite, | — 5| < 0.Donc S = o, et
l'intersection est réduite a {o:}.
4. Soit x dans l'intersection. Alors = =>0,et q;:%
1 tel que % < 1, Ce qui est contradictoire. L'intersection est vide. Cela ne contredit pas la
question 2, car les intervalles ne sont pas fermés.

pour tout 7 = 1. Par Archiméde, il existe

5. Prenons @, = d, et by = d! , approximations décimales de /3. Ce sont des rationnels, et
l'exercice 15 montre que Gqn < @, 11 < bnt1 < by Supposons qu'un rationnel ¢ vérifie
dp, < g < .:j,l’:l_ pour tout 7. Comme 3 estaussidans [d,, di] . ona
lg —v2| <10 ™ pourtout 7.Donc g = V2, ce qui est absurde. Dans [, des segments
emboités peuvent avoir une intersection vide.

Corrigé de I'exercice 21 : Probleme : sous-groupes additifs de R

1. Comme & ?‘é {0}, ilexiste g € G nonnul.Si g¢=>0,alors g € G+ .Sinon, —g € G
et —g>0.Donc G4 estnonvide. De plus, G4 est minoré par (. Par le corollaire de
l'axiome, a = inf G existe,et a > 0 car 0 estun minorant.

2. Onsuppose a == 0.

1. Supposons & ¢ (. Par la caractérisation de la borne inférieure avec & = @ , il existe
g € G4 telque g <2a.Comme & < g et a%G,ona G << g . Appliquons
encore la caractérisation avec € = g —a >> 0 :ilexiste g/ € G4 tel que
a<g/ <g.Aors g—g/ € G, car G estungroupe, et
O<g—g'<2a—a =a.Ansi, g— g’ estunélémentde G4 strictement
inférieura @ . C'est absurde. Donc a € (.

2. Comme a € (7 etque (F eststable par somme et par opposé, ka £ (3 pour tout
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k c & .Donc af C (F.Réciproquement,soit = & G et k = L%J.Alors

k<Z<k41l,donc 0<z—ka<a.Or z—Fka € G .Silétait strictement
positif, ce serait un élément de < inférieura @ :c'estexclu.Donc x = ka .
Finalement, & = af .

3. Onsuppose g = [ .Soient & <%.Comme 0 = inf G4 et ¥ —x >0, il existe
g € &G4 telque § <¥ — I .Posons E@:L%J—i—l.Alors %{kﬂ_i%—l—l,donc

r<kg <z+g<y.0r kg € G.Ainsi, tout intervalle |z, y[ rencontre G : G
est dense dans [.

4. Application.

1.Ona 0 =042 € Het 1€ H,donc H?é {0} . De plus,
(m 4+ nv2) — (m/ +n/V2) = (m —m/) 4+ (n —n/W2 € H .Donc H estun
sous-groupe de (R, +) non réduita {0}.

2. Supposons H = g avec a>0.Comme 1 ¢ H et 2 € H ,Iil existe des
entiers P et § telsque 1 = pa et V2 = ga.Alors p ?‘é 0, et V2 = % serait
rationnel : c'est absurde. D'apres la question 2, onadonc @ = (. Par la question 3, H
est dense dans [.

3. Par densité, l'intervalle |0, 1[]_3[ contient un élément de H . Il existe donc des entiers

Ty N telsque (0 < m + nv2 < 10—3 . Par exemple, on peut vérifier que
m = —1393 et n = 985 conviennent, car 985v2 =2 1393,00036.

Point de méthode : |a borne inférieure de &+ résume toute la structure du groupe ; tout se joue sur la
guestion « est-elle atteinte et non nulle ? ».

Corrigé de I'exercice 22 : Point fixe d'une application croissante

1. Comme f(0) € [0,1],ona f({0) > 0,donc 0 € E.Deplus, E C [0,1] est majorée par
1. Parl'axiome, 5 = sup E existe. Enfin, 0 £ E donne s = 0,et 1 majore FE donne
s < 1.Ainsi, s existeet s € [0,1].

2. Soit = € E.Alors = < s,donc f(x) < f(s) parcroissance. Comme x € F,on a aussi



z < f(z) .Donc = < f{s). Ainsi, f(s) majore FE .Or s estle plus petit majorant de
. Par conséquent, s < f(s).

3. De s < f{s), on déduit par croissance  fi(s) < F{f(s)) . Autrement dit, le réel  f{s) € [0, 1]
vérifie  f(f(s)) > f(s) :ilappartienta F .Comme s majore F ,onobtient f(s) < s.
Avec la question 2, on conclut f(s) = s : f admet un point fixe.

11

1 ) . . 1 .
[ f est affine croissante, a valeurs dans [E’ E[ . Sur [E’ 1], elle est constante égale

4. Sur [Dli

a % qui dépasse toutes les valeurs précédentes. Donc | est croissante, & valeurs dans [D, 1] .

Pour ;t::::%,ona f{,ﬂ:}:_}a:ﬁ%:_:%rﬁxE%:c'esttoujoursvrai.Pour a:g%,ona

f{;p} >rer < % Donc F — [[j, %] et 5 = %.Enﬁn, sur [[j, l[ , I'équation

f{,ﬂ:} = x donne 1 = %,qui est exclu. Ainsi, £ = [D, %} y 5 = %, et l'unique point

fixe est % .

5. Posons f{r) = 1si x e::% et flz) =0si = > % . Cette application est décroissante, a

valeursdans [0,1].Si = < %,alors flz) = 1?‘2 r.Si x> % ,alors flx) =10 ?é T,
Cette application décroissante n'a aucun point fixe.

La figure ci-dessous représente I'exemple de la question 4. Le graphe saute au-dessus de la diagonale en
1

5 puis la coupe exactementen s —= % , borne supérieure de F .
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