Exercices de maths sup

Nombres complexes

Exercice 1 : Calculs sous forme algébrique

1+ 2e
3— 4

1. Mettez sous forme algébrique 27 = (2 +31)(1 —12) et Zy =

2. Calculez le module de <47 de deux maniéres : a partir de sa forme algébrique, puis a I'aide de la
propriété du module d'un quotient.

3. Calculez (1 + 1;,'}2, puis déduisez-en (1 + a’jg. Calculez aussi ;2026

4. Déterminez le complexe =z telque 2z +:1z = 3.

Exercice 2 : Forme trigonométrique et valeurs exactes

Onpose z=1421/3 et w=1-1.

1. Ecrivez # et 1w sous forme trigonométrique.

2. Ecrivez % sous forme trigonométrique, puis sous forme algébrique. Déduisez-en les valeurs

exactes de cos%r et sin%-

3. Calculez 10 sous forme algébrique.

4. Déterminez les entiers naturels 7. tels que z™ soit un réel strictement positif.
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Exercice 3 : Racines carrées sous forme algébrique

1. Déterminez, sous forme algébrique, les racines carrées de —5 +121,de & — 62 etde
—15 — 8.

2. Déterminez les racines carrées de 1 + 2 sous forme algébrique.

3. Déterminez-les aussi sous forme trigonométrique.

2+v2

4. En comparant les deux résultats, déduisez-en que cos% — 5

Exercice 4 : Equations du second degré a coefficients complexes

1. Résolvez dans C I'équation z2 — (3442)z—-14T7=0.

2. Résolvez dans C I'équation 322 — 342 + 33 — 1 = 0, puis vérifiez le résultat a l'aide de la
somme et du produit des racines.

3. Soit § € E.Résolvez z2 — 2cosif)z+1=0.

4, Déterminez deux nombres complexes et v dontla somme et le produit valent 1 .Donnez-les
sous forme exponentielle.

Exercice 5 : Module, conjugaison et inégalité triangulaire

Dans tout I'exercice, # et ' désignent des nombres complexes.

1. Démontrez I'identité du parallélogramme : |2: + ’w|2 + |,z — m|2 = 2(|,2:|2 + |:w|2).

Interprétez-la dans un parallélogramme.



z 4+ w ,
1T 2w est un réel.

2. Onsuppose |z| = |w| =1 et zw F —1. Montrez que

3. Déterminez tous les complexes Z telsque |z| = 2 et |z +3¢ = 5.

4. Montrez que |z| < |Re(z)| + Im(z)| < v2 |2|.

Exercice 6 : Linéarisation et calcul d'intégrales

1. Linéarisez cos® ¢ et gin? .

2. Linéarisez sin  coge +.

7/ 2
3. Déduisez-en la valeur de f sind ¢ d#-
0
a

4. Calculez f ain t cos? £ dt de deux facons : avec la linéarisation, puis en reconnaissant une

]
dérivée.

1. Al'aide de la formule de Moivre, exprimez cos{3t) enfonctionde cost et sin(3f) en
fonction de sin .

2. Exprimez cos(4f) comme un polynéme en cost .

3. Exprimez tan{Bt} en fonction de tan £, en précisant pour quels réels £ la formule est
valable.

4. Onpose t = ij.Justifiez que cos(3t) = sin(2¢) . Déduisez-en que sin{g = %
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Exercice 8 : Technique de I'angle moitié

1

N

w

. Soit & € |—™m, 7[ . Déterminez le module et un argumentde 1 4 e18 . Que deviennent-ils si
0 € |m3n[ 2

. Soit & € ]D, ﬁﬂ'[. Déterminez le module et un argumentde | — g28.

1+ eif
1 — ei.ﬁl

. Soit & € ]D, ﬂ'[. Montrez que est imaginaire pur et calculez-le.

n

. Soient n € N et g £ R. Calculez Z (E)COS{F?S} et Zﬂ: (Ti.) sin{k&)_
k=0 k=0

Exercice 9 : Sommes trigonométriques

Pour

bl n
neNetteR,onpose Cplt) = Z cos(kt) et Sp(t) = Z sin(kt) .
k=10 k=0

. Calculez C'(t) et S,(t) lorsque £ € 2o .

. Onsuppose t & 27Z . Calculez Cp(t) + 25, (t), puis donnez Cp(t) et Sy(t) sous
forme factorisée.

mn

On suppose t ¢ 74 . Déduisez-en une expression de Z COSE{ki} .
k=0

Vérifiez la formule de la question 3pour n =1 et t = /3.

Onpose ,, — £2t7/5, puis o = w+w? et b= w2 +wd.



1. Montrezque 14 w + w? + w3 4+ wt = 0.
A dar
2. Montrez que g —= Zcos? et b = Zcos?.
3. Calculez @ + b et gb.Déduisez-en @ et §, puis la valeur exacte de .:OE%‘T.

/ . ki
4. Déduisez-en la valeur exacte de COsE .

Exercice 11 : Equations z*n = a

1. Résolvez z2 — _8;.Donnez les solutions sous forme algébrique et représentez-les dans le plan
complexe.
2. Résolvez % — _—4 etreprésentez les solutions.

3. Déduisez de la question 2 une factorisation de  z% + 4 en produit de deux trinémes du second
degré a coefficients réels.

4. Résolvez I'équation x4 — z.On pourra commencer par déterminer les modules possibles.

Exercice 12 : Une équation de degré n — 1

Soit 7. = 2 un entier. On consideére I'équation I:E:l : I:z + 1:|r'r1 = {z — 1}ﬂ .

n
1. Montrez que 1 n'est pas solution, puis que {E:l équivaut a (3 + D =1
=4

z+1
z—1

2. Soit u € U, . Résolvez I'équation — =« . Pour quelle valeur de 4 n'a-t-elle pas de

solution ?

3. Al'aide de la technique de I'angle moitié, montrez que les solutions de  (E) sont les nombres
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. cos{ ki /n)
b sin(kar /m)

zp = ,pour 1 < k < n —1,etqu'elles sont deux a deux distinctes.

4. Retrouvez directement, sans calcul de racines, que toute solution de (E} est imaginaire pure.

Exercice 13 : Exponentielle complexe

1. Résolvezdans C les équations e = 1 +43/3, &% = —3 et g% = —92;.
2. Résolvez dans C I'équation e2# — (1+12)e® +:=0.

3. Déterminez I'ensemble des complexes Z tels que e# soit réel, puis tels que e# soit un réel
strictement négatif.

4, Existe-t-il un complexe =z telque e# —= [ ?)ustifiez.

Exercice 14 : Triangle rectangle, alignement et triangles équilatéraux

Dans le plan complexe, on considere les points 4, B, ¢, D daffixes a =141,
b=44+22, ¢ =43 et d =T+ 32, placés sur la figure ci-dessous.



partie imaginaire
N
°

_l T T T T T
-1 0 1 2 3 4 5

partie réelle

1. Calculez E — 2. Déduisez-en la nature du triangle A BC .

2. Montrez que les points 4, B et 17 sontalignés.

3. Déterminez les affixes des points B et ' tels que les triangles
équilatéraux.

4, Calculez l'aire du triangle A BC' .

Exercice 15 : Lieux géométriques

ABF et ApRRgE' soient

Onnote A et B lespoints d'affixes 3 et —I1.Pourtout complexe =z ?é —1, on pose

Z = £—L etonnote MM lepointdaffixe z = x +1y,avec T, ¥ réels.

z+1

1. Calculez les parties réelle et imaginaire de % enfonctionde x et Y.
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2. Déterminez I'ensemble ‘D des points A telsque % soit réel.
3. Déterminez I'ensemble ( des points M tels que % soit imaginaire pur.

4. Déterminez I'ensemble AA des points M telsque |Z| =1.

5. Retrouvez géométriqguement ces trois ensembles a l'aide des vecteurs Bﬂﬁ% et Aj'd}' .

Exercice 16 : Similitudes directes

On considere les applications du plan définies en affixes par  f(z) = (1 +2jz +2 -1,
glz) =1z +141 et Alz) = 22 +3.

1. Déterminez la nature et les éléments caractéristiques de & etde h .
2. Montrez que jf posséde un unique point fixe {2 . Donnez le rapport et I'angle de  f .

3.0nnote &, I, K, Jlespointsdaffixes 0, 1, 1-+32 et z.Déterminezlesimages de
ces points par f Quelle est la nature du quadrilatere obtenu ?

4. Déterminez I'expressionde g © f , puis sa nature et ses éléments caractéristiques.

5. Déterminez la similitude directe s telle que s{0) = 1 et s{l) = 14 1, puis ses éléments
caractéristiques.

Exercice 17 : Une somme de racines septiemes de l'unité

On pose w:ggéﬂf?. S=wHwi4+wtet T=uwd4+uwd+uwb.

1. Montrezque T = § .



2. Calculez 5 +T et 57T.

3. Montrezque Im(S) = sin%ﬂ- + sin%ﬂ- — sin% ,puis que Im(S)>0.

4. Déduisez-en la valeur exactede & .

5. Déduisez-en les valeurs de COS%’T + cos%}r + u::c:1587err et de 51112?err + sin%"r — sing .

Soit 7 2 2 unentier.Onnote wy = g2rkm/n pour 0 < k < n —1.0nadmet, en attendant le
chapitre sur les polyndmes, que pour tout complexe 2 :

—1
14+ 24+224 . 4 2n-1= h (z—wk),
k=1

La figure ci-dessous représente, pour 1, — 7T, les segments qui joignent le point d'affixe 1 aux autres
sommets du polygone régulier.
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Ws

cas n =7 : segments reliant 1 aux wy

. Vérifiez I'égalité admise dans le cas . = 3, en notant g = ngﬂﬁ .

n—1
. Déduisez de I'égalité admise que H (l-wp)=mn.
k=1
. Pour 1<k < n-—1,montrezque it _“"'k| = Zsin;%r-
n=t kwr n
. Déduisez-en que kl:ll SN = onIT

. Interprétez ce résultat pour le polygone régulier de la figure.



6. Vérifiez directement la formule pour n = 6.

Exercice 19 : Coefficients binomiaux de trois en trois

n =2 1 unentier et EEWﬁ . On pose
Y (3)=(0)+(3)+(%)+

0<3E < n

Soit
A, =
1. Soit p € IN.Montrezque 1 + jp + jgi’f’ vaut 3 si I est multiplede 3,et 0O sinon.

2. Montrezque 34, = 2" + (1 + j'}ﬂ +(1+ J"'Ej'n :

3. Ecrivez 1+ 7 et 1+ jg sous forme exponentielle.
4. Déduisez-enque A, = %(En + Ecosng—ﬂ) :

5. Vérifiezla formulepour n = 4 et n = 6.

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.
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Pour aller plus loin en maths sup

e Le cours : nombres complexes, cours de maths sup

A maitriser avant : Calculs algébriques : sommes, produits, inégalités, Trigonométrie et fonctions
circulaires

Chapitre précédent : Trigonométrie et fonctions circulaires

Chapitre suivant : Fonctions usuelles et techniques de dérivation

Le méme théme en L1 : nombres complexes, exercices de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé


https://mathovore.fr/nombres-complexes-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/sommes-produits-inegalites-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/trigonometrie-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/trigonometrie-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/trigonometrie-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/fonctions-usuelles-derivation-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/nombres-complexes-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges

