Cours de maths sup

Nombres complexes

I. Forme algébrique des nhombres complexes

On admet I'existence d'un ensemble © qui contient [, muni d'une addition et d'une multiplication
prolongeant celles de [ . Il contient un élément 3 tel que ,24 — _1 . De plus, les régles de calcul
usuelles (associativité, commutativité, distributivité) restent valables. En revanche, il n'existe aucune
relation d'ordre compatible avec la multiplication : on ne compare jamais deux complexes non réels.

Définition :

Tout nombre complexe z s'écrit de maniére unique z = a + b avec (g, b) € R2 . Le réel
a = Re(z) estlapartieréellede z,leréel b = Im(z) sa partie imaginaire. Un complexe de
partie réelle nulle est dit imaginaire pur ; on note 3[ leur ensemble.

L'unicité de I'écriture permet d'identifier les parties réelles et imaginaires. Ainsi, g 4+ 26 = a/ + b’
équivauta @ = a’ et j — p'. Cette remarque transforme une équation complexe en un systéme de
deux équations réelles.

1. Le plan complexe

On munit le plan d'un repere orthonormé direct {G, ﬁ, ﬁ) .Aucomplexe z = a 4+ 2b, on associe le
point M(a, b) :onditque =z estlaffixede M .Deméme, z estlaffixe du vecteur p7 -
L'affixe d'un vecteur ABE vautdonc b — g ,ou 4@ et p sontlesaffixesde A4 et B.

La figure ci-dessous représente le point d'affixe 3 4+ 22, son module, un argument et le point d'affixe
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conjuguée.

axe imaginaire

2 =1Im(z2)

~. 3 = Re(2) axe réel

o .
M'(z), z=3 — 2i

241
1— 2

Pour mettre » —

sous forme algébrique, on multiplie par la quantité conjuguée du

dénominateur :

, o 2+0)(A+24) 24 4i4i-2
= 1-20)(1+2i) — 5 =

Ainsi, Z est imaginaire pur.

2=




2. Conjugaison

Définition :

Le conjuguéde z = a + b est ¥ = g — 2b. Géométriquement, le point d'affixe Z est le
symétrique de M{z} par rapport a l'axe réel.

Pour tous complexes Z et W : z 4+ w =z +w, ZW = Z W et si w?é[],
z/w:zjm.Deplus,

Re(z) = #5° Im(2) = *5*

Parconséquent, z e R & z =z et z 1R & 2 = —z.

Ces caractérisations sont tres utiles. En effet, pour prouver qu'une expression est réelle, il suffit souvent de
calculer son conjugué et de retrouver I'expression elle-méme.

Il. Module et inégalité triangulaire

Définition :

Le modulede =z = a -+ ib est le réel positif |z| — ac + b2.0na |z|g — 2z .Dans le plan,
|z| = OM et |[b—a| = AB.

Propriété :
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Pourtous z,w € C: |zw| = |z||w|, |2| =17, |2/ =0& 2z =0,et |[Re(z)| < |7|.
=

1
Si z% 0, alors EZE.

La formule de I'inverse donne directement la forme algébrique d'un quotient. Ensuite, le module permet de
mesurer des distances : c'est le point de départ de I'inégalité triangulaire.

Théoréme :

(Inégalité triangulaire) Pour tous =z, w £ C,

[\big[?]|z| — |w|[\bigl?] < |z + w| < [2] + |w].
Deplus,si w3 0,0na |z +w| = |z + |w| sietseulements'il existe unréel A > O tel
que z = Aw.

On développe |z 4+ w|? = (z + w)(Z + @) = |2 + |w|* + 2 Re(zm). Or
Re(zw) < |zw| = |2| |w|. Donc |z + m|2 < (|2 + |m|}2, d'ou I'inégalité de droite. L'égalité
a lieu exactement quand R.e(270) = |27| , c'est-a-dire quand zw est un réel positif. Si
— =

. Y w . . 7 . 7 .
W ?é 0, celarevienta 2 = |w|g w avec | |g = 0 | Enfin, I'inégalité de gauche s'obtient en

'y
appliquant celle de droite 8 = = (z 4+ w) 4+ (—w) , puis en échangeant les réles.

L'interprétation est géométrique : dans un triangle, un c6té est plus court que la somme des deux autres.
Comme le montre la figure ci-dessous, I'égalité correspond au triangle aplati, lorsque les vecteurs d'affixes
Z et 1t sont colinéaires et de méme sens.



Le cas d'égalité ne dit pas « & et 1 sont colinéaires » mais « colinéaires et de méme sens ». Par
exemple, |1+ (=1)] = 0 alorsque [I|+]|-1] = 2.

lll. Nombres complexes de module 1 et trigonométrie

1. Le groupe U et I'exponentielle imaginaire

zeC
Onnote U = { ’} , représenté par le cercle unité. Pour % £ [£, on pose

| |zl =1
et = cost + 2 3in ¢, qui appartienta L.
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Propriété :

Pourtous réels ¢ et ¢/, it +1') _ 4t oit/. Deplus, e = g~ = i,et

ett = 1 & t ¢ 277 . Enfin, l'application ¢ — gt estsurjectivede R sur U.

La premiere égalité n'est rien d'autre que les formules d'addition de cosinus et sinus, écrites en une seule
ligne. Par ailleurs, [ est stable par produit et par inverse, et contient 1 : c'est un groupe pourla
multiplication.

2. Formules d'Euler et de Moivre

Théoreme :

Pour tout réel t ettout entier n £ £ :

cost = W: sin t = e”aif_ﬂﬁ (cost + ¢ sin t)n = cos(nt) + isin(nt).

Les deux premieres sont les formules d'Euler, la troisieme est la formule de Moivre.

Méthode :

Pour linéariser cos™ £ ou gin™ ¢ (I'écrire comme combinaison de cos(kt) et sin{kt)), on
remplace chaque facteur par la formule d'Euler, on développe avec le bindbme de Newton, puis on
regroupe les termes conjugués ekt  g—ikt — 2cos(kt) . Alinverse, pour exprimer
cos(nt) enfonctionde cost ,on partde la formule de Moivre, on développe
(cos t + 2sin t}n et on garde la partie réelle.




Linéarisons ¢ngd ¢ . D'abord,

1 —1t)3 3t it 4t — 34t
g, _ (e +eTt)" g3t 4 Fett 4 Je—tt 4 o=t
cosv &t = g = g

cos(3t) + 3cos t
4
(cos t + 4sin t)* donne cos(3t) = cos? t —3cos tsin?t = 4cosd £ —3cost.

Ensuite, on regroupe : T . Dans l'autre sens, la partie réelle de
Cog® T

3. Technique de I'angle moitié

La factorisation par I'angle moitié est I'outil le plus rentable du chapitre. Elle permet de trouver sans effort
le module et un argument de 1 4 ett, ainsi que de nombreuses sommes.

Pour tous réels P et ¢,

P+ g . . . P+ g
) v 2 ezp—etq=2isin(p2q) et 2 .

)

eip + eiq = QCOS(IJEQ

En particulier, 1+ et = 2cos(t/2) e*/? et 1 —ett = —2sin(/2) /2.

: il reste Eép — 4 E—ép = . Or, d'aprés les formules d'Euler, cette

quantité vaut Ecos(p ; g) ou Eisin(P ; ?

r+
On met en facteur Ezp :

La figure ci-dessous explique ce résultat. Le parallélogramme construit sur 1 et gt estun losange,
car ses cotés ont pour longueur 1 . Sa diagonale porte donc la bissectrice de I'angle £, et sa longueur
vaut 2cos(t/2) lorsque T € ]—m [,
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1+e't

4. Sommes trigonométriques

Méthode :

n T
Pour calculer T = Z cos(kt) et Sy = z sin(kt) , on étudie
Cpt+2185, = 2 {E‘Et:' . C'est une somme géométrique de raison g%t . Ensuite, on factorise
k=0
numérateur et dénominateur par I'angle moitié, puis on sépare parties réelle et imaginaire.

Pour th‘iZ*rrZ et n M,




ﬂf _ cos(%t)sin((ngl)t) n _ 51n(%t)sin((n;1)t)
;;0 cos(kt) = sin(%) , ;;0 sin(kt) = Sm(%)

Démonstration :

Comme gtt ?é 1,ona

{n+1)t

1)t 1)t

i1 ikt 1 _ 6¢(n+1)t —Qisin((n_; ) )e3 2 sin(@) z%‘ﬁ
o4 = —1 — eﬁ = -' : %_; = ; (ﬁ) €

E=0 —2%51n(§)e 2 51042

Il suffit alors de prendre les parties réelle et imaginaire.

IV. Forme trigonométrique et arguments

Soit z ¢ C¥.llexisteunréel & telque z = |z et : c'est une forme trigonométrique de .

. . argz = 0
Untel & estunargumentde 2 ;ilestunique modulo 24 .On note [EW]
i

Eneffet, z / |z| appartienta WU, doncs'écrit etf . Deux arguments différent d'un multiple de 24t
puisque gz — Eéﬁ”’ équivauta g — g’ € 2qrF . Le complexe [ n'a pas d'argument.

Propriété :

Pour z,w € C*et neZ: arglzw) =argz +argw,
arg(z [ w) = argz —argw, argZ = —argz et arg(z™) = narg z, toutes ces
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I relations étant modulo 241 .

Soit z=1-41/3.0na |z| =2, puis z = 2(% + @g) — 9.7/3  par conséquent,

#6 — 96 22w — g4. Le calcul par la forme algébrique aurait été bien plus long.

Remarque :

Pour trouver un argument de @ + 2b, on calcule » — /g2 1 42, puis on cherche § avec
cosd = a / ret sind = b ,/ r . Les deux conditions sont nécessaires : le cosinus seul ne
détermine I'angle qu'au signe pres.

V. Equations algébriques dans les nombres complexes

1. Racines carrées d'un nombre complexe

Théoreme :

Tout complexe W non nul possede exactement deux racines carrées, opposées l'une de l'autre. Si
w = retf avec r>0,cesont 4 o20/2.

Lorsque I'argument de i n'est pas un angle remarquable, on cherche plutdt les racines carrées sous
forme algébrique.



Méthode :

Pour résoudre {:L: + ’;ng = a } 1b avec T, ¥ réels, on écrit trois équations. D'abord,
'identification donne x2 — y2 = a et 2Zzy = b. Ensuite, I'égalité des modules donne

i 4 yﬂ = a2 + 52 . Onentire 2 et yg par demi-somme et demi-différence. Enfin, le
signe de § indiquesi I et ¥ sont de méme signe.

Cherchons les racines carréesde 3 +4¢.0na x2 —y2 = 3, 24+ y2 = 5 et
2zy =4 .Donc £2 = 4 et y2 =1,avec zy>0.Lesracinescarréessont 2 -+ 1 et
-2 —z.

2. Equations du second degré

Théoreme :

Soient @,b,c € C avec a ?‘3 O,et A — 32 _4gc .Si & estuneracine carréede A, les
solutions de @224 4 bz 4+ ¢ = 0 sont

_—=b+4 _ —=b—3.
21 = 2a EtZQ_ 2a

Elles sont confondues si et seulementsi A = 0.

Démonstration :

2
On écrit la forme canonique : g z2 4 pz 4 ¢ = a[(z + %) _ %] .Comme A — §2,le
o
o g

crochet vaut (z —+ ;—a — EXZ + ;—a + E) . Or un produit est nul si et seulement si I'un de ses
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I facteurs I'est,

(Somme et produit des racines) Avec les notations précédentes, ]tz = —% et zyzZq = 5.
Réciproquement, deux complexes de somme s et de produit F sont les racines de
72 — gz +p=0.

Cette réciproque sert constamment. Par exemple, pour trouver deux nombres de somme 1 et de produit

1,onrésout z2 — z +1 = (. Son discriminant vaut —3 — @ﬂ}z , d'ou les solutions
1+ /3 _  44m/3
3 —F '

VIl. Racines n-iemes de l'unité et exponentielle complexe

1. Racines n-iemes de |'unité

Soit 1, £ IN¥.On appelle racine 7 -iéme de I'unité tout complexe # tel que z™ = 1.0n note
U, leur ensemble.

Théoreme :

L., posséde exactement 71 éléments :

n

2tkm/n :
_ Jertni, = {1, w, w?, pwseer., w1} avec w = 2/,
k{0,100 -1}




I Deplus,si n > 2, la somme des racines 7i-iémes de I'unité est nulle. ‘

Démonstration :

Si z™ =1, alors |,g|"rl = 1,donc |z =1let z = gf .L'équation devient pinf — 1, soit
nd € 27F,donc 8 = 2kw/n avec k € Z . Deux entiers congrus modulo 7. donnent la
méme valeur ; ainsi &k € {D, fs-’-l...}, n—l} suffit. Ces 7 valeurs sont distinctes, car leurs
arguments different de moins de  24r . Enfin, pour . = 2, w ?é 1,dou

n—1

k._l—w”_
Zw - 1l—w = 0.
k=0

Géométriquement, les éléments de Uy, sont les sommets d'un polygone régulier a 7 cétés inscrit dans
le cercle unité, dont I'un des sommets est 1 . La figure ci-dessous montrelescas n = & et n = §.

Usg Us

1

g

L'ensemble Ll est stable par produit et par inverse : c'est un sous-groupe de U.Pour n = 3,on
note traditionnellement 5 — ngﬁ , sibienque Uz = [1, 7, jg} et 147+ jg =0.
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2. Equation z*n = a

Proposition :

Soit 5 — reta avec 7 > 0. Llessolutionsde z™ = g sontles 7. complexes
Plingef/n g pour k € {0, fs4..}, n—1} . Autrement dit, on obtient toutes les solutions en
multipliant I'une d'entre elles par les racines ¥ -iemes de ['unité.

Résolvons 3 — 83 .0na g, — SE’*:’JTH , donc une solution est QE’*-:’JTfB = 3 44 . Les
deux autres sont 25‘55?5"5 = 3 44 ¢t 26@’3?@’2 — _9;-

3. Exponentielle d'un nombre complexe

Définition :

Pour z = x + 1Yy avec T, Y réels, onpose g% — T g'¥ — e*(cos y + sin y) -

Propriété :

Pourtous 2,2/ € C : gz + 2 — g7 gz, |.5»3| = ERE':E"':' et Im{z} est un argument de
e . En particulier, &% ne s'annule jamais. De plus, ¢# — g#’ siet seulementsi
z—zl € Zamd .

Proposition :



Soit g & C¥,demodule r etdargument . Lessolutionsde e# = g sontles complexes
z =1Inr 4o +2km), avec k€ Z.Si a = 0,I'équation n'a pas de solution.

Onécrit 2 = & + &y . L'égalité o o'W — ,eta impose d'abord I'égalité des modules,

: . - : L 4=

g¥ = r,donc x = In 7 .Ensuite, elleimpose 'V — g1, C'est-a-dire [2]
1

Réciproquement, ces complexes conviennent.

Par exemple, e# = —1 a pour solutions les complexes #(m + 2/k), avec % € Z . Contrairement
au cas réel, I'exponentielle complexe n'est donc pas injective.

VIil. Nombres complexes et géométrie plane

1. Angles, alignement et orthogonalité

Soient A, B, C trois points d'affixes a,b,c,avec A ?é Bet A ?é C . Alors

e=8| = 4C ot arg(§=2) = (4B, AC)

2]

Corollaire :

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Avec les mémes hypothéses: A, B, T sont alignés si et seulement si g — 2 € [ . Les droites
—

(AB) et (AC) sont perpendiculaires si et seulement si E_ . € @R . Enfin, le triangle

A BC estéquilatéral direct si et seulementsi » — g = Ewﬁ{b —a)-

Avec g =0, b=2¢et ¢ =1-412,ontrouve C:§:1+t:§5";ﬂf4.Ainsi

A = %AB et I'angle E}I@ mesure /4 .

2. Similitudes directes

Définition :

On appelle similitude directe toute application du plan qui s'écrit, en affixes, z — az + b avec
acCret becC.

Théoréme :

Soit f:z — az-+b avec a ?é 0.Si @ =1, f estlatranslation de vecteur d'affixe 5 . Si

a1, f posséde un unique point fixe f7 d'affixe w = IEa’ et flz)—w = alz —w).

Dans ce cas, [ estla composée de la rotation de centre {2 etd'angle &TIg @, et de I'homothétie
de centre {2 etderapport |a|.Onditque |a| estlerapportet 3T& G I'anglede f .

Démonstration :

. En soustrayant

Si a ?é 1, I'équation w = aw <+ & a pour unique solution w = T—



w=aw-+ba flz) =az-+0b, onobtient f(z) —w = alz — w). Or multiplier z — w
par a = |ale®® revienta le tournerde @, puis a multiplier sa longueur par |a| .

Les cas particuliers sont importants. Si @ estréel, f estune homothétie de rapport @ . Si |r:r,| =1,

f estune rotation d'angle &I'g & . La figure ci-dessous montre l'effetde  z — (1 4 2 )z, similitude
de centre &, derapport 3 etd'angle *rr/’-i : les formes et les angles sont conservés, les longueurs
sont multipliées par 2.

inhage par ze (1 +1i)z

. au®
" ]
* L g ®®

‘ ............... triangle de départ

O (centre)
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Considérons f(z) = 2z +2.1ci g = % ,demodule 1 etdargument /2 . Le centre vaut

W = ﬁ = 1 4 %.Par conséquent, | estla rotation de centre 1 4z etd'angle W/Z :

Ce qu'il faut retenir

e Deux complexes sont égaux si et seulement s'ils ont mémes parties réelle et imaginaire ; 2 est
réel si et seulementsi z = z.

« Le module vérifie |22 = 2z et |zw| = |2| [w| ;régalite |z + w| = |2] + |w| exige
z = hwavec A >0 (si w%lﬁ]).

« Les formules d'Euler servent & linéariser, la formule de Moivre & exprimer cos(nt) et sin(nt)
en fonctionde cost et sin f.

e L'angle moitié donne 1 + gt = Ecos{t/'ﬁ}eétfrg et ] _ eft — —Zisin{t,/ﬁ}eétm _

* Les sommes Z cos(kt) et Z sin(kt) se calculent comme parties réelle et imaginaire
d'une somme géométrique.

e Les racines carrées de o -+ 1b s'obtiennentavec z2 —y2 = a, £2 1 yd = a2 4+ b2 et
le signe de T .

e Lesracinesde @zZ 4+ bz + ¢ ont pour somme —b/a et pour produit ¢/a.

Eﬁékéfn
U, = ! ; leur somme est nulle pour n > 2.
0 < k[\leqeq?] n—1

e g% — g avec a4 = rem% 0 équivauta z = Inr + z{oe + 2k) .

Le quotient g:g code I'angle (AB, E) etlerapport AC [ AB; z — az +b est

une similitude directe de rapport |a| etd'angle 3rg &,



Questions fréquentes sur nombres complexes

Comment trouver rapidement un argument d'un nombre complexe ?

Calculez d'abord le module » — /g2 4+ b2, puis cherchez un angle @ tel que cosf = a/:r“ et
sind = b;’r . Les deux conditions sont nécessaires, car le cosinus seul ne fixe I'angle qu'au signe pres.
Pour ] 4 ett, utilisez plutdt la factorisation par I'angle moitié.

Faut-il calculer les racines carrées d'un complexe sous forme algébrique ou trigonométrique ?

Si I'argument est un angle remarquable, la forme trigonométrique est immédiate : les racines de  y 18
sont s ¢%0/2 . Sinon, écrivez  (z + 4y)? = a + 4b , puis utilisez z2 — y2 = a,
2 4+ yd = ya? + b2 etlesignede T, donné parceluide .

Quelle différence entre linéariser et utiliser la formule de Moivre ?

Linéariser consiste a transformer une puissance comme g3 # en combinaison de cos{kt} . on part
des formules d'Euler. La démarche inverse, exprimer cos{nt) enfonctionde cost , partdela
formule de Moivre et de la partie réelle de {cos t 4+ 23in t}n . La linéarisation sert surtout a calculer des
intégrales.

L'exponentielle complexe est-elle injective ?

Non.Ona g% — g2’ sietseulementsi z — z/ £ 2zw# . C'est pourquoi I'équation &% = g, pour
a 5 0, posséde une infinité de solutions, de la forme Inja| + #{o + 2k) ol o est un argument de
a.

Pour aller plus loin en maths sup

e Les énoncés : exercices de maths sup sur nombres complexes

A maitriser avant : Calculs algébriques : sommes, produits, inégalités, Trigonométrie et fonctions
circulaires

e Chapitre précédent : Trigonométrie et fonctions circulaires
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Chapitre suivant : Fonctions usuelles et techniques de dérivation

Le méme theme en L1 : nombres complexes, cours de maths en L1

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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