Corrigés des exercices de maths sup

Nombres complexes

Corrigé de I'exercice 1 : Calculs sous forme algébrique

1. On développe, en utilisant ;2 — _1 : z] = 2 — 27431 — 314 = 5 + 2. Pour le quotient,
on multiplie par le conjugué du dénominateur :

(1 4+20)(3+44)  3+45+6i+8i%  —5410¢
22 T (3-4)(3 F 44) — 9+ 16 = 7 25

.. _ ' 1 3.
Ainsi 31—5-|-ﬂet 32:—54—53.

2. D'abord, avec la forme algébrique, |2;2| == .-“21—5 + 2“&_5 — V5 . Ensuite, le module d'un quotient

L+2d" 5
3

)
= . Les deux méthodes donnent
|3 — 44

est le quotient des modules : |2:2| =
_ 5
79| = % -

3.0na (14 g’}g — 14924 432 = 2. Par conséquent, (14 g’jg = (2@4 — 16+ = 16.
Par ailleurs, 2026 = 4 x 506 + 2, donc ;4026 — (14)505 24 — _1.Donc
(1+412)8 =16 et ;2026 — _j,

4. Onécrit z = x + 1y avec L, ¥ réels. Alors
2z 417 = 2z 4+ 2wy +1x + v = (2z 4 y) + +{z + 2v) . Par identification des parties
réelle et imaginaire, I'équation équivaut au systétme 2z + vy = 3 et £ + 2y = 0. La seconde

équation donne * = —2% ; ensuite, la premiére donne —3% = 3 ,s0it ¥ = —1 et
z = 2.0nvérifie: 2(2—1)+124+1) =4 —2:4+2: —1 = 3. L'unique solution est
z=2—1.
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corriaé de I ‘o2 E ri ‘tri t val

exactes

1.ona |z =143 = 2,donc 3—2( + ‘E) De méme, |w| = V2 et

— \.F_("r J_) Ainsi , — 9,27/3 et ,, — 5, tT/4.

2. D'une part, % = % wr/3 + ”T*'FLH '?Wﬂg . D'autre part,
z (0 +a3)A+1i)  14i4+4/3-V3 _ 1-V3 ;1443
W= (- i)(l—i—i) = 2 - 2 2
En identifiant, 3¢ 05— = % et \f—glnlz — 1—E"@.On divise par %, puis on
multiplie numérateur et dénominateur par 3. Donc .;og'%r = w et
. 'F’ﬂ' Va3 + V6

7
nyy = 1 . Le cosinus est bien négatif, ce qui est cohérent avec 17 = ]21 ?r[

1

3. D'aprés la formule de Moivre, ,10 — 510,102m/3 Or ﬁ = 27 -|- , donc

oA0em/3 _ demf3 _ _% _ ﬂ?.Par conséquent, 310 — _E19_E19¥3 1 -

4. Ona ,n — 9" EfﬂWfB avec 2™ = (). Ce complexe est un réel strictement positif si et
seulement si EW’J‘T,"B — 1, C'est-a-dire ﬂg—fr € 2w . Autrement dit, 7 doit étre un multiple de
6 . Les entiers cherchés sontles #n — 6 ,avec m £ .

Corrigé de I'exercice 3 : Racines carrées sous forme algébrique

1. Oncherche x +1y ,avec Z;¥ réels, telque (z + a’ng = —5 4 12z . L'identification et
'égalité des modules donnent 4 — yg = -5, 24 yg = 13 et Z2zy = 12, Donc
2 =4, y2 =9,et £, ¥ sontdeméme signe. On obtient (2 4+ 312). De méme, pour
8 —6;,demodule 10 : £2 =9, y2=1et zy <0, dou =£(3—2).Enfin,
|-15 — 8z] = V225 +64 = 17 ;ainsi £2 =1, y2 =16 et zy = —4 <0, dou
+(1 — 42). Les racines carrées sont +(2 + 31), £(3 —z) et £(1—41).

2. Pour 141 ,demodule yJ,onobtient £2 —y2 =1, £244y2 =viet 20y =120

_ﬂ;—let yﬁ—&_l,avec r et ¥ de méme

- 4



signe. Les racines carrées de 1 + 1 sont :I:(x f% + 2 x%)

3.0na | 44 =2 E"E’J‘TM . D'aprés le cours, ses racines carrées sont /75 /8 . Ce sont
4 ol/4 /B

4. Laracine 91/4,%7/B a une partie réelle strictement positive, car g € ]—E—T! %[ C'est donc celle

de la question 2 affectée du signe + . En identifiant les parties réelles, Zlmcos% _ H%

. Par suite,
8§ — 22 — 4
Comme cos%—r >0, on obtient cos% _ Y2 —gl_ /2,

Point de méthode : la condition sur le signe de T% est indispensable. Sans elle, on obtiendrait quatre
candidats au lieu de deux.

Corrigé de I'exercice 4 : Equations du second degré a

coefficients complexes

1. Le discriminant vaut
A=(3+4)%—4(-1+7)=9+24i—16 +4 — 28 = —3 — 44. Cherchons
§ =z +ytelque §2 — A.Ona 2 —y2 = -3, z2 fyd =5 et 20y = —4.
Donc 3_;2 =1, _ yg =4 et Ty < D :on pre_nd & = 1 — 22 . Les solutions sont alors
3 + 4 —; 1—-% _ 4 et 3 + 41 2_ 1+32e _ 1+ 34 . L'ensemble des solutions est
i

241

2. On divise par 3 .Comme
z2 —3z +3 412 = 0.Sondiscriminantest 9 —4(3 +2) = -3 —4z = (1 - 23’}2 . Les

% =3 _% = 3 4 3, I'équation équivaut a

solutions sont donc w = 9 _4 et w — 1 4 ¢ . Vérifions : leur somme vaut
3 = __TE"E etleurproduit (2 —3)(1+2)=2421—24+1=34: = B—ﬁi;_l-l-es

solutionssont 2 —; et 14 2.
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3.1, A — dcosef —4 — —4gin4d = (gg'ginﬁ')g . On peut donc prendre & = 2zsind. Les
Acosd & Jzsind
2
confondues lorsque & € & .

solutions sont — cosf & isind . Les solutions sont .if et o—:f,

4. D'aprés la réciproque du cours, % et U sontlesracinesde z2 — z 41 = 0. Son discriminant

vaut —3 = {ﬁﬂ}g . Ainsi, (1, v} = {1 _‘_;ﬂ! 1 _;‘@}. On trouve ,, — Eém’B et

e A \
w = e tM/3, alordre pres.

Corrigé de I'exercice 5 : Module, conjugaison et inégalité

triangulaire

1. On développe avec |1,.;|2 =uh |z + w|2 = |;e:|2 + |w|2 + 2 Re(zw) et
|z — w|2 = |,g;|2 + EU_,I|2 — 2 Re(zw) . En sommant, les doubles produits s'éliminent. Donc
|7+ wf* + ]z — u|
d'affixes 2 et 1w, les diagonales ont pour affixes z 4w et & — w . Ainsi, la somme des
carrés des diagonales égale la somme des carrés des quatre cotés.

= 2{|z|2 + |w|2:| . Dans le parallélogramme construit sur les vecteurs

2. Posons % = f’v_l:'_—;;

@:%.Donc

, bien défini car zw % —1.Comme |z =1,0na 3z = % ; de méme,

Le complexe Z est égal a son conjugué : il est réel.

3. Soit Z une solution. D'aprés I'inégalité triangulaire,
5=|z+43¢ < |2|+[32] = 243 = 5.1lyadonc égalité. Comme 3z ?é 0, lecas
d'égalité fournitunréel A > 0 telque z = 3z .Ensuite, |2| = 3A = 2 donne X =

a2

’

soit z = 92z . Réciproquement, |2:| = 2 et |5:] = 5. L'unique solutionest z = 2;.

4. Ecrivons z = a -+ b . D'abord, I'inégalité triangulaire donne |2| < |a| + [+b] = |a| + |b|.
ensuite, (Jal + )2 = a2 + b% + 2Ja] || . Or 2la][b| < a2 + 62, car (ja| — )2 > 0.
Donc  (|a| + |.5|:|2 < 2|z|2 . Comme les deux membres sont positifs, on peut prendre la racine
carrée. Ainsi |z < |Re(z)| + [Im(z)| < VZ |2].



Corrigé de I'exercice 6 : Linéarisation et calcul d'intégrales

1. Avec la formule d'Euler et le binome de Newton,

31t it —3t —31t 2cos(3t) + 6cos t
3, _ e’ 4 Jet + 3e + e _ .
cosv t = 3 — 8

De méme, {23’}4 = 16, d'ou

.4, etit—4e21t 4§ —4e—21t 4 o—%t  2cos(4t) — 8cos(2t) + 6
sin® ¢ = 16 - 16

cos(3t) + 3cos t et gind s — cos(d4t) — dcos(2t) + 3 .

Donc ':053 t — 4 1 — B

1 a—11)[ 2211

2. On écrit Sin t COSE t = I:Et e’ )(egt. + 2 te
. . . . . .E . . . . .

g3t 4 et 4 g1t _ gl _ 9e—tb _ p—3ut, soit (EBEt - E—B'Ei':] + {Ezt - E—at) . Par

conséquent, sin tcos? ¢ — Etsm(Et)B:- Zzgin t AInSi sin £ cos? £ — sm(St)‘:l—l- sin £

—211
) . En développant, on obtient

3. Grace a la linéarisation,

m/2 s
) sin(4t ) T
f sin ¢t dt = %[% — 2sin(2t) + 3¢ . = % : 3777
0
/2
En effet, sin{27) = sin{wr) = 0. Donc f sind ¢ dt = SI_TET .
0

4. D'abord, par linéarisation :

’ﬂ' ki
gin(3t) + sin t cos(3t
f % di = %[— E‘E ) — cos tL = %(% + %) = % . Ensuite, on remarque

;. 3 . 3
que sin tcos? £ est la dérivée de _%t . Donc l'intégrale vaut [_%tlj — % + % . Les
2

deux méthodes donnent 3

Corrigé de I'exercice 7 : Formule de Moivre et valeur de
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sin(m/10)

1. Notons ¢ = cost et s = zin ¢ . Parla formule de Moivre et le binéme,
cos(3t) + 4sin(3t) = (c 4 45)° = ¢3 + 3ic2s — 3cs2 — 453 . On identifie les parties
réelles : cos(3t) = ¢3 — 3¢c(1 — c2) . Puis les parties imaginaires :
sin(3t) = 3(1 — s2)s — 53 .Donc cos(3t) = 4cos3t —3cost et
sin(3t) = 3sin ¢ — 4sin® ¢ .

2. La partie réelle de I:.g—|-g'5:|‘il vaut % — Be2s2 4 5% . Onremplace 52 par 1 — 2
et —6c2 +6ct+1—2¢c2 4 ¢t =8c4—8c2 4+1.
Ainsi cos(4t) = 8cos® ¢ —8cos?t +1.
Jcds — 53 on

3. Supposons cog t % 0 et cos{3t) ?é 0.D'aprésla question1, tan(3t) = 355
divise numérateur et dénominateur par 3, etonnote T = tan £.On obtient

tan(3¢) = BT BTTZ or cos(3t) ?é 0 équivauta %‘E —|—§E ,tet caett ensemble exclu
il m ani — tan
contient déja ] —|— £ . Pour % ¢ 5 + BE, tan{St) = T 3tandt
ANy
4. Pour t = 10 ona 2% = E = 5 — 15 - Donc sin(2t) = cos( — Et) = cos{3t) . Avec

les formules de duplication et de la question 1, cela s'écrit 95¢ = 4¢3 — 3¢ . Comme
c= cos{r—m ?é 0, onsimplifie: 25 = 4¢2 -3 = ] — 452. Ainsi 5 est racine de
4X2 49X —1,dediscriminant 20. Donc _ITHE . Or

vB—1
at

5 > [ puisque

;r_[:] € 0, «[ . Par conséquent, sins =

Corrigé de I'exercice 8 : Technique de l'angle moitié

1. Par l'angle moitié, 1 + e = 2cos(f/2) L1/2 5 ¢ ]=m [ ,alors 8/2 € ] 7 2[
donc cos(f/2) > 0. Dans ce cas, le module vaut 2cos{#/2) et /2 estun argument. Si
9 € ]m 37| , enrevanche, cos(f/2) < 0. 0n écrit alors
14 et = —2cos(8/2) #10/2+ 7 Le module vaut —2cos{@/2) et /24 m estun

argument.

2.0na 1—e = —2:5in(9/2) /2 or _y = ot /2 dou



1 — e = 2sin(8/2) =MD poyr 8 € 10,27, ona sin(®/2) > 0. Le module vaut

2sin{@/2) et g 5 T est un argument.

3. Pour & € ]D, ﬂ'[, le dénominateur ne s'annule pas. Ensuite,

140 2cos(8/2) BUE _ cos(#/2)  .cos(6/2)
1 — o286 — _2isin(6/2) L10/2 T —isin(0/2) T : sin(f/2)
cos(f/2)

Le quotient vaut : : il est imaginaire pur.

sin(# /2)

n .
4. Par la formule du bindme, E (r'n;;.)fi‘ﬁ*"'f;I = (14e¥) = EHCOSH(S,@:I e7b/ . Cette
k=0
égalité est valable pour tout réel @ . Il reste a prendre les parties réelle et imaginaire. On obtient

ki:ﬂ(l)co@:;@f;} = 2”505“(%)505(%&) et ki:ﬂ('i)sin{w} _ Eﬂcoﬂﬂ(%)sin(%g) .

Point de méthode : un module est toujours positif. Avant de lire le module dans ECQS{S/IE)EéEfE )
vérifiez donc le signe du cosinus.

Corrigé de l'exercice 9 : Sommes trigonométriques

1. Si t € 27 ,alors kt € 27 pourtout k.Ainsi cos(kt) = 1let sin(kt) = 0.Donc
Cplt)=n+let S,(t) =0.

: (m41)4
2. Si t % 2m& , laraison it est différente de 1 .La somme géométrique vaut T#.On
— £
factorise par I'angle moitié en haut et en bas :
.. n+1)TY 4 ) n+1)1
. _stm(( 2) )ea(n—l—l)t/Q Sm(( 2) ) int/2
Cp(t)+i5,(t) = 2ici (;) 1t /2 = : (ﬁ © :
—215110 5 Je sin| 5

(ng . ((n+1)i)

. . ) L. CO8 T:Ism 7

Le facteur devant I'exponentielle est réel. On en déduit f_’;ﬂ(t} = ] et
2

n sin( )
£in %i gin I:_n-;l:li
Sp(t) = ( zm(gj ) .

2
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n
n+1 1
3. Onlinéarise : cos2(kt) = H%Smkﬁ'. ponc ¥ cosi(kt) = "5 +5C,(21) .
k=0
Comme % ¢ & ,ona 2% ¢ 2md : la question 2 s'applique en remplacant £ par 2% . Ainsi

dsin t
k=0
4, Pour n =1 et t = %,Ia somme directe vaut cos2 0 4+ COSE% = 1—|-% = gLa formule
cos(or/3)sin(2or /3) 11 - 2w - T
donne 1 + 26in(r /3) =1+ 5'5sCar sing = sing . Les deux valeurs
coincident : %

Corrigé de I'exercice 10 : Racines cinquiemes de l'unité et

cos(2mn/5)

1.Ona 5 — glar — 1 et w ?é 1. La somme géométrique vaut donc 11__"‘;5 — (. Ainsi
l4+w4wd+wd4+wt=0.

2. Comme |w|=1,0na @ = w1 =pw4.Donc & =w+w = 2Rew). Deméme,
w3 = w—2 — 2.donc b = 2 Re(w?). Par conséquent, g = QCOS%’T et

_ 4m
5—25055-

3. D'apresla question1l, @ + b = —1.Ensuite,
ab=wd+wttwb4+w’ =wd+wt+wtw?=—1,car 5 =1.Ansi, aet
b sont les racines de X 2 + X — 1, c'est-a-dire —1+5 .Or %’T e ]D, E—T[ ,donc a =10

2
. On obtient 5 — %, b= %ﬁ et u::os%r — %
4. Ona cos% = —COS(ﬂ' —%—T) = —cos%—ﬂ = —%_ Donc cos%—r — %

La figure ci-dessous place les racines cinquiemes de I'unité. Elle montre aussi les deux sommes @ et §
sur I'axe réel : chacune est le double de I'abscisse d'une paire de sommets symétriques.



Corrigé de I'exercice 11 : Equations z*n = a

1l.Ona _g; — gg_fﬂfg ,et 93 — g .D'aprés le cours, les solutions sont les

Zﬁf(—ﬁfﬁ + 2km{3) pour k € {0,1,2}. Leurs arguments sont —%T ) ;—T et %’T Les
solutionssont 3 —:, 321 et —/3 — 5. Elles forment un triangle équilatéral inscrit dans le

cercle de centre (&} etderayon 2.

2.0na —4 = 4eim, et ¢34 — 4. Lessolutions sont donc les /5 p2lm/4 + &k /2) pour
ke{0,1,23}. cesont 1+4, -1+, —1—1 et 1—2z,sommetsduncarréinscrit
dans le cercle de rayon 2.

3. On regroupe les solutions conjuguées. Les complexes 1 =4 z ont pour somme 2 et pour produit
2 :cesontlesracinesde z2 — 2z 4+ 2.Deméme, —1 -+ 2 sont les racines de
z2 + 2z 4 2. On vérifie alors le produit :
(224+2-22)(224+2422) = {zﬁ—kﬁ}g—&z? — z% 4+ 4. Donc
z4 44 = (22 -2242)(22 + 22 +2).

4, Soit = une solution. En passant aux modules, |,g|‘1 = |3| , Soit |,2:||:|,2:|3 — 1} = [ . Donc

|2l =0 ou |z| = 1.Dabord, » = O estsolution. Ensuite, si |z| = 1,alors 7 — et
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I'équation équivaut & 5 — 1 .Réciproquement, tout = € Ug est de module 1 et vérifie
z% = »—1 — %.L'ensemble des solutions est {0} U U, soit six solutions : [ et les
p2Emf5, 0 <k < 4.

La figure ci-dessous représente les solutions des deux premieres équations : un triangle équilatéral et un
carré.

4l
-1+ 1+
—V3 -7 V3 i
-1-1 1—i
z3 = -8i : cer¢le de rayon 2 Z4=—-4" Cerdle de rayon V2

Corrigé de l'exercice 12 : Une équation de degré n - 1

1. Pour z = 1,le membre de gauche vaut 9™ et celui de droite vaut (1. Donc 1 n'est pas
solution. Pour Z ?‘3 1, on peut diviser par  (z — 1j|r'r1 ?é 0.Ainsi (F) équivauta =z ?‘3 1 et

n
z+1 .
(z—l) =1

z4+1

2. Pour =z ?‘é 1, I'équation o1 =

zfu—1)=wu4+1.5 u =1, elledevient 0 = 2 :c'estimpossible.Si u ?é 1, on obtient
_u+l

z — lu — 1’
n'yenaaucunesi u = 1.

w équivauta z +1 = wz — u, soit

qui est bien différent de 1. L'unique solution est > — z i % si u ?é 1, etil

u—+1

w—1"

3. D'aprés les questions 1 et 2, les solutions de  {E'} sont les avec u € Uy \{l}.0n



%T”T et 1< k < n —1.Parl'angle moitié,

u+1= 2-:05(8/2}&%9;2 et y -1 = Qigin@'}/g}eéwg.Comme g = kﬁﬂ € 10, le

sinus ne s'annule pas. Donc

écrit ¢y — et avec g —

__cos(km/n) . cos(km/n)
k= isin(kn/n) = " sin(kn/n)

Enfin, la fonction = — LEZ pour dérivée —— 12 < 0 sur ]D, “FT[. Elle y est donc
Eln &I s1ne T

strictement décroissante, donc injective. Les 7. — 1 solutions “L sont deux a deux
distinctes.

4. Si z estsolution, alors |z + 1|ﬂ = |z - 1|ﬂ. Comme ces modules sont des réels positifs,
|z +1| = |z — 1|. Autrement dit, le point d'affixe # est & égale distance des points d'affixes
—1 et 1.l appartient donc a leur médiatrice. Cette médiatrice est I'axe imaginaire : toute
solution est imaginaire pure.

Corrigé de I'exercice 13 : Exponentielle complexe

1. On met chaque second membre sous forme trigonométrique, puis on applique le cours. D'abord,
1423 = QEW;FE. Ensuite, _—3 = 3etm .Enfin, _g, _ ge—ﬁ"ﬂfg . Les solutions sont
respectivement In 2 + a(% + Zﬁwr) , In3 4w+ 2km) et In2+ ﬁ(—% + Zﬁwr) ,
avec k c ¥ .

2. Onpose 7 = eZ .L'équation devient Z2 — (142)Z 412 =0.0r 1 et ¢ ontpour
somme 1 4 2 etpourproduit 7 :cesontles deux racines. Ainsi, % = 1 ou

e% — 5 — '7/2. Lapremiere donne z = 2ikr ;laseconde donne z = E(% + Eﬂcﬂ).
Les solutions sont les 2k et les E(E‘T + Zﬁwr) ,avec k € 7.
3. Ecrivons z = x + 3y .Alors e¢? = ecosy + te¥siny . Comme e¥ >0, % estréelsi
et seulementsi sin y = 0, c'est-a-dire Yy € & . Deplus, &% estalorsdusignede COSY

Ainsi % € R sietseulementsi Im{z) € 7€, et €% <0 siet seulement si
Im(z) € m + 27Z .

4. Pour tout =, |EE»"| — ERE(E’:‘ ~ [ . Par conséquent, =% ne s'annule jamais.
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Corrigé de I'exercice 14 : Triangle rectangle, alignement et

triangles équilatéraux

1. Oncalcule ¢ —a = —1+3z2 et b—a = 3+ 2. Ensuite,
c—a __ (=1 +3¢)(3 —1) =3+t +9+3 ;
b—a — 10 - 10 -
Ce quotient a pour module 1 et pour argument E—T Donc AL = AB et (ﬁ] E) = %

Le triangle A B estrectangle isoceleen A4 .
2.0na d—a =642 = 2(3412).Donc H:Z,quiestréel.Lespoints A, B,
I sont alignés ; plus précisément, AD; _ EAB; ,donc B estlemilieude [AD].

3. Letriangle A BF estéquilatéral si et seulementsi ¢ — g = Ei "":"Tﬁ{b — r;;} . Avec le signe

+, (% _|_,&'§),:3 +2) = 3_‘?‘@ _|_3'1+3"@ . Avec le signe  — , on trouve de méme

2
3_H@—|-g'1_23‘“@.IIresteéajouter a = 1 + 2. On obtient 525_‘@4-@'3_"23‘@ ot

2
,_54+V3 . 3-3/3

4. Letriangle est rectangleen A ,avec AB = AC = |3 4 :| = VI0. Son aire vaut donc

% = 10 . L'aire du triangle A EB{’ vaut 5.

Comme le montre la figure ci-dessous, les deux triangles équilatéraux sont symétriques par rapport a la
droite (A B), qui passe aussi par D .



Corrigé de I'exercice 15 : Lieux géométriques

1. On multiplie par le conjugué du dénominateur :
(;I:—l—t (y — 1) ) (:E—i—l —iy)+
(z + 1)2 + y?

Le numérateur vaut  (z + 1) + y(y — 1) + ¢[(y — D{x + 1) — zy]. De plus,
stz tyl—y

J =

{y—l}{:E—I-l}—:l?yl:y—:t:—l.Donc Re(Z) = 1Dt o2 et
o
Im(Z) = (r+ 1) + 92"

2. Z estréelsietseulementsi ¥ = = +1,avec M 3+ B . Cette droite passe par A(0, 1)
etpar B{—1,0}.Ainsi D estladroite (AB) privée du point B .

3. % estimaginaire pur si et seulement si T2 4+ r 4+ yg — 1y = 0. Par mise sous forme
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. o 12 182 1 11 "
canonique, cela s'écrit | ¢ 4 5) +ly—3) =5 Le centre | —71 75 | estle milieu de
[AB], etle rayon % vaut 48

point EH.

£5=.Donc ( est le cercle de diamétre [AB], privé du

4. Ona |Z| =1 sietseulementsi |z —1] = |z +1|, c'est-a-dire M A = MEB.En
coordonnées, 2 4+ (y — 1}2 = (r + 1}2 + y2 équivauta —2y = 2z . Ainsi M estla
droite d'équation ¥ = —T , médiatrice de [AB].

5. Pour M ?é A et M ?é B, Z estle quotient des affixes de AME et BME . D'abord,
Z est réel si et seulement si ces vecteurs sont colinéaires, doncsi M € (A B).Ensuite, Z

est imaginaire pur si et seulementsi (AM ) 1 (BM ), doncsi A estsurle cercle de
oy : AN
diamétre [A B]. Enfin, |Z] = =300
% = (0, appartientalafoisa D eta C.

. On retrouve les trois ensembles ; le point 4 , ou

La figure ci-dessous représente les trois ensembles. On remarque que le cercle ( passe aussi par
I'origine : en effet, pour = = (0 ,ontrouve % = —z.



—— D : quotient réel
s — ( : quotient imaginaire pur
— L. == M:|z—i|=|z+1]

25 -2.0 -15 -1.0 —-05 0.0 05 1.0 1.5

Corrigé de l'exercice 16 : Similitudes directes

1. Pour 9,ona g = 3 ,demodule 1 etd'argument 7. Son point fixe vérifie

XTE

. . . 2
w = +1412,donc  — }"""{ — ':l—i;) — 4 . Pour h, lecoefficient —2 estréel,
— i
et le point fixe vérifie w = —2w + 3,s0it w = 1.Ainsi & est la rotation de centre ;

et d'angle ;—T, et h est I'homothétie de centre 1 et de rapport -2 .

2. Comme 1+ ?é 1, f n'est pas une translation. Son point fixe vérifie w = {1 +2)w +2 — 3
,S0it —ge = 2 — 4. En multipliant par 4, on obtient w = #(2 — 1) = 1 + 2%. Par ailleurs,
1412 =32 EWH .Donc {7 apouraffixe 14 2z,et | estlasimilitude de rapport

v2 et d'angle g
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3. Oncalcule f(0) = 2 -1 et f(1) = 3.Ensuite, fF(142) = (1+ 3'}2 +2—2=2+4:2
et f(z) =1—142—1 = 1.Une similitude multiplie les longueurs par /3 et conserve les
angles orientés. L'image de (T K.J est donc le carré de sommets 2 — 3, 3, 241 et

1, decoté /3.

4. oncompose: g(f(z)) = i((14+1)z+2—1)+14+7=(-142)z+2+43:.0r
1 44 = 3 e3/% | Le centre vérifie w = (—1 4 1)w + 2 + 31, donc

2 1 93 (2—|—3i)(2—|—i) + 82
W=7 = 5 =~ 5
3ar

1 —EBE , de rapport /2 et d'angle T

Ainsi g o f estla similitude de centre

5. On cherche SI:E::I = az + b. La condition SI:D:I = 1 donne A = 1.Ensuite,

s(l) =a+1 =141 donne g = 1 .Son centre vérifie w = zw + 1, soit
Tl 14 143
=1—:= 3 2

.Donc s(z) = 1z +1 : c'est la rotation de centre et d'angle

B3 =

La figure ci-dessous montre le carré MK .J et son image par f On y voit que chaque sommet est
tourné de T_i—r autour de {2, puis éloigné de ce centre d'un facteur 3.



2.5 1

Q(1 + 2i)
2.0 1 .

1.5

1.0 -

0.5

0.0

carré OIKJ
—0.5 -

—1.0 -

-1.5 -
-05 00 05 10 15 20 25 3.0 35

Corrigé de I'exercice 17 : Une somme de racines septiémes de
l'unité

1. Comme |w|=1et w7 =1,0na P — ;=P — o, —P.Donc @ = wh, L2 — (6
et ,,4 — 3. Parconséquent, § — b 4 5 w3 =1T.

2. D'abord, § 4+ 7T = w + w2 +...+ wh = —1, carla somme des racines septiemes de
I'unité est nulle. Ensuite, on développe le produit en neuf termes :
ST =wt+wh + 0w + wd + w” + wd + w? + wd + wll,
On réduit les exposantsmodulo 7 : ST =3+ wt w2 +wd+w? +wdP +wb =3 -1
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.Donc §+T = —-let ST = 3.

3. Ona Im(f;} = sing.? + sin = —|—s1n 'F . Or smg.? = sm(fr + 'F") = —sm? ce qui

donne I'expression demandée. De plus, sm% = sm?’? Comme [J ::: 7 < 3.; < 5 et que le

sinus est strictement croissant sur [D, 2] ,ona 511'13.F = sm.F . Enfin, 511'12.F > (. Donc
Im{(S)>0.

4. D'aprés la question2, § et T sontlesracinesde X2 + X + 2. Sondiscriminant vaut
1-8=-T7T= {ﬁﬁ}g. Les racines sont donc —-E 27 comme Im(S) > 0, on obtient

2
¢ 1 -5 7
29T 4o Bor 1
5. On identifie les parties réelle et imaginaire de § . Ainsi cos 55 7 + cos+= = + cos¥ e = =5 et
dar T V7

sm = T 14 sin=r = sm? =5

Point de méthode : connaitre la somme et le produit de deux nombres les détermine a I'ordre pres. Un
argument de signe permet ensuite de savoir lequel est lequel.

Corrigé de I'exercice 18 : Probleme, produit de sinus et
polygone régulier

1. Pour n = 3,0na wl—jf et w%_jE.Donc
(z=7)z-30=22-(3+3%z+53.0r 14+5+452=0et j2=1.0n
retrouve bien (z — 7)(z — %) = 22 + z +1.

2. L'égalité admise est valable pour tout complexe .z, en particulier pour z = 1 .Le membre de

m—1
gauchevautalors 1+1+4...+1,avec 7 termes. Donc H l:l — wk} =1n.
E=1
3. Posons g — %T”T . Par I'angle moitié, 1 — wy = 1 — et — _gﬂ'sin(%) tkm/n  Comme

|_2ﬁ| = 9 et |Ef-£kfrfn| — 1, on obtient |1 — ““’kl = lein;’%l.Or }%‘T ]D, *rr[ lorsque

1 € k < n -1, doncce sinus est strictement positif. Ainsi |1 — wk| = zsin}% .

4. On prend le module de I'égalité de la question 2. Le module d'un produit est le produit des modules :



n—1 n—1 ko n

n = H 1 —wy| =277 1[[5111 7 . Par conséquent, HSiHT = Jai-
k=1 =1 k=1

5. Le nombre |1 - wk| est la distance du sommet d'affixe 1 au sommet d'affixe “g . Le produit
des distances d'un sommet du polygone régulier aux 1 — 1 autres sommets vaut 7 ;
pour I'neptagone de la figure, le produit des six longueurs vaut 7.

6. Pour n = ©,ona SmE = E'mSéT = é 511‘13 = 51112—’” = % et sm2 = 1. Le produit

vaut donc % % % = % . D'autre part, g% = % = i - La formule est vérifiée pour

n==60.

Corrigé de I'exercice 19 : Coefficients binomiaux de trois en

trois

1. Si F estmultiplede 3, alors jp = 1 etlasommevaut 3. Sinon, jp ?é 1, car
ngPWﬁ 1 exige 21’% £ 24qrF . C'est donc une somme géométrique de raison jp ?é 1:
1-— . . .
elle vaut - jp = 0, car jBP — 1. Ainsi 1_|_Jr1':J _|_j3i'-” — 3 si 3 divise F,et 0
J

sinon.

T
2. Par la formule du binéme, {1+ 1}1& + (14 j"':'n + {1+ j?'gjln = E (1)(1 +55+ ff.%)
E=0

. D'apres la question 1, seuls restent les termes ou % est multiple de 3, chacun multiplié par 3.
o T e T
Donc 34, = 2" +(1+7)" +(1+7%)

: 1 3 1 = s
3. Ona 1_|_j.:1_§_|_ E_E % De plus, 1—|-:,r2—1-|-j 1 + 7 . Ainsi
1+j:Eer."'3et _T — —ar /3
4. D'aprés la formule de Moivre, (1 + j}ﬂ +(1+ jﬁ}” m’frfg m"'rfg = Zcosngﬁ.
par la formule d'Euler. Donc A4, = 3(2 + 2co ) .
5. Pour n = 4, la somme directe vaut (40) 4+ (43) =1+4 = 5, etlaformule donne
(16 + Zco 4—”) = % — E.Pour n = 6,lasommedirectevaut 142041 = 22,
et la formule donne 6%; 2 — 29 . La formule est vérifiée dans les deux cas.
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Point de méthode : pour isoler les termes d'indice multiple de 3, on somme sur les racines cubiques
de l'unité. Cette technique de filtrage se généralise a U,,, pour tout entier m .
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