Corrigés des exercices de maths en L1

Nombres complexes

Corrigé de I'exercice 1 : Calculs sous forme algébrique

1. On développe en utilisant ;2 — _1 :

(243)(1—i)=2—-2i4+3i —3i2=24+1i43.

Ainsi, (2 +32){1—1t) = 5+t et son module vaut /35 . On retrouve ce module par
multiplicativité : |2 + 32| |1 — ¢ = VI3 V2 = V26.

2. On multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué du dénominateur :

14+2¢ _ (1+20)(3+41)  3+4i+6i—8 _ —5+ 104,

3 —4d: — 9416 — 25 — 25
142« 1,32 /5 L+2: 5 —
Donc 34, — & -|-53, de module E En effet, 3_4— 5 , ce qui confirme le calcul,
1 4 JE
car E—|——5 e F

3. D'abord, (1 4+ g’}g = 14 2z —1 = 2z . Parconséquent, (1 + 3-:]4 = (23'}3 = —4.
Ensuite, 2026 = 4 x 506 +2 et ;4 — 1,donc ;2026 — ;2. Ainsi, (1+44:)% = —4 et
2026
1 = —1-

4. Posons z = x + 1y avec L, Y réels.Alors z + 2% = z + 1y + 2z — 2wy = 3z — 1y

. L'équation devient 3z — iy = 3 — 1 . Par identification des parties réelles et imaginaires,
3x = 3 et —y¥ = —1.L'unique solutionest z =1+ z.

Point de méthode : dés qu'une équation fait intervenir z et Z,onpose z = & + iy eton
identifie parties réelles et imaginaires.
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Corrigé de I'exercice 2 : Construction de C a partir de R?

1. Pour tous couples, {c,d) x (a,b) = (ca — db, cb + da) . Or la multiplication réelle est
commutative, donc ce couple est égal & (ac — bd, ad + bc) . Ensuite,
(@,8) % (1,0) = (@ — 0,04 &) = (a,b) . La loi est commutative et (1,0) est neutre.

2. On applique la définitionavec @ = ¢ = 0et b =d =1 :
0,)x ©0,1) = (0-1,0+0).ponc (0,1)2 = (-1,0), c'est-a-dire ;2 — _ .

3. Comme (a,B) 5 (0,0),0ona g2 4 2= 0. Cherchons (z,1) tel que
(@, b) x (x,y) = (1,0). On obtient le systtme ax —by = 1 et bxr +ay = 0.Son
déterminant vaut a2 + b2 ?/: (0, donc il a une unique solution. Les formules de Cramer donnent

N S _ _—b £oe
:E_ag_'_bg et y—a2+bg.Verlﬁons.

a —b _ {a24b% —ab+ab\
(aﬁ b) X (a2 _|_52} a2 +52) — (a2 _|_52} a2 +b2 ) — (1? 0)

T a —b
L'inverse de (a, b) est (aﬂ v bz) :

4, Soit 1 € C.L'ordreesttotal, doncona 0 =< = ou x = 0.Dans le premier cas, la
compatibilité avec le produit donne directement 0 = x - x . Dans le second cas, on ajoute —=x
aux deux membres: £ =< 0 donne x + (—z) < 04 (—x),soit 0 < —z.Alors

0 % (—z)(—x) = z2. Ainsi, tout carré vérifie 0 < z2 .

En particulier, 0 < 14 =1 et 0= g’z — —1.Ajoutons 1 alaseconde inégalité :

1< —-141=0.0nadonc 0 =< 1et 1 = 0.Parantisymétrie, 1 = [, ce qui est faux
dans un corps. Aucun ordre total n'est compatible avec les lois de (.

Corrigé de I'exercice 3 : Module et inégalité triangulaire

1. On utilise |:;-_,;|2 = uW . D'unepart, |z + w|2 = |2;|2 + |w|2 + z%W + Zw . D'autre part,

|z — m|2 = |z|2 + EWP — zw — zw . En ajoutant, les termes croisés disparaissent. Donc
|z + ’w|g + |z: — w| = 2[|,2:|2 + |w|2:| . Géométriquement, =z + w et z —w
représentent les diagonales du parallélogramme construit sur 2z et w . Autrement dit, la somme



des carrés des diagonales égale la somme des carrés des quatre cotés : c'est l'identité du
parallélogramme.

2. Onécrit =z = l:z - ’w:l -+ 1w . L'inégalité triangulaire donne |2:| < |z - w| -+ |’LU| , donc
|2| — |w| < |# — w|. En échangeant les roles de z et tw , on obtient aussi
lw| = |2| < |w — 2| = |z —w|. Ainsi, [\big|?]|z] — |w|[\big]?] £ |z — w|.

3. Supposons |2:| < 1. Pour la majoration, I'inégalité triangulaire donne

23 — 2z 44| < 2P +2|2|+4<1+2+4=T.

Pour la minoration, on applique la question précédente avec 4 et 9 — =3 :

123 — 22 + 4| >4 — |28 —2z| >4 — |2 =2z >4 -1-2 = 1.

Donc 1 < |33 — 2z + 4| < 7 sur le disque unité fermé. En particulier, ce polynéme n'y a
aucune racine.

4. On reprend la preuve du cours. Ona |z + w|2 |2:|2 + |w|2 + 2Re(zw) et
(|| + |1:|L.'|:|2 |,2:|2 + |w|2 + 2|z7%| . L'égalité impose donc  Re(zW) = |z%| . Or un
complexe dont la partie réelle égale le module a une partie imaginaire nulle, et il est positif. Ainsi,

. " .2 _ Fu
zi estun réel positif, non nulcar # et i sontnon nuls. Enfin, w = |w|2' Donc =z /*iu'_.'

est un réel strictement positif.

Corrigé de I'exercice 4 : Ensembles de points du plan

1. Notons 4 et B lespoints d'affixes 1 et —z.Laconditions'écrit AM = BM .Clestla
médiatrice de  [AB] . Vérifions par le calcul avec z = = =+ 1y
(x — 1)2 +y? =22+ (y+ 1)2, soit —2z +1 = 2y 4+ 1. L'ensemble est la droite
d'équation YV = —I,

2. La condition signifie que la distance de W au point d'affixe 2z estauplus 1 .C'est le disque
fermé de centre 2; etderayon 1.

3. Soit =z % —1 . On multiplie par le conjugué du dénominateur :
z—1 (z—l)(f—l—l)_|z|2—l—|—z—ﬁ+
2+17 2412 T 2+
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or z —Z% = 21 Im(z) estimaginaire pur. Par conséquent, la partie réelle du quotient vaut
|22 — 1
|z + 1|2 '
|2| = 1. L'ensemble est le cercle unité privé du point d'affixe —1.

Le quotient est imaginaire pur si et seulement si cette partie réelle est nulle, c'est-a-dire

La figure ci-dessous représente les trois ensembles. On y voit la médiatrice de [AB] , le disque hachuré
et le cercle unité dont le point —1 est exclu.

3 .
2i
2 0
1 |
A(l)
0
—1 -
B(—i)
— (1) médiatrice y = —x
5. — (2) disque |z—2i/| =1
- (3) cercle unité privé de —1

-2 -1 0 1 2



Corrigé de I'exercice 5 : Formules de trigonométrie

1. La formule d'addition donne

cos{s = coszcosy + singsing = %g + ?? = w
De méme, gin% — gingcggé -:05351114 — V6 — V2 =3 /2 . Ensuite, on calcule le quotient :
tant = Y- B-v2 _ (B-V2)% g4y
12 = V6 + /2 6 — 2 4
Ainsi, cos%:ﬁi&v gin%:‘@;&et tan%zﬁ—v@.

2. Ona sin 2z = 2sin zcos & . L'équation devient cos x (2sin  — 1) = 0. D'une part,
cosz =0 domne = =75 ou x = — 37 dans [0, 2] . D'autre part, sin z = % donne

9
:t:“:%rou m:%.Lessolutionssont %T, %, 5?J’Tet %’T

3. On factorise par 1 4+3 = 2 :

cos ¢ + V3sin ¢ = 2(COS%COS r + sin%—rsin x) = 2(:03(35' — %)
L'équation équivaut donc a cos(a: — %) = % = Cog;—r . Ainsi, _% = *'S—T ou
T —% = —E—T modulo 24t . Les solutions sont les réels i et %‘T + 2k, avec

k € Z .0n vérifie : pour x = %’T _%+\f§.§ —

Corrigé de I'exercice 6 : Formes trigonométrique et

exponentielle

1. On applique la méthode du cours a chaque nombre.

D'abord, |2fl| = V2 et zy = J_("r + ‘“;) donc zZy = x@ewﬂ.
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Ensuite, |32| = 2 et Zy = Q(E lz) ydonc z, = 2e

_ —ur /6
2 2 '

De plus, |2-’3| =4 +12 =4 et 73 = 4(_% + g’%),donc 2y = qelrm/3

Enfin, Zg4 = B ow {—g:] = EE_ETT"IE.

Bilan: z, = V3e' 4, Zy = 216, = ge2m/3, Z4 = 5e/2,

<3

2. On calcule séparément : (1 4 5)10 = 25 LL09m/4 _ 25 51m/2 _ 35, De méme,
(V3 —2)® = 26 e—tr = _64 . Par conséquent, Z — 32 L

4 — gt

3.0na 1 4 4/3 = ZEE’J’U@, donc (1 + g’.ﬁ)ﬂ — 2™ /3 Ce nombre non nul est réel si et
seulement si E"‘:ﬂ’ﬁﬁ — 41, C'est-a-dire ﬂg—fr € mf . C'est le cas si et seulement si 7. est

un multiplede 3.

Corrigé de I'exercice 7 : Exponentielle complexe et argument

1. On factorise par I'angle moitié :

1+ e = eé@/Q(E—z'EUQ + eigm) = QCOS% et?/2

or 8 € ]—m [, donc g = ]—%: %[ et cosg > 0 . L'écriture obtenue est donc bien une

forme trigonométrique. Le module vaut ECOSE et un argument est g .

La figure ci-dessous illustre ce résultat. Les points 0O, 1, 1+ et et 2@ forment un losange de

coté 1 .Sadiagonale issue de ( est donc la bissectrice de I'angle § .



el 1+ ef

ie
M
2
/1

losange : la diagonale est la bissectrice, de longueur 2cos§

2. On met en facteur I'exponentielle de I'angle moyen :

o+ 8 o — 8 o —

: i ? 5 —1
Par la formule d'Euler, ,io 4 ou8 — 9.2 g B Eﬁﬂ -lz_ ’ et
_ o+
eta — B = 24sin~— E EE& 2

3. Posons z = & + 1y . Alors oz — o7 o1, et |Eéy| = \/‘.;og?y + gin? y = 1.Par
multiplicativité du module, |E~F«"| = T |EW| — T ,car e > 1(.Donc |g—3| — ERE':*?’:'.

4. D'abord, 1 4 43 = 2¢"/3.Avec z = & + 4y, léquation s'écrit oz LW — 9,t7/3 . Par
unicité du module et de I'argument, eT = 2 et y = % modulo Zir . Les solutions sont les

1n2+£(g+2kﬂ), k € & .Ensuite, —] — egww,donc T =1 et ¥ = 7. Les
solutions de =% = —]1 sontles {EE&: —+ l}iﬂ , ke #.
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Corrigé de I'exercice 8 : Formule de Moivre

1. Notons ¢ = cosf et s = sind. Parla formule de Moivre puis le binéme :

cos 36 + isin 30 = (¢ + is)g = ¢3 — 3cs2 4+ i(ScQ s — 33)

On identifie les parties réelles, puis on remplace 52 par 1 —¢2 : cos38 = 2 — 3¢ —+ 3c3.
De méme, avec 4 — ] — 54, la partie imaginaire vaut 35 — 352 — 52 . Ainsi,
cos 30 = 4cos36 — 3cosf et gin 38 = 3sind — 4sin®F -

2. La partie réellede (¢ + 3'5:1‘1 vaut ¢4 — 6c2 52 4+ 5% . Enremplacant 52 par 1 — -2 :
cos 460 = c4 —6¢c2 4+ 6t +1 —2c2 4+ c4.
Donc cos 48 = 8cos?d — 8cosd + 1. On peut vérifier avec cos 48 = 2cos228 — 1.

3. Posons ¢ = cos% . D'aprés la question 1, 4¢3 — 3¢ = cos% = % . En multipliant par 2, on

obtient 8-3 — 6 = 1.Donc cos% est solutionde 8+3 —6r—1=10.

4. On divise numérateur et dénominateur par cos3f ?é 0

3sinf — 4sin’e _ 3t(1 +t2) — 413
4cos3f — Jcosf — 4 — 3(1 + t2)

tan 368 =

3t — 3
1—3t2°

1

cogld

car — 1 4 #2 . Apres simplification, tan 38 =

Corrigé de I'exercice 9 : Linéarisation

1. Par la formule d'Euler et le binOme :

dvz % —% -3z
3. _ ¢ + 3etT 4 3e + e __ 2cos 3z + bcos z,
cos® x = g = g

Donc cosd z = %cos 3r + %cos x , et une primitive est %sin 3r + %sin T -



2.0na ging = % et {2@14 — 16. Le binbme donne alors
efT — 4217 4 § —4e=210 4 e—HT  Qcosdx — 8cos 2z + 6,

4. _
T = 16 16

sin

Ainsi, sin?r = %cos dr — %cos 2r 4 % .

3. Onintegre terme a terme la forme linéarisée :

/2
.

__|sindzx sin 2x 3T
I'= S5 =771 +%

Or gin 2w = 0 et sinwo = 0.Parconséquent, [ — Fi—

La figure ci-dessous montre que la forme linéarisée coincide avec gin% 1 . L'aire colorée sous la courbe

entre (0 et E—T vaut ?i—g ~ 0,59.

1. — Yy =sin?x
I y=%(cos4x—4cos2x+3)
10- aire =31
0.8 -
0.6 -
0.4 -
0.2 -
0.0
; % : 7 "

n 1 —cosdu |

4. On utilise sin 2 = 2s8in rcos £, PUis sin“ uw = 5
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5in? 2z 1l —cosdzx.

2$COSQ$:T: g

sin

- %cos dx.

ool

Donc sin? zcosd z =

Corrigé de I'exercice 10 : Factorisation et sommes

trigonométriques

q P_"‘E . /
e 2 .Onprend la partie réelle des deux

. +q p—
membres. On obtient g P -+ cos g = jcggp 5 gc@gp 7 g .

1. D'aprés l'exercice 7, otP 4 o8 — 9cogf

2. Avec p = 3x et § = I |'équation devient 2cos 2xcos z = (0. D'une part,
cos 2z = 0 équivauta 2r = %4— kar . D'autre part, cosx = (0 équivaut a

T = % + k7 . Les solutions sont les réels % + %’T et E—T +km,avec ke 7.

mn

. JRY .
3.0na Cpt+15, = Z (e5)" . comme = g;‘ 2mf laraison etr estdifférentede 1.La
k=0
somme géométrique et I'angle moitié donnent
(n+D)x -
: . +1)x . n+1l)x
. 63(n+1)5’5 —1 e’ 2 sm% ;AL 5111%
Cp+iS, = w1 15 . 1 =e? sinZ
¢ e ?siny 2

Le quotient des sinus est réel. On sépare donc parties réelle et imaginaire. Ainsi,

. 1 . . 1
casﬂsmi—n-'_ Jz smEsmi—n-l_ )z

L 7 et ¢ _ PM2 7.
no sin% n sin%

4. Si x € 2mF, alors cos(kxz) = 1l et sin(kz) = O pourtout k.Dans ce cas,
C.=n+1let S, =0.

Point de méthode : pour une somme de cosinus en progression arithmétique, on passe par la somme
géométrique des exponentielles, puis on factorise numérateur et dénominateur par I'angle moitié.



Corrigé de I'exercice 11 : Racines carrées d'un complexe

Dans chaque cas, on cherche 2z = x 4+ iy telque z2 — 4y, avec les trois équations
2 —y? = Re(w), z2+y? = |uw| et 22y = Im(w).

1. Ici [3—42 = 5.0nobtient 2 —y2 =3 et £2 4+ y2 = 5,donc £2 = 4 et
yg = 1.Deplus, Yy = —2 <0 ,donc = et ¥ sontde signes contraires. Les racines
carréessont 2 —; et —2 4 1.

2.1ci |84 63| = 10.0nobtient £2 = g et 2 =1,avec £y = 3> 0. Les racines
carréessont 3 +: et —3 — ;. Eneffet, {3+£}2:9+6i—1:8+6i.

3.1c |-15 —8: = 225 + 64 = 17 .Onobtient 2 —y2 = —15 et £+ y2 = 17,
donc 2 =1 et y2 = 16.Ensuite, £y = —4% < 0. Les racines carrées sont 1 — 4;
et —1+4:.0nvérifie: (1—44)2=1-8i—16 = —15—8.

4. Méthode algébrique: £2 —y2 =10, 2+ y2 =2et zy =1.Donc z2 =y2 =1,

avec T et ¥ de méme signe. Méthode exponentielle: 9, — 25”;”2 , dont les racines carrées
sont ZI:&EWM = +(1 +z) - Les deux méthodes donnent 1 + 1 et —1—3.

Corrigé de I'exercice 12 : Equations du second degré

1. Lediscriminantvaut A = (3 + z':lg —4(44+32) =846 —16—-122 = -8 — 6.

Cherchons uneracine carrée § = = + 1y : o2 —y2 = -8, x2 4 y2 =10 et
Ty = -3 Donc rd =1, yz_ = 9,et § = ] — 32 convient. Les solutions sont
3+ﬁ—51_375 et 3—i_ﬁ_gl—i_gﬁ.Cesont 9 — 4 et 14 2¢.0n vérifie : leur somme vaut
3+ 12 etleurproduit 2 —2 4+ 42 +2 =4 4 3z.
2.lcd A=1-4=-3 = @ﬂ}g. Les solutions sont _1%“@ = g et
—1—u3 _ 3
2 =7
3. Oncalcule A — 4co0328 — 4 — —4ginZd = (ﬁising}g . Les solutions sont donc

cosd + 25ind . Ce sont =18 et -—:1f, confondues si et seulementsi & c 77 .
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4, Posons % — =z2.Ll'équation devient 72 _g7 + 25 = 0, de discriminant
36 — 100 = —64 = {Sﬁ)E.Ainsi, Z = 3442 0u Z = 3 — 44 .Ensuite, les racines
carréesde 3 + 4z sont (24 1), car (24 1)% = 3 + 44 Par conjugaison, celles de
3 — 47 sont (2 —1).Les quatre solutionssont 2 +1, —2—3, 22— et
-2+ 1.

5. Deux complexes de somme 5 et de produit F sont les solutions de z2 — 5z + p = 0.Ici, on

résout z2 — 9z 4+ 5 = 0, dediscriminant —16 = (43'}2 . Les deux nombres cherchés
sont 1427 et 1 —23.

Corrigé de I'exercice 13 : Racines n-iemes de l'unité

1. Les racines sixiemes de I'unité sont les tAm/3  pour k de 0 & 5.Cesont 1, % )

1, 43 _ 1 3 1 3
-3+ b gy et 5

’

22|

2. 0na 5P — (miﬂjk .Si m divise P,alors ,,p — Eszr pln _ 1. etlasommevaut 7.

_ . pn
Sinon, w® ?é 1, et la somme géométrique donne ﬁ = 0,car uP" = 1.Lasomme
vaut nsi n|p,et 0 sinon.
e 0+1 1 (n—1)/2
3. Le produit vaut Hmk — Tl D) ne—D)/2 o
k=0
- aln—1) . . . s sz
Lrn—1/2 _ 2w =g~ _ _im(n—1).Le produit des racines n-iemes de I'unité vaut

(L.

4. On développe chaque terme par le binbme, puis on échange les sommes :
n—1 n n n—1 L
n
E (1 + wk) = E (p)gwp.
k=10 p=0 k=10
D'apres la question 2, la somme intérieure vaut 7. si 7 | p,et 0 sinon.Or,pour 0 < p < n,

les seuls multiples de 7t sont [0 et 7. Il reste donc n(%) + n(m) .La somme vaut 2 .

Par exemple, pour 1, = 2,ontrouve 922 4+ 02 = 4.



Corrigé de I'exercice 14 : Racines n-iemes d'un complexe

1. Onécrit _g; — 8o %"/2. Les solutions sont les Eeé(_% + %TW) ,pour k € 4{0,1,2}.
Leurs arguments sont —%—T , E—T et %‘T Les solutionssont 3 —;, 2: et —/3 —3z.0n
vérifie par exemple {23’)3 — 843 — —8;.

2. D'abord, |-8 +8:V3| = 8/TF3 = 16, et —§ + 843 = 15(_% 4 %) — 162t7/3
Les solutions sont donc les Zeé(% + %ﬁ) ,pour & € 40,1,2,3}. Cesont 3+,

1433, —3 —z et 1 — /3 . Vérifions la premiére : {\G + g’}g = 2 4 233, puis
2+20V3)2 =4 4+8W3-12 = -8 4813

La figure ci-dessous place ces quatre solutions. Elles forment un carré inscrit dans le cercle de centre (&
et de rayon 2, car on passe de I'une a la suivante par multiplication par 1z .
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—1+iV3

carré inscrit dans le cercle de rayon 2

3. D'abord, =z = 0 estsolution. Soit maintenant = f,é Q une solution. En prenant les modules,
|,2;|5 — |z.'| , donc |,g|'1 =1 et |z| = 1.Alors 3 — =
Réciproquement, si zb — 1, alors |z| =let & Ef

, et I'équation devient z6 — 1 .
Les solutions sont [ etles

six racines sixiemes de l'unité, soit sept solutions.

Corrigé de I'exercice 15 : Transformations du plan complexe

1. On applique le théoréme du cours sur les applications z — az + b .



Pour fl, @ — 1 :c'estla translation de vecteur d'affixe 2 — z .

Pour fg, 04 =3 — E"j’frfg.Le point fixe vérifie w = 2w + 1 4+ ¢, donc

: ) _
w o= 1 +:_ —; 07 _ ; - C'est la rotation de centre {2(z) et d'angle E—T
— 1

Pour fg, a = —2 estréel. Le point fixe vérifie w = —2w + 3,donc w = 1.C'est
I'nomothétie de centre 1 et de rapport -2 .

Pour f4 e =141 = ﬁefff‘i et le point fixe est (. C'est la composée de la rotation
de centre (' et d'angle g et de I'nomothétie de centre (& et de rapport 5.

2. On calcule fg(ljl =2+14+2 =142z, puis f2{3:l = 3+ +1+12 =142 Enfin,
fg{ﬁ +2:) =21 —241+42= -1+ 3% Ainsi, A’(l + 22}, B’{l +41) et
C’(—l—i—Bﬂ'}.Deplus, NA=[l-2=vZet A = L4+2: -2 =143 =2

, ce qui confirme que la rotation conserve les distances au centre.

La figure ci-dessous montre le triangle A B¢C etsonimage A/RB’¢c’ . On voit le quart de tour autour
de 2 quienvoie A sur A'.
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N / B'(1 + 4i)
C'(—=1+ 3i)
3_
N \, A’(]_—I— .C
V4
,/
’
,/
1 ¢ >
Qi) \)2
~
\\
0 h
A B
—1 T T T T T
-2 -1 0 1 2 3 4
3. On compose : fgl:fg{z)) =(-224+3)+14+1= -2tz +14+4
0 = —9; — 9. /2 . Le point fixe vérifie w(l 4 22) = 1+ 42, donc
(1+4i)(1—2¢) 1-2{4+45+8  9+2i
- 5 - 5 - 5
fEOfB est la similitude de centre g—ggé,d'angle —n etderapport 2.

4. Une rotation de centre ' et d'angle 5' s'écrit zf —w = e"-:'g{z — w} . Ici,

1_e wrf3 _ 1

1_ /3,
2t
Z’=(§+ g)

+1+J_+

ﬁg)

73

=1+%5+

( Jﬁ) . La rotation s'écrit



Corrigé de I'exercice 16 : Triangle équilatéral

1. Le nombre 7 estune racine cubique de l'unité différente de 1 . Donc

_ 3 o .
14+ 71+ jg = 11 _j;]. — () . Ensuite, _jr'z = Ewe‘h’”ﬁ — l,g'F'E’J‘E'FB.COmme
%‘T — %4- J4r , on obtient E'*:”‘Tﬁ — _j-g_

2. Par définition, A B est équilatéral direct si et seulement si
c—a=e"3(b—a) = —52(b—q) . Cette éqalité¢ s'écrit ¢ + 72b — (1 + 5%)a = 0.
or —(1+ jgj = 7, d'ol la condition ja + j’gb + ¢ = 0 . On multiplie enfin par j-g , qui
est non nul. Comme jg =1 et j"i = j’ , on obtient une condition équivalente. Ainsi,
ABC estéquilatéral direct si et seulementsi g b7 + cjg =0.

3.Avec a =1, b=jet ¢ = jg , on calcule
1479 _|_j'2-j2 = 1_|_j-'2 -|_j4 = 1_|_jf2 + 7 = 0. Le triangle de sommets [,
7, 72 estdonc équilatéral direct.

4. La condition s'écrit 0 + 25 4 cjg = 0,donc ¢ = —25 / jg = _gji,car 1/:,{ = jg_

Or jﬁ _ 1 3 ponc c

= 737y
rotation de centre (0 et d'angle

1 + #v3. On retrouve bien 9,%7/3 ,image de 2 par la

walg ||

Point de méthode : une configuration géométrique définie par une rotation se traduit par une égalité
c—a = Eﬁﬁ'{b — a} ; on la manipule ensuite algébriquement.

Corrigé de I'exercice 17 : L'équation (z+1)"n = (z-1)"n

1. Pour z = 1,le membre de gauche vaut 2™ et celui de droite vaut 0 .Donc 1 n'est pas
solution.

T
2. Soit =z ?é 1.Comme (z — l}ﬂ ?‘3 0, I'équation (E') équivaut a (3 + i) — 1 .Deplus,
=

i i % — ] impliquerait z 4+ 1 = z — 1, ce qui est impossible. Ainsi, . est solution si et
seulement si z t } est une racine n-ieme de l'unité différente de 1.
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3. Soit ?é 1 dans U, . L'équation zii — 7 équivauta 2z +1 = wuz — u, soit

z(u—1) = w41, donc ,z—TH_l Prenons o, — p2tkm/n avec 1<k <n-—1.

—u—1". .
L'angle moitie donne 4, 41 = Ecos}% E?k’”ﬁr” et 4 —1 = Eisin}%’r Eﬁk’frf”. Comme

k%r c ][j] W[ , le sinus est non nul, et

P cos(km/mn) _ .cos(km/n)
E = esin(kn/n) — sin(km/n)

Enfin, la cotangente est strictement décroissante sur |0, 7r[ , donc les # sont distincts.

L'équation a exactement . — 1 solutions, les Zp = —g’.;ot}% , 1<k<n-1.
. . n n
4. Si z est solution, on prend les modules : |z +1|" = |z —1|",donc |z +1| = |z —1]. Le
point d'affixe .z est donc équidistant des points d'affixes —1 et 1. Il est sur la médiatrice de ce
segment, c'est-a-dire sur I'axe imaginaire. Pour n. = & ,o0na c:ot% = V3, .:otTS—T = % et

et /3.

LN
5l

cot% = 0. Les solutions pour 7 =  sont —3/3, —% y 0,

La figure ci-dessous place les cing solutions obtenues pour . = & . Elles sont toutes alignées sur l'axe
imaginaire, médiatrice du segment joignant —1 et 1.



2 -
@z =jV3
1 i
Za = L
@ <4 S
-1 1
0 u ®Z==0n=m
Z, = —-L
@ <2 73
—1 -
@z, =-iV3
_2 .
équidistants de —1 et 1 :|sur la médiatrice, |'axe imjaginaire

-2 -1 0 1 2

Corrigé de I'exercice 18 : Une inégalité dans le disque unité

1. On développe les deux carrés avec |u|3 — 7 . D'abord :

l—wz* = (1 —w2)(1 —wz) =1 —wz — wz + |w|?|z|.

Ensuite, |z — w|2 = |3|2 —zwW — zw + |w|2 . Les termes croisés sont identiques et
disparaissent dans la différence. Il reste 1 4 |’u_.l|2|2:|2 — |,?:|2 — |w|2- Donc la différence vaut

(1= 1) - o) -
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2. D'abord, [wz| = |w||z| <1, donc Wz 1 et 1 — iz 0. Ensuite, les deux facteurs
1— |2:|2 et 1 — |w|2 sont strictement positifs. D'aprés la question 1, |z — w|2 < |1 — mz|2.

On divise par |1 — sz > [, puis on prend la racine carrée. Ainsi, |lz__§;| <1.

3.Si |zl =1et |w|<1, onaencore [Wz| = |w| <1, doncledénominateur est non nul. De
plus, le produit de la question 1 est nul, car 1 — |,g;|2 = (0.Donc |l —Wz| = |z —w|. Le
quotient est alors de module 1.

Point de méthode : pour comparer deux modules, on compare leurs carrés, qu'on développe avec

uf? = i .

Corrigé de l'exercice 19 : Sommes binomiales trigonométriques

n .
1. Parlinéarit¢, 4n +1:8, = Z (T};)E‘Ekm . On reconnait la formule du binéme appliquée a 1
k=0

. = .
et egtr.Donc A, +:B, = (1—|—E'3*T) .

2. L'angle moitié donne 1 + g% = 2.;05% e%/2 pour tout réel & . Par conséquent,

. -
(1 + Em:) = Eﬂcosﬂ% Ewmﬁ . Le facteur Eﬂcos”% est réel. On sépare donc parties réelle

et imaginaire. On obtient A, = 2 cos®fcos™y et B, = 2 cos™gsinT .

3. Pour £ = %,on a cosf&—r — 97 1/2 4onc chosﬂ% _ 972 pinsi,
A, = Eﬂmcosﬂ—ﬂ et B, = znfgsinﬂ—ﬁ.Pour n = 2, laformule donne
Aqy = Ecos% =0 et By = Esina—r = 2. Directement,
Ag =1+ Ecos% +cosm =0 et By =0+ Esin% + sinmm = 2. Les résultats
concordent.

Corrigé de I'exercice 20 : Probleme : le pentagone régulier

1. Le nombre w vérifie 5 = 1 et w ?é 1. Par la somme géométrique,



14w+ w? + wd 4wt = 11__“5 . Cette somme est donc nulle.

2. Comme |w|=1,0ona w4 =w1=met , 3= 2. Ainsi u:m—i—ﬁ:?cos%ﬁ et

Y o= 2.;;.;3.5453 . Ensuite, d'apreés la question 1, 1 -+ v = —1 . Enfin, on développe le produit
en utilisant 5 = 1
wv = wd +wd+ Wl w' =wd +wt+w w2 =—-1.
dar dar _ .
Donc v = 2cosT , v = 2cosg u+v=-1e yv=-1.

3. Deux nombres de somme —1 et de produit —1 sont les solutionsde X2 4+ X —1 = 0. Son
discriminant vaut 5, donc ses solutions sont =1 +v5 et ~1— /5 Or %’T € ]D, %[ , donc

2 2
w > 0. Par conséquent, ¢ — % On en déduit cos%ﬂ = %
4, Ona cos% = —cos(ﬂ — %—T) = —cosé—ﬂ = —%.Or Y o= %ﬁ . Donc

r_ 1+/5

5. On calcule le carré du module : |1 — ﬂ_,.l|2 = {1 — w}{l — E} = 9 _ {w + m} = 9 _ 2.;05%”.
Ainsi, £2 — 9 _1@2—1 = 5 _2”@ Le coté du pentagone vaut ¢ — '.,-"F%{E ~ 1,176-

Point de méthode : regrouper une racine de I'unité avec son conjuguée fait apparaitre des cosinus ; les
relations entre coefficients et racines donnent ensuite une équation du second degré.

Corrigé de l'exercice 21 : Probleme : un produit de sinus

1. Dans la factorisation admise, le facteur d'indice j = [ vaut z — 1. Ainsi,

z2m—1=(z - 1}ﬁl{z — wX) . Par ailleurs, la somme géométrique donne
k=
z"—1=(z - l}z zk Pour =z % 1, on simplifie par 2z — 1 ?é 0, d'ou I'égalité. Pour
z = 1, les deux rfe?ngres sont des fonctions polynomiales, donc continues. On prend
z =1+ % et on fait tendre ™M vers oo . L'égalité ﬂl:f@: —wk) = nilzk vaut
k=1 k=0

donc pourtout = < C.
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2.

3.

n—1
On applique la question 1 en z = 1 . Le membre de droite vaut Z 1 = n.Donc

1 k=0
n—
H{l—wk} =n.
k=1
On factorise par I'angle moitié :
1 — wk = eikw/n(e—ikﬂ'/n . eik'zr/n) _ QESIHkW ik'n'/n.

Le module vaut donc 2|51n = | Or n € |0, [ pour 1 <% < n—1,donccesinus est

strictement positif. Ainsi, |1 — mk"| = jgln}% .

On prend le module de I'égalité de la question 2. Par multiplicativité du module,

n—1]

Hﬁsm n = n,soit 27T 1H51n— = n . Donc Hsm}% = Enﬂ .Pour n =3,
=1 =1 k=1

ona smgsm% = 5 ,etla formule donne bien % Pour m = 4,o0na g ¥ 1% % — % ,

3
2
4
B

] [l

et la formule donne
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