Cours de maths en L1

Matrices et changement de base

. Matrice d'une application linéaire dans des bases

Dans tout le chapitre, [K désigne R ou (C.Lesespaces FE et F' sontde dimension finie. On note
p=dim E et n=dim F . Une application linéaire est entiérement déterminée par les images des
vecteurs d'une base. Ainsi, pour la décrire, il suffit de ranger ces images dans un tableau. Ce tableau est la

matrice de I'application.

1. Définition

Soit B = I:E‘l,- . -,Ep:] unebasede F et C= I:J::I,- . ,fﬂ:l une base de F' . Soit

u € L(E,F).Pourtout 7, on écrit U{E'j-:' = Zlﬂ,{;jfi; . La matrice

Matgjc{u} = {aéj:' = Mn,p([K:' est la matrice de  dansles bases B et (.Sa colonne

numéro j contient les coordonnées de U':E'j:' dans C.

La matrice a donc autant de colonnes que la dimension de I'espace de départ. Elle a autant de lignes que
la dimension de I'espace d'arrivée. Lorsque F = F' et B =, on note simplement Matg(u) , qui
est une matrice carrée.

Soit u I'endomorphisme de R2 défini par u(z,y) = (z—v, £+2y) . Dans la base canonique
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(eq,eq),ona uleg)=(1,1) et u(eq)=(~1,2).Parconséquent :

Matg(u)= (11 _21)

Comme le montre la figure ci-dessous, les colonnes décrivent I'image du carré unité : c'est le
parallélogramme construit sur U{El} et U(EE} :

3 3
base canonique
2 - 2 f(E'Z):(—].,Z)
e

14 2 1- fler) = (1]1)

0 > e 0
-1 -1
—2 -2

image du carré|unité

-3 -3

3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

Soit T:Ro[X]—R%, P —(P(0),P(L).Dans les bases canoniques (1,X,X2) et (eg,eq)
,oncaleue T(1)=(1,1), T(X)=(0,1) et T(X?)=(0,1).D'ol une matrice a 2 lignes et 3
colonnes :

Mat(T)=(; 1, 1)




2. Calcul des coordonnées de I'image

Proposition :

Soit x € FE de colonne de coordonnées X dans B ,et ¥ lacolonne des coordonnées de
u(zr) dans C.Si A=Matgc(u),alors ¥ =AX .

Démonstration :

Ecrivons * — Z‘ﬁjej . Par linéarité, on obtient :

P n n P
wz)=) r, ”(%)=ij Z;wfle( Zj’*z'j%)fe‘*
7=1 1= 1 =1 3=

La coordonnée numéro 3 de u{x) vaut donc Z %45% 5. C'est exactement le coefficient 4 de
3

AX .

Méthode :

Pour écrire la matrice de u dans les bases B et ( :d'abord, calculez I'image de chaque vecteur
de B ; ensuite, décomposez-la dans ( ; enfin, rangez les coordonnées en colonne, dans l'ordre de
B . Ne mettez jamais les images en ligne.
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La matrice dépend des bases choisies. Changer I'ordre des vecteurs de 18 permute les colonnes. De
méme, changer l'ordre des vecteurs de (& permute les lignes.

Il. Opérations sur les applications et sur les matrices

Le passage d'une application a sa matrice respecte les opérations. C'est ce qui rend le calcul matriciel si
efficace. En effet, toute question sur des applications linéaires en dimension finie se raméne a un calcul.

1. L'isomorphisme entre applications et matrices

Théoreme :

Lesbases B et C étant fixées, l'application &:L(F,F)— My p(K), u— Matg c(u)
est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En particulier, dimﬂ{E,F} =np.

Démonstration :

D'abord, <F est linéaire. En effet, les coordonnées de (}1 U‘|""’-":' ':ffj,':' =A U{Ej':'+ﬂ':€j':' sont
les combinaisons correspondantes des coordonnées. Ensuite, < est bijective. Soit A= ':ﬂﬁ'j:'
une matrice. D'aprées le théoreme de construction par I'image d'une base, il existe une unique u

telle que “{Ej} = z G:-jjfa' pour tout 7 . Autrement dit, 4 a un unique antécédent. Enfin,
T
dim Mg, p(K)=mnp , d'ou la dimension de L(E,F').

Par cet isomorphisme, la base canonique I:Eg'j:l de Mp p(K) correspond a une base de L{E F').
L'application associée & 45 envoie €5 sur fﬁ- etles autres €k sur 0.



2. Matrice d'une composée et produit matriciel

Théoréme :

Soit (G un troisitme espace, de base D .Pour u € L{E,F)et veEL(FG),ona:

Matg p(ve u)=Mate p(v)x Matpg ¢(u).

Démonstration :

Notons A4 la matricede 4 et B cellede v.Soit < E decolonne X .D'aprésla

proposition précédente, u(z) a pour colonne A X . Ensuite, w{u(z)) a pour colonne
B(AX)=(BA)X . Appliquons cecia * = €, dont la colonne est le vecteur élémentaire
E'j Lacolonne 7 delamatricede vowu vautdonc (BA)E;, quiestlacolonne j de
BA .

Ce théoreme explique la définition, a premiere vue étrange, du produit matriciel. De plus, il donne
gratuitement l'associativité du produit, car la composition est associative. Enfin, il explique la non-
commutativité : en général, wo u?é wo .

. . cosd —sind
La rotation g du plan a pour matrice Ry= (,sin[ﬂthctcta?] cosd

Comme T8°Tw="g1p , onobtient Fg Hep = FHg4yp. En développant le produit, on retrouve
les formules d'addition du cosinus et du sinus.

) dans la base canonique.
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Théoréme :

On suppose dim E =dim F'=n .Alors u € L{E,F) estunisomorphisme si et seulement si
A =Matp c(u) estinversible. Dans ce cas, Mate g(u—1)=A71,

Démonstration :

Supposons que u est bijective, et notons B la matrice de ¢, —1. Par le théoréme de
composition, BA =Matg(u—low)=1I,.Deméme, AB=1TI, Donc A estinversible,
d'inverse B . Réciproquement, supposons A inversible. Soit v I'application de matrice 4 —1
dans les bases C et 18 .Alors ve u apour matrice A—1A— I, donc wowu=idg .De
méme, wuo v=1dF .Ainsi U est bijective.

Corollaire :

Soit A€M, (K). Les assertions suivantes sont équivalentes : A est inversible ; les colonnes de
A formentune basede K™ ;ilexiste B telleque AB=1I, ;ilexiste B telle que
BA=1,.

Le dernier point repose sur la dimension finie. En effet, une application linéaire entre espaces de méme
dimension finie est bijective des qu'elle est injective, ou des qu'elle est surjective. C'est pourquoi un
inverse d'un seul coté suffit pour les matrices carrées.

lll. Matrice de passage et formules de changement de base

Un méme vecteur a des coordonnées différentes dans deux bases. De méme, un méme endomorphisme a



des matrices différentes. Les formules de changement de base relient ces descriptions. Elles permettent
de choisir une base ou la matrice est simple.

1. Matrice de passage

Définition :

. . N . /
Soit B et B’ deux basesde F.Lla matricedepassagede B a B’',notée PE , est |a
matrice dont la colonne § contient les coordonnées du vecteur E;- dans /8 . Autrement dit,
B.-" . .
Py =Matg glidg).

Remarque :

Retenez I'ordre : on exprime les nouveaux vecteurs dans I'ancienne base. Par ailleurs, la matrice de

passage est toujours inversible, car elle représente I'identité. Plus précisément, (P%f)_l = PE; .

Proposition :

Soit © &£ E ,decolonne X dans B et X/ dans g’.Si P:PBf,anrs Xx=prx',
B
donc x'=p—-lx.

Démonstration :

On applique la proposition ¥ = AX & 1dg ,aveclabase B’ audépartet B alarrivée.
L'image de & est & lui-méme. Sa colonne dans B vautdonc pPXx/.
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Dans [R2, prenons = (1,0) et Uy = (1,—1). La matrice de passage de la base canonique a
B = {ul,uz) est P= ( % _11) . On vérifie que P2= Iy,donc p—1— p .Pour
v=(3,-1), ontrouve X'=PX =(2,1). Autrement dit, ¥ =2u;+%ug , comme le montre la

figure ci-dessous.

2.0
dans B:v=(3, —1)
dans B :v=(2,1)

1.5 1
1.0_ Aez
0.5 -

0.0 > -

—0.5 - \\

—1.0 -
u> v
_15 4

-2.0 - - : ; -

2. Formules de changement de base

Théoreme :

Soit u€L(E,F).Onnote A samatricedans (B,C) et A’ samatricedans (B'.C’).
Soit P = PEF et 0= PEI . Alors :

Al=Q7lAP



En particulier, pour un endomorphisme % de K ,avec A=Matg(u) et A’ = Mat g/ (1),
ona A'=p-lap.

Démonstration :

Onécrit u =1d o ueld i, en munissant chaque espace de la base adaptée. D'un coté, u de
(E,B") vers (FC) s‘¢crit uoldg, dematrice AP .De l'autre, il s'écrit id o u, de
matrice QA’. Par conséquent AP = QAI ,puis A’ = Q_lAP car & estinversible.

Le diagramme ci-dessous résume la démonstration. Les deux chemins de {E,Bf:l vers (FC)
représentent la méme application ; ils ont donc la méme matrice.

f: matrice A

(E, B) > (F, C)
A A
idg : matrice P idr : matrice Q

AP = QA’
donc A'=Q AP

(E, B) > (F, C)
f: matrice A’

Méthode :
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Pour appliquer la formule de changement de base a un endomorphisme : d'abord, écrivez P en
placant en colonnes les nouveaux vecteurs exprimés dans I'ancienne base. Ensuite, calculez p—1,
par exemple en résolvant P X/ — X .Enfin, calculez P—1 4 P . Souvent, il est plus rapide de
calculer directement u{eg} et de le décomposer dans B/ : cela donne la colonne 7 de A/

sans aucun inverse.

Soit u I'endomorphisme de [R2 de matrice A:(% é) dans la base canonique. Avec

uy=(1,0) et uy=(1,~1}, onobtient u(uy)=(3,0)=3u; et ulug)=(2,-2)=2u,.
Donc la matrice de u dans g’ est diagonale :

P_lAP:(% g)

On en déduit, par exemple, A% =P diag(Sk,Ek) P—1 pour tout entier % .

IV. Matrices équivalentes, matrices semblables et rang

Les formules précédentes conduisent a deux relations entre matrices. La premiere concerne les
applications entre deux espaces ; la seconde, les endomorphismes.

1. Deux relations d'équivalence

Définition :

Deux matrices A,B € Mp p(K) sont équivalentes s'il existe @€ GL,(K) et
Pe GLp(K) tellesque B =@ 1A P.Deux matrices carrées A,B & M, (K) sont
semblables s'il existe P& GLy(K) teleque B=p—1l4p.




Ainsi, deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles représentent la méme application linéaire
dans des couples de bases différents. De méme, deux matrices sont semblables si et seulement si elles
représentent le méme endomorphisme dans deux bases. Ce sont des relations d'équivalence. De plus,
deux matrices semblables sont équivalentes : il suffit de prendre &' =P,

2. Rang d'une matrice

Définition :

Le rang d'une matrice A € Mun, p(K) est le rang de la famille de ses colonnes, vues comme
vecteursde K™ .Onlenote rg(A).

Proposition :

Si A=Matg (), alors rg(d)=rgu)=dimImu.Enoutre, rg(d)<min(n,p),et
A€ M, (K) estinversible si et seulementsi rg(d)=n.

En effet, Im w est engendrée par les u{ej}. Or l'application « coordonnées dans . » est un
isomorphisme de F' sur K™ . Elle envoie donc la famille des u{ejj sur la famille des colonnes, et un
isomorphisme conserve le rang d'une famille.

Théoreme :

Une matrice A € My p(K) estderang 7 siet seulement si elle est équivalente & la matrice
Jp,quiades 1 auxplaces (1,1},...(rr) etdes O ailleurs. Par conséquent, deux matrices
de méme taille sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.

Démonstration :
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Soit u Il'application canoniquement associéea A ,derang 7. Parlethéoreme durang, ker w
est de dimension P—7 . Soit S unsupplémentaire de ker u,debase (e}, ..e}).0n
compléete par une base I:E:,_|_1,- . -,Ef.;.:l du noyau. Les vecteurs fi = u(eg} ,pour < T,
forment une base de Im wu :eneffet, % restreintea S estinjective. Onles compléte en une
base de K™ . Dans ces nouvelles bases, la matrice de u est exactement J, . Réciproquement,

Q_IAP ale méme rang que A , car multiplier par une matrice inversible ne change pas le
rang.

La figure ci-dessous illustre cette construction pour u(x,y) = (x+2y, 2c+4y), de rang 1. Le vecteur
el =(1,0) est hors du noyau, et ef=(2,—1) engendre le noyau. Ensuite, f{ =u(e)=(1,2)
engendre I'image. On compléte par fé =(0, 1) et la matrice devient J1.

— noyau : x+2y=0
— image : Vect(l, 2)

-3 -2 -1 0 1 2 3



Théoreme :

Pour toute matrice 4 ,ona rg(AT} =rg(A) . Autrement dit, le rang des colonnes est égal au
rang des lignes.

Démonstration :

Soit = rg{A} .Onécrit A= QJ,I,,P_I, avec P et €} inversibles. En transposant,
ATz{P—leJ?QT.Or les matrices (P—l}T et @7 sontinversibles, et JZI estla
matrice J, detaille PX 7 ,derang r.Donc rg(AT)=r.

3. Calcul pratique du rang

Méthode :

Pour calculer le rang d'une matrice, utilisez la méthode du pivot de Gauss. Les opérations
élémentaires sur les lignes (échange, multiplication par un scalaire non nul, ajout d'un multiple d'une
autre ligne) reviennent a multiplier a gauche par une matrice inversible. Elles conservent donc le
rang. Grace a la transposition, les opérations sur les colonnes le conservent aussi. On se ramene a
une matrice échelonnée : son rang est le nombre de lignes non nulles.

1 2 1

Pour A:( , B 3) , les opérations L ¢— Lg—2L1 et L34 L3—Li donnent les
1 &3 2

lignes (0,1,1) et (0,1,1).Ensuite, L34 L3—Lgy annule la derniére ligne. Il reste deux lignes

non nulles, donc rg(A)=2.
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Deux matrices de méme rang sont équivalentes, mais pas forcément semblables. Par exemple,
( %j 8) et (% %]) sont de rang 1. Cependant, la premiére est un projecteur, alors que le carré de

la seconde est nul. Elles ne peuvent donc pas représenter le méme endomorphisme.

V. Trace d'une matrice et d'un endomorphisme

La trace est un invariant tres simple a calculer. Elle permet souvent de prouver que deux matrices ne sont
pas semblables.

Définition :

La trace d'une matrice carrée A = ':fli'j‘:' € M (K) est la somme de ses coefficients diagonaux :

T
tr(d)= Z a.. . L'application tr estune forme linéaire sur M., (K}.
1=1

Propriété :

Pour A€ Mpn p(K) et BEMpn(K), ona tr{AB)=tr(BA).

Démonstration :

Les deux produits sont carrés, de tailles 7 et I'.On calcule en échangeant I'ordre des sommes :




Corollaire :

Deux matrices semblables ont la méme trace. En effet, tr(PlAP)=tr(APP1)=1tr(4).
Par conséquent, la trace de la matrice d'un endomorphisme i ne dépend pas de la base choisie : on
'appelle la trace de u, notée tr{w).

Il n'existe pas de matrices A,B € M, (R} tellesque AB—-BA=1I, Eneffet, latrace du
membre de gauche est nulle, alors que  tr(f,)=n+#0.

La trace n'est pas multiplicative : en général, tr(AB)s tr(A) tr(B). De plus, on peut permuter
circulairement les facteurs, tr{ABC) = tr(CAB), mais pas les échanger n'importe comment.

VI. Interpréter matriciellement un projecteur ou une symétrie

Rappelons que si F = F'dy (&, le projecteur P sur F' parallelementa (G vérifie P P=P . la
symétrie s parrapporta F' parallélementa G vérifie sos=1dg,et s=2p—idg. Le bon
choix de base rend leurs matrices trés simples.

Proposition :
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On suppose dim F'= r . Dans une base adaptée a £ = F'd {5, c'est-a-dire obtenue en
concaténant une base de F' etunebasede (7 ,ona:

I 0
Mat(p)=('g o) Mau)=(¢ s, ,

En conséquence, tr{p)=rg(p) et tr(s)=2r—-n.

Démonstration :

Pourunvecteur £ de F',ona p{r)==z et s{zr)=x .Pourunvecteur £ de G ,ona
plx)=0et s(zr)=—x . Les colonnes s'en déduisent immédiatement. Enfin, Im p=F", donc
rg(p)=r, et la trace se lit sur la diagonale.

Méthode :

Pour reconnaitre un projecteur a partir de sa matrice .4 dans une base quelconque : vérifiez que
A2 = A .Ensuite, l''mage est ker(A—T,) etlenoyauest ker A .Pourune symétrie, vérifiez
que A?=1T, ;ellesefaitparrapporta ker(A—1I,]), parallélementa ker(A+41,).

Soit A = (11 8) ,donc  p(x,y) =(z,z).On vérifieque 42— A .Le noyau est la droite
x =10, etl'image est la droite I} d'équation ¥ = I  Ainsi I estla projectionsur I}
parallelement a I'axe des ordonnées. La symétrie associée a pour matrice 2.4 —fq = ( 12 —Dl) . La

figure ci-dessous montre un point 4 , son projeté et son symétrique.




i
;. :
;. b(M)(2; 2)
1_
M(2;0,5)
0

— D =Vect(1,1) : image
—— D' =Vect(0, 1) : noyau

-1 0 1 2 3 4

Dans la base ({1, 1),(0, 1)), adaptée & cette décomposition, la matrice de £ devient diag(1,0).0n
vérifie alors que tr{d)=1=rg(A).

Ce qu'il faut retenir

e Lacolonne 7 de Ma,tgjc{u} contient les coordonnées de U(Ej,':' dans C,et ¥ =4X .
« L'application 1 — Matpg c(u) est unisomorphisme, donc dimL(E,F')=dim Ex dim F' .
¢ La matrice d'une composée est le produit des matrices, dans le méme ordre.
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Un isomorphisme a une matrice inversible, et la matrice de l'inverse est l'inverse de la matrice.

La matrice de passage P contient les nouveaux vecteurs exprimés dans I'ancienne base, et
xXx=prPx'".

Formules de changement de base : A/ = Q_lAP engénéral, A’'— p—14 P pourun
endomorphisme.

Méme taille et méme rang équivaut a matrices équivalentes ; la similitude est plus exigeante.

e Le rang se calcule par le pivot de Gauss, et rg{AT} =rg(d) .

tr(AB} = trl:BA:l , donc deux matrices semblables ont la méme trace.

Un projecteur vérifie 42— 4 et tr{A)=rg(A) ;une symétrie vérifie A2=1,, .

Questions fréquentes sur matrices et changement de base

Dans quel sens écrit-on une matrice de passage ?

La matrice de passage de I'ancienne base B a la nouvelle base B' contient en colonnes les coordonnées
des nouveaux vecteurs exprimés dans I'ancienne base. Elle transforme les nouvelles coordonnées en
anciennes : X = PX'. Pour obtenir les nouvelles coordonnées, il faut donc utiliser I'inverse de P.

Quelle différence entre matrices équivalentes et matrices semblables ?

Deux matrices sont équivalentes si elles représentent la méme application linéaire avec des bases qui
peuvent différer au départ et a I'arrivée : B = Q™ {-1}AP. Elles sont semblables si elles représentent le
méme endomorphisme dans deux bases, avec la méme base au départ et a I'arrivée : B = P~ {-1}AP.
Deux matrices de méme taille sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang, mais la
similitude est bien plus exigeante.

Pourquoi la trace d'un endomorphisme est-elle bien définie ?

Pour toutes matrices A et B de tailles compatibles, tr(AB) = tr(BA). On en déduit que tr(P~{-1}AP) = tr(A),
donc toutes les matrices d'un méme endomorphisme ont la méme trace. C'est cette valeur commune que
I'on appelle la trace de I'endomorphisme.



Comment calculer rapidement le rang d'une matrice ?

On applique la méthode du pivot de Gauss : les opérations élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes
ne changent pas le rang. On se raméne ainsi a une matrice échelonnée, dont le rang est le nombre de
lignes non nulles. Pour une matrice carrée, on peut aussi commencer par le déterminant : s'il est non nul,
le rang est maximal.

Pour aller plus loin en L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur matrices et changement de base

Les solutions : corrigé des exercices sur matrices et changement de base

A maitriser avant : Applications linéaires, Systémes linéaires et calcul matriciel

Chapitre précédent : Applications linéaires

Chapitre suivant : Déterminants

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et la licence de maths de L1 a L3
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