Corrigés des exercices de maths en L1

Matrices et changement de base

Corrigé de I'exercice 1 : Matrice d'une application de R3 dans R?

1. On calcule les images des vecteurs de la base canonique : f(e1)=(1,3), fley)=(2,~1) et
1

f{EB} = l:—l, 1:1. On les range en colonnes : A = (:g —11 ) matrice a 2 lignes et 3
——

colonnes.

2. La colonne des coordonnées de  (1,1,1) est X =(1,1,1)7 . Ainsi
AX =(142-1, 3-1+1)T . on obtient f(1,1,1)=(2,3).

3. On calcule f(“l} = (1! 3:': f':’“g:' = f'il:l 1, D:' = {3: 2:' et f':“gj' = f'il:l 1, 1:' = {2! 3} . Les

coordonnées dans la base canonique de [R< sont les composantes elles-mémes. La matrice

p 3 2
cherchée est (é 9 3).

4. Les deux lignes de .4 ne sont pas proportionnelles, donc rg{A} = 2. Par le théoréme du rang,
dimker f =3—2=1.0nrésout le systétme z+2y—z=0, 3zr—y+z=0.En ajoutant
les deux équations, on obtient 4xz+% =0, donc ¥ =—4x .Ensuite, z=x+2y=—T7r .0On
vérifie la deuxiéme équation : 34+4—7=0.Donc ker f = Vect((1,-4,~7)) .

Point de méthode : les images des vecteurs de la base de départ se rangent toujours en colonnes ; le
nombre de colonnes est la dimension de I'espace de départ.

Corrigé de I'exercice 2 : Matrice de la dérivation

1. ona D(1)=0, D{X)=1, D(X2)=2X et D(X3)=3X2 Enrangeantles
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coordonnées en colonnes :

I
OO
O OO —
O OO
O LoOO

Les seuls coefficients non nuls sont 1, 2, 3 juste au-dessus de la diagonale.

. D'apreés le théoréme de composition, A4 2 est la matricede Do I, c'est-a-dire de la dérivée
seconde. Or DE{XE} =2 et DQ(XB} = 62X , les autres images étant nulles. De méme,

D3(X3)=6.Donc A2 apour seuls coefficients non nuls M3 =2 et Mgy =6 ;
ensuite 43 a pour seul coefficient non nul le coefficient (1, 4}, égal a 6. Enfin, la dérivée
quatriéme d'un polynéme de degré au plus 3 est nulle. Donc gt —0 .

. L'imagede I est Rg[X], de dimension 3. Par conséquent, rg(M )=3 et tr(M)=0,
car la diagonale est nulle.

. L'espace de départ est de dimension 4 et I'espace d'arrivée de dimension 3. La matrice a donc 3

0 1 00
lignes et 4 colonnes. Avec les mémes images, Ma,t{/_'t:l = ( 00 U) . Ainsi, une méme
00 0 3

formule donne des matrices différentes selon les espaces choisis.

Corrigé de I'exercice 3 : Rotations du plan et formules

d'addition

. Le vecteur €71 est unitaire, d'angle polaire 0. Son image est donc le vecteur unitaire d'angle &,
. . ~ kil
soit (cosd,sind).De méme, €3 a pourangle 7 » donc

: : o g —sinf
rolen)= (COS':S‘F%}:WH{S‘I'%:‘) = (—sinf,cosdl) . Ainsi Hp= (]CS?I'SIS cos[ﬂtiﬁ:ata?]) :

. Le produit vaut :

B, Ro—= cosfcosp—sinfsing —cosfsinp—infcosy
0 "¢ 7\ sinfcosp+cosfsin[\vavarphi?] cosB[\covarphi?]—|sinfsinep /)’

Par le théoréme de composition, ce produit est la matricede " §° T = TIE'-F-:,D , C'est-a-dire
Fg+ . Enidentifiant la premiére colonne, cos(@+) = cosficosp—sinfsing et
sin(f+4) = sinfcosp+cosfsing .



3. D'aprés la question précédente, Hg H_g=FHpg=1TIq,etdeméme H_gHsg=T5. Donc
Hy estinversible et Rﬁ._l =FA_g.

4. onlit tr(Rg)=2cosf. Ensuite, Tg estune symétrie si et seulementsi 740 7, =1d , soit
Fop=1Iqn . Celaéquivauta cos28=1 et sin28=0,donca &=0(mod).Les seules
rotations qui sont des symétries sont 1d et —id (symétrie centrale). Leurs traces, 2 et
—2 ,sont bien de la forme Zr—n avec r=2 et r=0.

Corrigé de I'exercice 4 : Coordonnées dans une nouvelle base
du plan

1. Le déterminant de la famille vaut 2x 1-1x1= 1?‘3 0. La famille {ul,ug} est donc libre ;
comme elle a deux vecteurs en dimension 2, c'est une base. Les colonnes de F sont les

coordonnées de i etde ™n dans BB . Ainsi P:(El %)

2. Pour une matrice 2x 2 de déterminant 1, on échange les coefficients diagonaux et on change le
signe des autres. Donc P—1= ( _11 _21) . On vérifie que PP~ 1= Iy,

3. D'aprés laformule X/ — p—1x,onobtient X/ = (3-5, _3_|_1D}T =(-2, ’F}T. Vérifions
—2uy+Tuq=(~4+T, —2+47)=(3,5). Les coordonnées de v dans 3’ sont
(=2,7).

4. Cette fois, on appligue X — px’ avec X'= {1,—1)T .On obtient X = (2-1, 1_1:1T .
Donc w=(1,0)=ey, ce quise lit aussi sur u;—tqy=(1,0).

Point de méthode : I transforme les nouvelles coordonnées en anciennes ; pour aller dans I'autre
sens, il faut p—1.

Corrigé de I'exercice 5 : Calcul de rangs

1. Pour A, lesopérations Lg¢— Lo—4Lj et L3+ L3—TLj donnent (0,—3,—6) et
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(D,—@,—lﬁ:l . Ensuite, Li34— L3—2L5 annule la troisieme ligne. Il reste deux pivots :
rg(A)=2.Pour B, onremarqueque L3=ULj+Ly, etque Li, Ly nesontpas
proportionnelles : rg(B}=2.Pour (', lesopérations Lg4— Lg—2Lj et L34 L3—L;
donnent (0,—3,—1) et (0,—1,1).Puis L3¢-3L3z—Lg donne (0,0,4).1ly a trois pivots :
rg{C} = 3. Enfin, la deuxiéme colonne de F est I'opposée de la premiere, qui est non nulle :
rg(B)=1.Bilan: rg{d)=2, rg(B)=2, rg(C)=3, rg(E)=1.

2. Le rang est invariant par transposition. Donc rg(B1)=2 et rg(ET)=1.

3. Une matrice carrée d'ordre 3 est inversible si et seulement si son rang vaut 3. Ainsi ' est
inversible, alors que .4 ne l'est pas.

Corrigé de I'exercice 6 : Trace et produit de matrices

1. On calcule:

as=(3 9) Ba=({ §)

Les deux produits sont différents, mais tr{AB)=tr(BA)=9.Enrevanche,
tr(A) tr(B)=5x1= 5% 9 : la trace n'est pas multiplicative.

2. D'abord, #11E19=F17 puis Ei9f51=F11, detrace 1. Ensuite, F{1H71 =0, doncle
second produit est nul. On trouve 1 et 0. Par conséquent, on ne peut pas permuter les facteurs
d'un produit de trois matrices n'importe comment sous la trace ; seules les permutations circulaires
sont permises.

3. Supposons AB—BA =1, . Parlinéarité de la trace et par la propriété tr(AB)=tr(BA),

le membre de gauche a une trace nulle. Or tr{f,)=mn>1. C'est une contradiction : de
telles matrices n'existent pas.

Corrigé de l'exercice 7 : Changement de bases pour une

application de R3 dans R?




. On range en colonnes les nouveaux vecteurs exprimés dans les bases canoniques.
1 1 1 1 0
P=[, 1 1]et o= ( ] 1) .
0 &0 1
1 0

. La matrice € a pour déterminant 1. Donc Q_l = ( 21 1).

3

. D'apres la formule de changement de base, Al = Q—lAP . D'abord, les colonnes de AP
sont flvy), f(ug), flvg), déja calculées a l'exercice 1 :

AP=(3 5, 3) @7'4P=(} £, 3)

En effet, multiplier a gauche par Q_l conserve la premiéere ligne et remplace la seconde par
_ r_ {1 3 E)
LQ L]_ . Donc A = ( 2 _1_1 1 .

.ona flug)=(3,2) .or 3w;—wy=(3,3)—(0,1)=(3,2) . Les coordonnées de f(v5)
dans ¢/ sont bien (3,—1), ce quiest la deuxiéme colonnede A/ .

Corrigé de I'exercice 8 : Endomorphisme du plan et puissances

1. On calcule  A(1, 1}T =(4-2, 1—|-1:|T =(2, Z}T, donc f(u1)=2uy. De méme,
A2, 1}T =(8-2, 2_|_1}T = (6, S)T , donc f{ug} = 3t . Le déterminant de {ul,ug}
vaut 1x1-2x1= —l?é 0 : c'est une base. Dans cette base, 1} = (% g) . La figure ci-

dessous montre que f dilate chacune des deux directions propres.
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I,’
L ﬂUZ) = 3U2 ’/,/
3 T ,/, ” "’
4 ’f””
f(ul) :,,Zul //’/
/’/ r””
/l ,"'
,// ’4"
u=A,1)
1A 1 ' -
u =(2,1)
0 7
’;/’/'
I,”’
-1+ T
-1 0 1 2 3 4 5 6 7

2.0na P= (11 %) , de déterminant —1.Donc P—l= (_11 _21) Ensuite, AF = (% g) ,

et un dernier produit donne :

o (=244 & —646)_
PAP= T e sy )=

OO
Lo
"-.+_.-"’

On retrouve bien p—lip_— .

.De A=pppP—1l,ontre 4" =pp"P—1,carlesfacteurs intermédiaires p—1p se
: n
simplifient. or PD" = ( E%F 23%, ) En multipliant a droite par p—1 :
n T
A" _(2:3 =2 2n+1—2[\cdotn?}
3" _2" on+l_g"
14

Pour #n —1, onretrouve bien A .Pour n =32, on obtient ( 3 __1{3) , Ce qui coincide

avec le calcul directde 42 .

. Enposant Z, = I:a:myﬂ:lT , les relations s'écrivent Zn41=AZ,, . Par récurrence,
Z,=A"Zq, avec Zy= (”1] D}T . C'est la premiére colonne de 4™ . Donc
r,=23"-2" et y =3"-2"

définition.

. Parexemple, T1=1% et ¥1= 1, comme le donne la



Corrigé de I'exercice 9 : Composée de la multiplication par X et

de la dérivation

lL.ona fll=X, f(X)=X2, f(X?)=X3 . Deplus, g(1)=0, g(X)=1,
g(X2)=2X, g(X3)=3X2.Parconséquent :

88 oot
F = j&10r9=8
5 o0 1

OO
O.
o

-

F estdetaille 4x 3 et (7 detaille 3x 4.

2. Le produit (FF' est carré d'ordre 3, et F'(3¥ est carré d'ordre 4. Les calculs donnent
GF =diag(l,2,3) et FG=diag(0,1,2,3).

3. Pour PERy[X],ona (go f)(P)=(XP) =P+XP .Ansi X*—(k+1))X*, dou
diag(l,2,3).Pour PER3[X ], ona (fog)(P)=XP' donc xk_ pxk, dou
diag(0, 1,2, 3). Les deux méthodes concordent, comme le prévoit le théoréme de

composition.

4. Ontrouve tr{GF)=6=1tr(F'G), conformément a la propriété tr(GF)=1tr(F'G) , valable
méme pour des matrices rectangulaires. Ensuite, (FF' est diagonale a coefficients non nuls, donc
inversible. Ainsi go f est bijective, alors que fo g ne l'est pas, puisque F'(GG aun zéro
sur la diagonale et est de rang 3 (les constantes sont dans son noyau).

Corrigé de I'exercice 10 : Translation des polynomes et matrice

inverse

1. ona 7()=1, 7(X)=1+X et 7(X?)=(X+1)2=14+2X+X2.Donc
1 11
T :( 1 11 2) .
o0 01
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2. Soit o(P)=P(X-1).Alors o(T(P))=P(X—-1+41)=P, etdeméme 7({o(P))=P.
Ainsi T est bijective, de réciproque ¢ .La matrice de & s'obtient comme cellede T :
o(X)=X—-let o(X2)=1-2X+X2. Parle théoréme sur les isomorphismes,
71 :( 0 _%] —12> . On vérifie par exemple la troisieme colonne de F—1 :

0
(1-241, —242, 1)=(0,0,1).

3. Par une récurrence immédiate, 77(P)=P(X+n).0or (X4n)*=n2+42nX+X?2 . Donc

1 n n2
T"”:( 0 1 Zn)-
0o 0 1

4. Onlit tr{T)=3.Comme T estinversible, rg(T)=3.

Point de méthode : quand la réciproque d'un isomorphisme est connue explicitement, sa matrice donne
I'inverse sans aucun pivot.

Corrigé de I'exercice 11 : Interpolation et matrice de

Vandermonde

1. L'évaluation en un point est linéaire : (A P+Q)(a) =X P(a)+Q(a) . Donc ¥ est linéaire. On

1 0 0O
caleule w(D)=(1,1,1), o(X)=(0,1,2), o(X2)=(0,1,4). Ainsi V :( .1 1) _
1 &2 4
2. Onrésout VX =¥ pour ¥ = {yo,yl,yg}T . La premiere équation donne & =Yg . Les

deux autres donnent b+c = Yi—Yq et 2b+4dc= Yo —%g. Onen tire dc= yg—ﬁyl—kym,
puis b= %1~ ¥y—¢. Finalement :

1, 0 0
vl= 2 2 —22& -1 &1}2}|

K

| I |

On vérifie que V¥V 1= I4. Par exemple, la ligne {1, 2, 4:1 de V¥ fois la premiére colonne
donne 1-3+42=0.La matrice V¥ estinversible, donc % est un isomorphisme.

[cSe ] LN ]

3. Les coefficients de P sont V_l{lj 0, S)T .Onobtient a=1, b= _%_ =3 et



c= —=9.Donc P — 1—3}(-|-2}{2 . On vérifie : P{l} =0 et P{E:l =1-64+8=3.

[Nl L% ]

_|_

[ ]

4. Lacolonne ¢ de 77—1 donne les coefficients de Lz = tp_l(E‘ﬁ-_‘_l} . Ainsi
HN=1)(X-2 X —1
ngl—%X—k%Xﬁz%, L1:2X—X3:—X{X—2} et ngg_

2

Comme {L;) estun vecteur de la base canonique, L;(7) vautlsi z=7 et 0 sinon.Ce

sont les polynémes d'interpolation de Lagrange, et £ = Lp+3.Ly . La figure ci-dessous
représente P et les trois polynémes L.

—_— P=1-3X+2X?

4 -
e L= =12
—mmm Ly=7

1
-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Corrigé de I'exercice 12 : Rang selon un parametre

1. On développe selon la premiere ligne :
det A,, = (m—l)—(l—m)+m(1—m2) =(m—1) (Q—m—mg)‘
or 2-m-m2=—(m-1)(m+2) .Donc det A, =—(m—1)*(m+2) .
2. Si m@{1,—2}, le déterminant est non nul, donc rg(A,,)=3.Si m =1, toutes les lignes
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valent (1,1,1), doncle rang vaut 1.Si m = —2, le déterminant est nul, mais les lignes
(1J 1,—2} et (1,—2, 1} ne sont pas proportionnelles, donc le rang vaut 2. Bilan : rang 3 si
m?élet m?é—ﬁ,ranglsi m=1,rang2si m=-2.

3. Pour m =1, le noyau est le plan d'équation T+%42z =0, de dimension 2, et 1+2=23. Pour
m=—2,onrésout TH+y—2z=0 et r—2y+4+2z=0.Ladifférence donne 3y—3z=0,
donc ¥ =%, puis £=2x.Le noyau est Ve-:t((l, 1, 1}) , de dimension 1, et 241=3 :le
théoreme du rang est vérifié.

Corrigé de I'exercice 13 : Dimension d'espaces d'applications

linéaires

1. Par lsomorphisme  £{R3R2) ~ My 3(R}, la dimension vaut 3x 2 =6 . Une base est
formée des applications ¥3;,pour 1< 1<2 et 1< <3, dematrice 45 : P4 envoie
€4 sur fﬁ- et les deux autres vecteurs de base sur 0.

2. L'application f — f{u} est linéaire de JII{[RB} dans RZ,et JF estsonnoyau: c'est donc
un sous-espace vectoriel. Comme u?é 0, on le compléte en une base B = {u,bg,bg} . On fixe
aussi une base C de l'espace d'arrivée. L'application é:f — Ma,tﬁjc{f} est un
isomorphisme. De plus, f{u} = [ équivaut a : la premiére colonne de la matrice est nulle. Les
matrices de premiere colonne nulle forment un sous-espace de dimension 9—3=#§.Un
isomorphisme conserve la dimension. Donc dimF =6.

3. On choisit maintenant € = (EE,CQ,CE) , base de l'arrivée dont le premier vecteur dirige I . La
condition Im f C I équivaut a: chaque f{bj{) estdans I} . Autrement dit, les lignes 2 et 3
de la matrice sont nulles. Cet ensemble de matrices est de dimension 3. Donc dimG =3 .

4. Avec les mémes bases B et C, FMG correspond aux matrices dont la premiére colonne et
les lignes 2 et 3 sont nulles. Il reste les coefficients (1,2} et (1,3} .Ainsi dim{FNG)=2.
Par la formule de Grassmann, dim{F+G)=643-2=7 .

Point de méthode : pour calculer la dimension d'un espace d'applications linéaires, choisissez des bases
adaptées aux conditions, puis comptez les coefficients libres de la matrice.



Corrigé de I'exercice 14 : Inverse a gauche et inverse a droite

1. Larelation AB=1I, signifiec gob=id.Soit = telque b{z)=20.Alors
z=ua(blz))=a{0)=0.Donc ker b= {0} et b est injectif.

2. Parle théoréme durang, rg(b)=mn—dimker b=mn.Ainsi b est surjectif, donc bijectif. En
composant go h=1id a droite par p—1, on obtient 5 — 3—1.Par conséquent, ho a=id.
Matriciellement, BA=1_.

3. Oncalcule AB=(1)=TIjet BA= ( % 8)# Iy . L'égalité A B =TI n'entraine donc

pas BA =T pour des matrices rectangulaires. En effet, j:R — [R2 est injective, mais les
espaces n'ont pas la méme dimension : elle ne peut pas étre surjective.

Corrigé de l'exercice 15 : Reconnaitre un projecteur et une

symétrie du plan

4-2 & —442
1. Oncalcule A2 :( T }) =A.Donc FeP=p: [ estun projecteur.

2-1& ——2+1

2. Les deux colonnes de A sont (2,1) et (—2,—1),donc Im p= Vect((2,1)), quiestla
droite £—2y =0.Ensuite, p(r,y)=0 équivautda 2z—2y=0et z—y =0, s0it T=Y.
Ainsi Im p=D1 et ker p=D+9 : P estlaprojectionsur L1 parallélementa Dy .

3.0na p(2,1)=(2,1) et p(1,1)=(0, 0) . Dans cette base, la matrice de P est (% 8)
Onretrouve tr(d)=2-1=1=rg(p).

4. Oncalcule p(M)=(6-2, 3-1)=(4, 2). Ensuite, M —p(M )={(-1,—1), qui appartient
biena Dg.Donc M =4, 2)+(-1,—1),avec (4,2)€ D; et (—1,-1)€ Dy.

2 -3 6—6 & —849
D1 parallélementd Dq . Enfin, s(M)=(9—4, 6-3).0n obtient
s(M)=(5,3)=2p(M)—M . La figure ci-dessous montre les trois points alignés sur une
parallelea D,

5.0na § =(3 _4) et §2 :( 8 _IE_HE) =15 . Ainsi 5 estla symétrie par rapport a
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Corrigé de I'exercice 16 : Projection sur un plan de R3

1. Unvecteur (0,0,%) de I estdans I sietseulementsi —t=0.Donc JIIN D ={0}.
De plus, dimIT-+dim D =241=3.Par conséquent, R3*=I1Tq I .

2. Oncherche X telque (z,y,z)—A(0,0,1)€ JT , soit z—+y—(z—A)=0.0n obtient

1 0 0
A=z—z—y,donc plz,y,z)=(z,y, c+y) . Ainsi A :( , 11 D) :
1 1 0

3. Les deux premiéres lignes de 42 sontcellesde A .Latroisitmevaut (1,1, 0)A=(1,1,0).
Donc A2— 4,et tr(A)=2 quiestbien la dimension de I'mage IT .

4. Lesvecteurs (1,0,1) et (0,1,1) vérifient I'équation de JT et sont libres : ils forment une base

1 0 0
de IT.0Onyajoute (0,0,1).Ainsi P :( ; 1 U), de déterminant 1. Dans B/, la
1 &1 1

matrice de P est diag(l,1,0).



1 0 0
5. La symétrie vaut s=2p—id, donc s(z,y,z)=(z, y, 2x+2y—z). S§= ( 2[Zl &12 Dl) .La

troisieme ligne de &2 vaut (240-2, 04+2-2, 1)=(0,0,1) , donc S$2=1T13.

Corrigé de I'exercice 17 : Matrice équivalente a J:

1. La seconde ligne vaut —2 fois la premiére, qui est non nulle. Donc  rg{A}=1. Le noyau est le
plan d'équation z—y+2z=0.Une baseenest ((1,1,0)(-2,0,1).

2. On suit la démonstration du cours. D'abord, on choisit Ei = {1, 0, D} , qui n'est pas dans le noyau.
Ensuite, on pose Eé =(1,1,0) et E’é = l:—?, 0, 1) . Enfin, fi = f{ei} ={1,—-2), quel'on
compléte par fé =(0,1). Alors  f(e])= fy et fleh)= f(e5)=0.La matricede f

! F o
dans B' = (ef,ehel) et C'= {fl,fg} est Ji.

3.0ona P=| , 1,1 0 |, triangulaire de déterminant 1, et &= ( ) 1) , d'inverse
o 0 1

(12 'i]) Les colonnesde AP sont (1,—2}), (0,0) et (0,0).Puis
Q_lill_E}T - ':1: E_E}T = {11 D}T - Donc Q_IAP =J1-

Corrigé de l'exercice 18 : Transposition dans les matrices

carrées d'ordre 2

1. ona t(B11)=FE1, #{F19)=Eg, #(Bg)=F1y et t(Egp)=Egy.Par
conséquent :

0
T= 1

o oo
O =OO
O

— OO0

Echanger deux fois les colonnes 2 et 3 revient a ne rien faire, donc T2 = Ig.
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2. Comme tot=id, % estune symétrie.Elle se fait par rapporta ker(t—id), I'espace &g
des matrices symétriques. Elle se fait parallélement 8 ker(t4id), I'espace .Ag des matrices
antisymétriques. Ona dimSy=3 et dimAy=1,

3. Lafamille (F11,F99,F19+Fq1) estunebasede &g ,et (F19—Fy)) estune base de
A . Dans cette base adaptée, la matrice de t est diag(l,1,1,—1}.

4, Sur T ,latracevaut 14+040+41=2. Surla matrice diagonale, elle vaut 3—1=2.Donc

tr(t] =2, ce qui illustre I'invariance de la trace par changement de base et la formule
2r—n=606—4.

Corrigé de I'exercice 19 : Matrices semblables ou non

1. Pourtoute P inversible, P11, P=P~1P =1, Donclaseule matrice semblabled Ip
est I, .Or (% %)?é 15 . Elle n'est donc pas semblable a £5, bien que les deux matrices

aient pour trace 2, pour rang 2 et pour déterminant 1.
2. Soit f I'endomorphisme de matrice A = ( % %) dans {el,eg} : f{fil} =€y et
fleg)=e+e, Danslabase (eneq),ona fleg)=1-ext+l-eq et

f{fi‘l:‘ =0- €q +1- €1 . La matrice devient (% [f) ; les deux matrices sont donc semblables,

avec P:(% %]) .

3. Les deux matrices sont de rang 1 et de méme taille : elles sont équivalentes. Cependant, leurs
traces valent 1 et 0. Comme deux matrices semblables ont méme trace, elles ne sont pas
semblables.

4. On cherche une base (y,tn) avec fuq)=wu; et fluy)=3u, . Levecteur u;=(1,0)

convient. Ensuite, A—375= (_02 %) a pour noyau la droite £ =1 ;onprend Unp= (1,1).

Avec P = (%j %) et P—1l— (%j _11) ,oncalcule AP :(%] %) . Puis
P-lap=diag(1,3).

5.5 B=pP-lap,alors pi—p-lapp-lap—p-l4d2p.Donc A2 et B2 sont
semblables. Ensuite, [N = E{g4+£iqq et N = Ei{n+4FE/74 . Leurs colonnes non nulles sont
(61,62) et (61,63}, donc les deux rangs valent 2 ; les deux traces sont nulles. Or
N2= B} + B3B3+ Eq3E19+EBi; = B3 0, alors que
NT2= E%Q+E13E34+E34E13+E%4 =0, car By Egl est nul dés que j'?é k. Si
IV et Jy' étaient semblables, A2 serait semblable a la matrice nulle, donc nulle. Par



conséquent, [V et v’ ne sont pas semblables.

Point de méthode : pour prouver que deux matrices ne sont pas semblables, cherchez un invariant qui
les distingue : trace, rang, déterminant, ou rang d'une puissance.

Corrigé de I'exercice 20 : Matrices de rang 1

1. Pour toute colonne % ,ona ABZ = A(BZ), donclimagede AR est contenue dans celle
de A .Ainsi rg(AB)<rg(A).Ensuite, parinvariance du rang par transposition,
rg(AB)=rg(BT AT)<rg(BT)=rg(B).Donc rg(AB)<min(rg(d),rg(B)).

2.Si A=XV¥7T, lacolonne 7 de A vaut yj—X . Toutes les colonnes sont donc colinéaires a
X, et l'une d'elles est non nulle car Y?é 0 :le rang vaut 1. Réciproquement, si rg(Ad}=1,
'espace engendré par les colonnes est une droite Vect(X ), avec X?é 0 . Chaque colonne
s'écrit Cj = ij. La colonne ¥ = ':y_;.':' est non nulle, sinon A serait nulle. Alors

A=XxXy7T.

T v —
3. Parassociativité, A2=X(¥Tx)¥7T . or YiX= Zﬁéyé est un scalaire, qui est aussi
T
la somme des coefficients diagonaux ¥;¥; de X ¥ 7T .Donc AZ= tr(d) A .

4. Posons t=tr(A).si t£0et B= %A ,alors B2= tl—g tA=B : B estlamatrice
d'un projecteur. Si =0, la relation donne directement 42 —1J.

5. La premiére matrice s'écrit ¥ X1 avec X — {1, E}T , et sa trace vaut 5. On vérifie
A2 — ( 15[:' é%) =5 A . Donc %A est la projection sur Vect(1, 2) parallélement a la
droite £+2y=0.Llasecondes'écrit x¥ T avec X =(I, 1}T et ¥V = {1,—1}1-r ; sa
trace est nulle. Son carré est donc nul, ce que confirme le calcul direct.

Corrigé de I'exercice 21 : Endomorphismes de carré nul en
dimension 3
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1. Soit y=flz)eIm f .Alors f(y)= fo f(x)=0,donc yeker f . Ainsi Im f Cker f
et rg(f)<dimker f .Parlethéorémedurang, rg(f)+dimker f =3, donc
2rg(f)<3.Comme f?é 0, onobtient rg(f)=1 et dimker f=2.

2. Levecteur €= f{eg} est non nul et appartienta Im f C ker f. D'aprés le théoréme de la
base incompléte, la famille libre (€;) se compléte en une base (£1,¢) de ker f.

3. Supposons @ey+bey+ceqa =0 Enappliquant [, onobtient ¢ ey =0, donc c=0 .l reste
5&5‘14-56‘2 =0,donc a=b=0,car {el,eg} est libre. La famille est libre et a trois vecteurs :
c'est une base. Puisque f(eq)= fleg)=0et f(eg)=e;, lamatricede f est Fj3,
dont le seul coefficient non nul est un 1 en position {1, 3} .

4. Soit A?é 0 avec A< —(.L'endomorphisme canoniquement associé vérifie les hypothéses. I
existe donc une base ol sa matrice est F13 : A estsemblablea F'13.Par transitivité de
la similitude, deux telles matrices sont semblables.

5. La premiere et la deuxiéme ligne de 42 valent (1-1, =141, 0)=(0,0,0), donc 42—0.
Onprend eq=(1,0,0), dot e;= f(eg)=(1,1,0) .Le noyauestleplan £=1Y,qui
1 0 1
contient €1 ; on le compléte par €n = (0,0,1). Ainsi P :( , Do U) , de déterminant 1,

0 1 0O
convient. En effet, les colonnesde AP sont 0, 0 et (1,1,0), quisontcellesde PE;3.

Corrigé de I'exercice 22 : Matrices semblables seulement a

elles-mémes

1. Soit f I'endomorphisme canoniquement associé & A . Toute matrice P inversible est la
matrice de passage de la base canonique vers une base B’ . L'hypothése signifie donc : la
matrice de | est la méme dans toutes les bases.

2. Comme ﬂ'?‘é 4 ,ona Egj =0.Donc (I+E ;) (Ip—E;)= Iﬂ—E% =1,.Ainsi P
est inversible, d'inverse Iﬂ—qu .L'égalité p—14 p— A équivautd AP = P4, soit
A+AE,;=A+E, ;A pou AE;;=E; A,

3. Le coefficient (k,0) de AE;j vaut %g; si [=7,et0sinon. Celuide EgyA vaut %7 si
Jo =1 ,et0sinon. En prenant {= 7 et R:?é 2, onobtient @3, =0 Enprenant k=1 et
I=7,onobtient %= %,;.Comme n>2,pourtout 7 ilexiste 73 % .Tous les

coefficients hors diagonale sont donc nuls, et les coefficients diagonaux sont égaux. Donc



A=XTI,, avec A=ay;.

4. Réciproquement, P—1(A I, )P =X P~1P =X I, . Les endomorphismes qui ont la
méme matrice dans toutes les bases sont exactement les homothéties A idg .

Corrigé de I'exercice 23 : Probleme : puissances d'une matrice

et suites couplées

1. ona A+4I3=.J, dont toutes les colonnes sont égales et non nulles : rg(A+73)=1.

-2 1 1
Ensuite, les lignes de A—2fq= _12 1 ont une somme nulle, donc le rang est au plus
1
1 1 -2

2. Les deux premiéres lignes ne sont pas proportionnelles. Donc rg{A—I—Ig} =1 et
rg(A-2I3)=2.

2. D'abord, ker(A+4Ig)=ker J estlepland'équation z+y-+=z=0.Ensuite, par le théoréme
durang, ker(A—2Ig) estde dimension 1. 0Or (A-213)(1,1, 1}T — 0. Donc
ker(A—213) = Vect((1,1, 1)) . Ce vecteur n'est pas dans le plan, car l—|—1+1§é 0.
L'intersection est donc nulle, et les dimensions totalisent 3. Ainsi
R3=ker(A+T3)@ker(A-2T3).

3. Les vecteurs i, g5 sontdans le plan et non colinéaires ; ils forment une base du plan. Avec

1 0 1
U3 on obtient une base de 3 adaptée a la somme directe. Ona P = ( -1 11 1) . Pour
0 —-11
l'inverser, on résout G&ul—i-bug—i-cug = {x,y,z} . La somme des trois équations donne
3c =xz+vy+=z. Ensuite, a=T—c et h=c—z.Finalement:

/2 =1 —1

Pl=31 1 =2]
i1 1

On vérifie que PP—1= I3 ligne par ligne.

4. Ona A’i’.&l = {—1, 1, [:]:l =y, Aug = {D,—l, ljl = —Unq et AUB = {2, 2, 2:1 = 21&3 . Donc
D =diag(—1,—1, 2} . Les traces concordent : tr{A)=0 et tr{D)=-1-142=0.la
figure ci-dessous représente le plan ker{A—I—Ig} ,ou [ agitcomme —id, etla droite
ker(A—2I3),0u0 f agitcomme 2id.
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5. Tout vecteur v ={(z,y,z] s'écrit y= #ug—kw ,avec 1w dans le plan : en effet, la

somme des coordonnées de ' est (z+y—+z)—(z+y+2z)=0.Donc

rt+y+z

qlv) = (1,1,1), et la matrice de ¢ est %J. Ainsi A =J-T3= 3'%3—13 - On

pose (} = EJ , qui vérifie QE = {} et commute avec I3 La formule du bindme donne alors :

A”=ki0(1)3k@k(—1)”—k=(—1)”I3+(2”—(—1)”)@.

n
En effet, Qk = pour k>1,et Z (1)3;“"{—1}%_}‘; = {3—1}“—{—1}?’1 _Donc
EF=1

2" —(—1)"
A" {—1}ﬂ13+#'} .Pour n.=2,o0nobtient JL3-+J, quiest bien
(J—I3)2=3J-27+1I3.

6. Enposant Z, = {ﬁn:bmcn:‘T ,ona Zny1=AZ, donc Z,= AﬂZD , qui est la

" noai 2" +2(—1)" 2"—(-1)"
premiere colonne de 4™ . Ainsi Up=""—"7g9—— et by =Cp= — Par exemple,



= 0, b= €1 = 1, puis @n= 2 et by=1, conformément & la définition.

Point de méthode : décomposer une matrice a I'aide de projecteurs associés a une somme directe
permet de calculer ses puissances sans inverser la matrice de passage.

Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loinen L1

Le cours : matrices et changement de base, cours de maths en L1

Les énoncés : exercices de maths en L1 sur matrices et changement de base

A maitriser avant : Applications linéaires, Systémes linéaires et calcul matriciel

Chapitre précédent : Applications linéaires

Chapitre suivant : Déterminants

Tester vos connaissances : QCM de maths en L1 par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths de L1 et |a licence de maths de L1 a L3

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/matrices-changement-base-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/matrices-changement-base-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/matrices-changement-base-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/applications-lineaires-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/systemes-lineaires-matrices-cours-maths-l1
https://mathovore.fr/applications-lineaires-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/determinants-formes-alternees-exercices-maths-l1
https://mathovore.fr/qcm-maths-l1
https://mathovore.fr/licence-l1-maths-cours-exercices-corriges
https://mathovore.fr/licence-cours-maths
https://mathovore.fr

