Exercices de maths sup

Matrices et applications linéaires

u(,:n‘]y]zjl = {$—|—2y—z,
B3r — vy + 2z '

On considére l'application 4, : R3 — R2 définie par

1. Justifiez que wu est linéaire, puis écrivez sa matrice A dans les bases canoniques.
2. Calculez u(1,1,1) &laide d'un produit matriciel.

3. Ecrivez la matrice, dans la base canonique de R3, de la famille vy = (1,0, 2},
vy = (=1,1,0).

4. Calculez u(v;) et u(vy). En déduisez la matrice de la famille (u(v,), u(v,)) dans la base
canonique de [R2.Est-ce une base de [RZ ?

Exercice 2 : Matrice de la dérivation

Onnote D l'endomorphisme de R3[X] définipar D(P) = P/, et B = (1, X, X2 X3).

1. Ecrivez la matrice N de I danslabase 7B .

2. Ecrivez la matrice de 1 vue comme application de R3[X] dans Rgy[X ], dans les bases
canoniques. Quelle est sa taille ?

3. Déterminez le rang, le noyau et la trace de I € L£L{R3[X]) .
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4. Calculez 2, N2 et v .Interprétez le résultat en termes de dérivées successives.

Soit 7 l'application de Ro[X ] dans lui-méme définie par 7(P) = P(X +1).

1. Montrez que 7 est un endomorphisme, puis écrivez sa matrice I" dans la base canonique
(1, X, X2).

2. Justifiez que 7 est un automorphisme et donnez I'expression de 7—1(P).
3. Endéduisez —1 sans calcul d'inverse, puis vérifiez que T T—1 = Iq.

4. Ecrivez la matricede % pour &k € IN .

Dans [R2,onnote I7 la droite dirigée par Uy = {1, 2} et s laréflexiond'axe I} :c'estla
symétrie par rapport a 17 parallélement a la droite orthogonale 3-L , dirigée par Ug = (—2, 1:! .La
figure ci-dessous représente la situation.



— ) = Vect(uy)
-—-- D+ =Vect(u,)

~

-3 -2 -1 0 1 2 3

1. Justifiez que B/ = {ul, ug} est une base de [RZ et écrivez la matrice 3/ de s dans cette
base.

2. Ecrivez la matrice de passage P de la base canonique a B/, puis calculez p—1.

3. En déduisez la matrice § de s dans la base canonique. Calculez s(3,1) .

4. Soit 7 la rotation d'angle T Calculez lamatrice M de T o5 dans la base canonique et

vérifiez que M2 = Iy .

B2

Soit F — [R2 munide sa base canonique {El, Eq EB} .
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1. Quelle est la dimension de  L{R3, Ry[X]) ?Etcellede L{Mgy(R)) ?

2. Montrezque F = [u € L(B):e) € [Hmathrhrm?]Vect{el}} est un sous-espace
vectoriel de  L{E) et calculez sa dimension.

3. Méme question pour G = {u € L(B): u(Vect(ey, eq)) [\sseset?] Vect(ey, Egjl} ,

4. Déterminez la dimensionde F M G.

Calculez le rang des matrices suivantes par la méthode du pivot.

1. Déterminez rg A , puis la dimension du noyau de 4. .

3
7 ), B=
4.4

]

—
Lo DI—
Chy Qo

2. Déterminez rg B . Lamatrice B est-elle inversible ?

3. Donnez une base du noyau de A .

Exercice 7 : Coordonnées et matrice de passage

Dans [R23, on pose Ei = (1,1,0), 85 = (0,1,1) et Efg = (1,0,1).

1. Ecrivez la matrice P delafamile B’ = (], €}, 4) dans la base canonique 1 .

2. Montrez que P estinversible et calculez pP—1. Que peut-on en déduire pour B ?



3. Déterminez les coordonnées de v = (2,3,5) dans B/, puis vérifiez le résultat.

4. Quel vecteur a pour coordonnées (1, —1,2) dans g’ ?

-1 2
Soit A4 = 1 et ™4 I'endomorphisme de [R2 canoniquement associé.
2 =1-1

—t

1. Calculezlerangde A .

2. Déterminez une base du noyaude A .

3. Déterminez une base et une équation cartésienne de l'imagede A4 .
4, Montrez que ker A et Im A sontsupplémentaires dans [R23.

5. Pour quels vecteurs B = (o, 5, ¥) lesysttme A X = B est-il compatible ?

Exercice 9 : Rang selon un parametre

1
Pour a € [, on pose Ma:(l
a

— —8
S

— B

1. Par des opérations élémentaires sur les lignes, mettez MM, sous forme échelonnée.
2. Déterminezlerangde M, selonlavaleurde .
3. Pour quelles valeurs de @ la matrice M, est-elle inversible ?

4, Pour g = —2, déterminez le noyaude M, .
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Exercice 10 : Systemes de Cramer et systeme a parametre

1. Montrez que le systeme suivant est un systeme de Cramer, puis résolvez-le.

r+y—+z=56
$+2y+33
r+4y + 9z

14
36

1
2. Pour a € R, résolvezle systeme M, X = ( % ) ou M, estlamatrice de I'exercice 9.

Distinguez les cas @ ¢ {1, —2}, a=1e a=-2.

3. Interprétez chaque cas a l'aide de I'image et du noyau de M

211
Soit = ( % 21 % et u l'endomorphisme de R3 canoniquement associé. On pose
f. = (1, 1, l} fa= {1 -1, D} et fo= {D, 1, —1}_
1 2 3

1. Montrez que B’ = l:fl, fg, fgjl est une base de [R3.

2. Calculez u{flj , u(fgj , U{fg:l et écrivez la matrice I de u dans B'. Vérifiez que
tr D =+trAd.

3. Onnote J lamatricede M3(R) dont tous les coefficients valent 1. Vérifiez que
A = I3+ J etcalculez j2.

4, En déduisez A™ pourtout m € IN, puis contrélez la cohérence avec la matrice 3™ (trace de
A"™).



1
Soit A = (é 4) et u l'application de [R2 dans [R2 canoniquement associée.
3 6

1. Déterminez le rang et le noyaude 4 .

2. Construisez une base {gl, _'-?2:' de R2 etunebase (A1, Ay, h3) de R3 dans lesquelles la
1

matricede uwest Jy =| 0 g

0 0

3. En déduisez des matrices inversibles @ € GL3(R) et P € GL3y(R) telles que
A = Q Jy P—1 . vérifiez I'égalité.

0 1
4. Lesmatrices A4 et ¢ = ([ﬂ 5) sont-elles équivalentes ? Et A et ([ﬂ 1) ?
0 0 0 0

Exercice 13 : Matrices extraites et rang

1 2 3
1. Soit M = ( % 5 6 ) .Montrezque rg M < 2 entrouvant une relation entre les lignes,
g8 39

puis que g M = 2 3 l'aide d'une matrice extraite.

,J-l,r L é c) . A l'aide des matrices extraites d'ordre 2,
1

montrezque I'g N = 2 sietseulementsi @, b, ¢ nesontpas tous égaux.

2. Soit @, b, ¢ troisréelset IN = (

3. Déduisez de la question 2 lerang de t Jy et donnez une interprétation en termes de colonnes de
N

Exercice 14 : Propriétés de la trace

Pour 1 <3,7 < n,onnote &y lamatrice élémentaire de M., (K} dont le seul coefficient non
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nul vaut 1, en position (¢, 7) . On rappelle que 45 Bgr = Ejpsi 7 = k,et 0 sinon.

1. Montrez qu'il n'existe pas de matrices A, B € M, (R) tellesque AB —-BA = I,.

2. Soit A € M,(K).Calculez tr(A B ). En déduisez quesi tr(AM) = O pour toute
matrice I ,alors 4 = 0.

3. Avec n = 2, trouvez trois matrices A, B, C telles que tr{ABC) ?é tr(BAC).

t _ 2
4, Montrez que pour A &€ Mﬂ{[ﬁ} tr{ B A:' - Z ac-ij} .Endéduisezque t 4 4 =0
Wl
implique 4 = 0.

Exercice 15 : Trace et similitude

1. Les matrices ([l"-,ll'aj.i"?] é ‘%:11 ,}) et o ontla méme trace. Sont-elles semblables ?

2. Les matrices A = ([l"-,ll'aj.i"?] ‘%{i ,}) et B = ([Hra;r?]g gg,}) sont-elles semblables ?

3. Soit €' = ([l"-,ll'aj.i"?] g g % .} . Trouvez un vecteur v tel que Cw = 3w, puis une matrice
2&0 )

inversible P telleque P1C P = ([l"-,ll'aj.i"?] 0&3

2&5

0% 4 ,}) est-elle semblable a ' ? Justifiez.

4. La matrice ([l"-,ll'aj.i"?]

Exercice 16 : Trace d'un projecteur

Dans R3,onconsidére leplan II:x 4y —2z = 0 etladroite A = Vect((1, 1, 0)). La figure ci-
dessous représente 1T, A ,unvecteur v etson projetésur I parallelementa A .



— A =Vect(1, 1, 0)

’_ A
r 3
- 2
-1
-0 Z
1 - —1
- —2
/ ) - —3
- —4

~2.0
2.0

x 921.0 :

15,9 —2.0

1. Montrez que I¥ et A sontsupplémentaires dans [R3.

2. Soit P la projection sur I¥ parallelementa A . Calculez p{a:, Y, 2:} et écrivez sa matrice

M dans la base canonique.
3. Vérifiezque AF2 — Af etque tr M =rg M
4. Donnez une base de [R23 dans laquelle la matrice de P est diagonale.

5. Soit @ € M_(K) telle que QE = Q@ et tr@ = 0. Montrezque ¢ = 0.
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Soit wu £ ﬁ(IRB} telque 3 — (0 et wu? ?é 0.

1. Justifiez I'existence d'un vecteur & tel que u2(z) 0.
2. Montrez que [z, u(x), u2(x)) estune basede R3.

3. Ecrivez la matrice de 1 dans cette base. En déduisez le rang et la trace de .

011
4. Application : soit A = (8 % %]) . Vérifiez que A2 ?‘é 0 et 42 — q, puis construisez

explicitement une base de ce type.

Exercice 18 : Endomorphismes de rang 1

1. Soit A € M, (K) derang 1. En utilisant la matrice 1, montrez qu'il existe deux colonnes non
nules X, ¥ € Mp1(K) tellesque 4 = X t¥ .

2. Montrezque t¥ X — tr A,puisque A2 = (tr A) A.

1 2 3
3. Application : soit A = (% % S).Calculez A™ pour n > 1.

4. Soit u un endomorphisme de rang 1. Montrez que si  tr u ?é 0, alors ﬁ 14 est un projecteur,
etquesi trw = 0 ,alors 42 = 0.

Exercice 19 : Centre de l'algébre des matrices

On reprend les matrices élémentaires £4; de I'exercice 14. On cherche les matrices A € M, (K)
qui commutent avec toutes les matrices de M., (K] .



. Soit A = (ay;). Décrivez les matrices A Eyyj et Eyiy A : quelles lignes ou colonnes sont
non nulles ?

. Endéduisez quesi A By = By A pourtous %, 7,alors A estdelaforme A T,.

. Traduisez le résultat : quels sont les endomorphismes 4 de & qui commutent avec tous les
endomorphismes de £ ?

Soit % une forme linéaire sur M., (K} telle que @(AB) = w(BA) pour toutes matrices A et

. Montrez que @{E45) = 0 pour ﬁ?‘é 7.0npourra écrire Eqy = Eyf By
. Montrez que @(F;) = fp{Ejj‘:l pour tous %, 7 .
. En déduisez qu'il existe X £ K telque ¢ = Atr.

. Application : existe-t-il une forme linéaire @ sur M, (K}, telle que @{AB) = @(BA) pour
toutes A, B, et @(f,) =1 7Estelleunique?

Exercice 21 : Matrices de trace nulle en taille 2

Soit A € Mqy(K) detrace nulle, et % I'endomorphisme de [2 canoniquement associé.

1. On suppose que u est une homothétie A id.Montrezque 4 = 0.

2. On suppose désormais que 1 n'est pas une homothétie. On admet qu'il existe alors un vecteur *

tel que (z, u(z)) soit libre. Justifiez que c'est une base et montrez que la matrice de % dans

cette base est de la forme ([Rra},r?] 1055.;? ,}) ,avec 4 =10.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

3. En déduisez que toute matrice de Mg ([K) de trace nulle est semblable & une matrice de
diagonale nulle.

4. Application : pour A = ([\aa@r?] é ‘%:2_1 ) , calculez 42 et donnez une matrice P

inversible telle que P—1 4 P soit de diagonale nulle.

Onnote B = R3[X], B = (1, X, X2 X?3) sabase canonique, et A I'application définie sur
E par A(P) = P(X +1)- P(X).

1. Montrez que A estun endomorphisme de F' et écrivez sa matrice 4 dans B .

2. Déterminez le rang, le noyau, I'image et la trace de A .

3.0npose Hpop=1, H; =X, HEZ@& HS:X(X_IE)(X_E).MontreZ

que H = (Hp, Hi, Hy, H3) estunebasede F et écrivez la matrice de passage P de
Ba H.

4. Calculez A{Hpg) pour k& = 0,1,2,3.Endéduisez la matrice IV de A dans H, etla
relationentre A4, IV et P.

5. Ecrivez X2 dans labase 7. Trouvezun polynéme & telque A(J) = X2,

4

m—1
6. En déduisez, pour tout entier m = 1, la valeur de Z k2
E=0

Le corrigé des exercices

Chaque exercice est corrigé en détail, question par question, sur la page suivante.



Pour aller plus loin en maths sup

Le cours : matrices et applications linéaires, cours de maths sup

A maitriser avant : Applications linéaires et théoréme du rang, Calcul matriciel et systémes linéaires

Chapitre précédent : Formes linéaires, hyperplans et sous-espaces affines

Chapitre suivant : Groupe symétrique et déterminants

Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé
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