Cours de maths sup

Matrices et applications linéaires

. Matrice d'un vecteur, d'une famille et d'une application linéaire

Dans tout le chapitre, [ désigne [ ou (. Les espaces vectoriels F , F' et (¥ sontde
dimension finie. Onnote p = dim E et n = dim F . L'objectif est simple : traduire chaque objet
géométrique en tableau de nombres, puis revenir a la géométrie pour interpréter les calculs.

1. Coordonnées d'un vecteur et matrice d'une famille

Une base fixe un systéme de coordonnées. Ainsi, chaque vecteur est décrit par une colonne de scalaires,
et chaque famille par un tableau de colonnes.

Soit B = (ey,..,€p) unebasede E et £ =21€ +...+Tpep. Lamatricede =

T
dans B estlacolonne Matg(r) = (a:;) € My 1(K).

Si {’t-'l, -y t'g:l est une famille de vecteurs de E', sa matrice dans /B est la matrice de

My g(K) dontla 7 -iéme colonne contient les coordonnées de ¥ .

Dans Rg[X] muni de la base canonique (1, X, X'2), lafamille (14 X, X — X'2) a pour
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matrice

O 1=
—__

En effet, on lit en colonne les coefficients de chaque polyndme, du degré 0 au degré 2.

2. Matrice d'une application linéaire

Une application linéaire est entierement déterminée par les images des vecteurs d'une base. Par
conséquent, il suffit de ranger ces images en colonnes pour la coder.

Définition :

soit w € L(E,F), B=(e),..,€p) unebasede F et C unebasede F .Lamatrice
de u danslesbases B et C est

Matpg ¢(u) = Matg(u(el)} L u(ep)) € Mp,p(K).

Si B = F et B = (C,onnotesimplement Matg(u) , matrice carrée d'ordre P

I La matrice a autant de colonnes que la dimension de I'espace de départ, et autant de lignes que la ‘



dimension de I'espace d'arrivée. De plus, elle dépend des deux bases choisies : changer une base
change en général la matrice.

Méthode :

Pour écrire la matrice d'un endomorphisme % dans une base B = (El, ey Ep:‘ :

1. calculez u{el} , puis U{EQ} , et ainsi de suite ;
2. décomposez chaque “(E’j:' danslabase B ;

3. écrivez ces coordonnées dans la 7 -iéme colonne.

Ne remplissez jamais la matrice ligne par ligne : c'est I'erreur la plus fréquente.

Prenons I'exemple de la rotation 7 d'angle @ duplan [R2Z.Comme le montre la figure ci-dessous,
r(ey) = (cosd, sindl) et r(ey) = (—sind, cosd) . Ces deux images forment les colonnes de la
matrice.
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1.0 {r(e2) =(—siné, cg_s.&)---xez...._
r(e;) = (cos@, sinf
054 o (e1) = ( )
6
>0 >
—0.5 -
—1.01 Colonnes de I;}ﬁé"thl""i'i:"ew:-;(el) puis r(e,)

~15 -10 -05 00 05 1.0 15

Dans la base canonique de [R2, |a rotation d'angle # a pour matrice

Rp = (cosf® —siné sinvf cosh).

De méme, la dérivation 1. P — P/ de Ro[X] vérifie D(1) =0, D(X) =1 et

0 1
D(X?) = 2X . Samatrice dans (1, X, X2) est donc (D 0
o 0

SO o
A

3. Calcul de l'image d'un vecteur




Soit A = Matpg, c(u), £ € Eet y € F.Notons X = Matg(z) et
Y = Mate(y). Alors

y=u(z)=Y =AX.

Démonstration :

Ecrivons A = {aéj:' et C= {fl, - fn:l . Par linéarité,

ulz) = Z Ty u{ej) = Z Ty Z %oy fﬁi . Ainsi, la 7 -iéme coordonnée de u(z) vaut
3 3 t

Z af-ij $j , C'est-a-dire la 1 -iéme ligne du produit A X .
3

Le schéma ci-dessous résume la situation. Passer par  puis prendre les coordonnées revient a prendre
les coordonnées puis a multiplier par 4 . On dit que le diagramme est commutatif.
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E u: xe u(x) F
base B base C
coordonnées coordonnées
dans B dans C
v v

X AX

A = Mat, ¢(u)

Il. Matrices et applications linéaires : isomorphismes et composée

1. L'isomorphisme fondamental

Théoreme :

Soit B unebasede & et C unebasede F'.L'application

S:LE,F) = Mnp,p(K), u—=+ Matg c(u)

est un isomorphisme d'espaces vectoriels. En particulier, dim L{E, F} = np et

dim £(E) = p2.



Démonstration :

D'abord, < estlinéaire, car les coordonnées de {}1 U+ ’t":"iffj,':' sont A fois celles de
U':E'j:' plus M fois celles de ’U(Ej:‘. Ensuite, & est bijective. En effet, une matrice A4 donne

les vecteurs U{Ej:‘, et il existe une unique application linéaire prenant des valeurs imposées sur
une base.

Cet isomorphisme permet de transporter les questions de dimension. Par exemple, I'ensemble des
endomorphismes de [RZ qui laissent stable la droite Ve-::t{el} correspond aux matrices dont la
premiére colonne est de la forme (&, 0, 0} . C'est donc un sous-espace de dimension 7.

2. Matrice d'une composée

Théoreme :

Soit w € L(E,F), veE L(FG)et B, C, D deshbasesde B, F, G .Alors

Matg p(v o u) = Mate p(v) x Matp c(u).

Démonstration :

Notons A et B les matricesde 4 etde w.Pour x £ F decolonne X ,lacolonnede

ulr) est AX ,puiscellede v(u(z)) est B{AX) = (BA)X .Orlamatricede v ou est
l'unique matrice J4 telle que [/ X donne les coordonnées de w © u{ﬁ} pour tout X . Par
conséquent, M = BA.
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C'est cette propriété qui justifie la définition, a priori étrange, du produit matriciel. De plus, elle explique la
non-commutativité : en général, v o u ?é Uou.

3. Matrices inversibles et isomorphismes

Théoreme :

Supposons dim E = dim F' = n . Alors u € L({F, F') est un isomorphisme si et seulement
si A = Matg, ¢{u) estinversible. Dans ce cas,

Mate p(u—l) = AL

Démonstration :

Si u est bijective, la composée u—lowu = idg donne Mat(u—1) A = I, etde méme
dans l'autre sens. Réciproquement, si A8 = BA = I, l'application v de matrice B
vérifie uov =1dgp et vou = idg.

Corollaire :

Une matrice carrée A est inversible des qu'elle admet un inverse a gauche ou un inverse a droite.
Eneffet, B4 = I, rendI'endomorphisme associé injectif, donc bijectif en dimension finie. De
méme, une famille de 7 vecteurs d'un espace de dimension 7. est une base si et seulement si sa
matrice dans une base est inversible.




Ill. Noyau, image et rang d'une matrice ; systemes linéaires

1. Application canoniguement associée

Soit A € Mgy, (K] . L'application linéaire canoniquement associée 3 A est
Uy KP — K", X — AX, enidentifiant KP et Mp1(K) .On pose alors

ker A=keru, =(X:AX =0}, ImA=Imu,, rg A=rgu,

L'image de A est engendrée par ses colonnes C'q,...,Cp, car

AX =z;C1+...+2pCp Ainsi,lerangde A estle rang de la famille de ses colonnes.
De plus, si A représente U dans des bases quelconques, alors rg& A = rg wu . Enfin, le
théoréme du rang s'écrit dimker A +rg 4 = p.

La figure ci-dessous représente |'application de 2 de matrice A = ([l"-,ll'aj.?'?] } g % ,}) . Son noyau

est la droite = 4 2y = 0, et son image la droite dirigée par l:l, 1} . Tous les vecteurs d'une méme
paralléle au noyau ont la méme image.
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Av = (3, 3)

w=(3,0): Aw=Av
-0-

— kerA:x+2y=0
- |mA =Vect(l, 1)
---- parallele au noyau passant par v 9

-3 =2 -1 0 1 2 3 4 5

Pour cette matrice, dim ker 4 = 1 et rg A = 1. Lasomme vautbien 2, nombre de
colonnes. Remarquez qu'ici ker A M Im A = {0}, mais ce n'est pas toujours vrai : pour

N = ([Hrajr?] 8 g %] ,}) , noyau et image sont égaux a la droite Vect{el:l_

2. Systemes linéaires

Un systéme de 7 équationsa P inconnues s'écrit A X — B,avec A € Mn,p(ﬂ{} et
B e Mnjl{ﬂ{:l. Le langage des applications linéaires éclaire alors sa résolution.



Théoreme :

Le systtme A X = B est compatible si et seulementsi B € Im A .Danscecas,si Ag est
une solution particuliere, I'ensemble des solutions est

{Xo+ H:H € ker A},

un sous-espace affine de direction lker A , dedimension P —rg A

Définition :

Un systéme de Cramer est un systeme A X — B ou A estcarrée etinversible. Il admet alors
une unique solution, X = A—1 R, quel que soit le second membre B .

Remarque :

En pratique, on ne calcule pas 4 —1 pour résoudre un seul systéme. On applique plutét la méthode
du pivot de Gauss, qui donne a la fois le rang, la compatibilité et les solutions.

IV. Changements de base

1. Matrice de passage

Définition :
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Soit B et B’ deux basesde F.La matrice de passagede B & i’ estla matrice des
vecteurs de la nouvelle base exprimés dans I'ancienne :

! / .
Pg = Matg(B') = Math}B(ldE)

Proposition :

Une matrice de passage est inversible, et (PE’{)_I = PE; .Si X et X' sontles colonnes

, R ¢
de coordonnées d'un méme vecteur dans B et dans ! alors, avec P = PB ,
B

X =P X'

Démonstration :

Lamatricede idg de B’ vers B est P .D'apréslapartiel, I'égalit¢t = = idg(z) se
traduit doncpar ¥ — P X/ .Deplus, 1dg estunisomorphisme d'inverse lui-méme, d'ou
l'inverse de P .

La formule donne les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles. Pour obtenir X/, il faut
donc résoudre P X'/ — X ,oucalculer p—1.




La figure ci-dessous montre un vecteur % du plan dans deux repéres. Dans la base canonique,
v = (4,5) .Enrevanche, danslabase ty = (2,1), uy = (1,2),onlit v =ty +2ug,
dot X' = (1,2).

v=(4,5)=u; +2u>

. 242 ,
Ici, P:([Hra;r?]%é%é,})ﬂnverlﬁe PX’r:([Hra,jr?]l_—:‘,_l,):(g):}f,ceqw

confirme la lecture graphique.
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2. Formules de changement de base

Théoréme :

Soit u € L(E, F'), B, B’ deuxbasesde F et C, ' deuxbasesde F' .Notons
P = PE;, Q = ng, A = Matp, clu) et A = Matp/ or(u) . Alors

Al=QlAaPp

En particulier, pour un endomorphisme et une seule base de chaque coté, 4/ — p—1 4 pP.

Démonstration :

Onécrit u = 1dF o u old g eton passe aux matrices: 1dg vade B/ vers B, u de
B vers C,puis 1dgm de C vers ¢/.Laformule dela composée donne alors
Al =g lap.

Méthode :

Pour obtenir la matrice d'un endomorphisme dans une nouvelle base, deux voies sont possibles.

1. La voie directe : calculez I'image de chaque nouveau vecteur de base, puis exprimez-la dans la
nouvelle base. C'est souvent la plus rapide.

2. La voie matricielle : calculez p—1 4 p . Elle sert surtout lorsque pP—1 est déja connue.




Soit % I'endomorphisme de [RZ de matrice A = ([l"-,ll'a.j.?'?] :12 g‘;% ,}) dans la base canonique.

Posons tq = (1, 1) et uy = (1, =1). Alors u(uy) = (3,3) = 3uy et
U{Ug) = {1, —1} = 1q . Par conseéquent, dans la base {ul, ugj , la matrice de 1 est

([l"\.ra.jr?] g g ?,}) . On en déduit facilement 4% pour tout entier k.

V. Matrices équivalentes et calcul du rang

1. Matrices équivalentes et matrice ] r

Définition :

Deux matrices A, B € Mn p(K) sont équivalentes s'il existe & € GL,(K) et
P € GLp(K) tellesque B = @1 A P.Autrement dit, elles représentent la méme
application linéaire dans d'autres bases.

Pour r < min{n, p),onnote J, lamatricede Mun p(K) dontles r premiers coefficients
diagonaux valent 1, tous les autres coefficients étant nuls.

Théoreme :

Une matrice A € My p(K) estderang r sietseulementsi elle est équivalente 8 J . Par
conséquent, deux matrices de méme taille sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme
rang.

Démonstration :

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.


https://mathovore.fr

Soit  Il'application canoniqguement associéea A ,derang 7 .D'apres le théoreme du rang,
ler 2 est de dimension P — 7. Choisissons un supplémentaire § de lker u etune base
{El, .. €p) de § , complétée par une base ':Er+1! RS Ep:‘ de ker wu.

Ensuite, la restriction de w a § estinjective. Ainsi, fﬁ- = UI:EE-:I pour %z < 7 forment une
famille libre, que I'on compléete en une base l:fl, -y fn:l de K™ .Dans ces bases,
U{Eﬁ-} = fﬁ- si 1< roet UI:EE-:' = 0 sinon : la matrice est - .

Réciproquement, deux matrices équivalentes ont le méme rang, car multiplier par une matrice
inversible ne change pas lerang. Or g J, = 1.

2. Rang de la transposée

Théoreme :

Pour toute matrice 4, rg(* A) = rg A . Ainsi, le rang d'une matrice est aussi le rang de la
famille de ses lignes.

Démonstration :

Ecrivons A = @ J,. Pl avec » =rg A Entransposant, t A = P—1)t 7t QQ. or
les matrices t{P_l} et ¥ sontinversibles. Donc t A4 estéquivalentea *J,., quiestde
rang 7.

3. Calcul pratique par opérations élémentaires

Les opérations élémentaires sur les lignes sont des multiplications a gauche par des matrices inversibles.
De méme, les opérations sur les colonnes sont des multiplications a droite. Par conséquent, elles



conservent le rang.

Méthode :

Pour calculer le rang d'une matrice :

1. choisissez un pivot non nul et annulez les coefficients situés sous lui, par des opérations
L;+— L;— AL ;

2. recommencez sur la sous-matrice restante ;

3. le rang est le nombre de pivots de la forme échelonnée obtenue.

Avec un parametre, ne divisez jamais par une expression qui peut s'annuler : traitez a part les valeurs
critiques.

1 21
Pour A = % % g , les opérations Lip = Ln — 261 et Lg ¢+ L3 —3L1 donnent les

lignes (0,0,1) et (0,0,2).Puis L3 + L3 — 2Ly annule la derniére ligne. Il reste deux
pivots, donc rg A = 2.

4. Rang et matrices extraites

Définition :

Une matrice extraite de .4 est obtenue en ne conservant que certaines lignes et certaines
colonnes de A .
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Théoreme :

Lerangde A est la taille maximale d'une matrice carrée inversible extraite de A .

D'abord, le rang d'une matrice extraite est inférieur a celui de A . En effet, supprimer des colonnes
ne peut que diminuer le rang des colonnes, et de méme pour les lignes. Une matrice inversible
extraite de taille s imposedonc s < rg A .

Réciproquement, soit 7 = rg A.Onextrait 7 colonnes libres, ce qui donne une matrice
B € Myp(K) derang 7. Puis, comme rg(t B} = r,on peut en extraire T lignes libres.
On obtient une matrice carrée d'ordre 7, derang 7, donc inversible.

VI. Matrices semblables et trace

1. Matrices semblables

Deux matrices carrées A, B € M, (K) sont semblables s'il existe P € GL,(K) telle que
B = P—1 A p.Autrement dit, ce sont deux matrices d'un méme endomorphisme dans deux
bases.

Deux matrices semblables sont équivalentes, mais la réciproque est fausse. Par exemple, f7 et



([l"-,ll'a.ji"?] é ‘?2”:{11 ,}) ont le méme rang 2 . Cependant, la seule matrice semblablea fg est

P~1J1q P = Iy elleméme.

2. Trace d'une matrice

Définition :

La trace d'une matrice carrée A = {aéj:' d'ordre 7. estla somme de ses coefficients diagonaux

TL
tr A = Z Q.
=1

L'application tr: M, (K} — K est une forme linéaire, et tr(* A) = tr 4.

Théoreme :

Pour A € Mg p(K) et B € Mypn(K),ona tr(AB) = tr(BA) . Par conséquent, deux
matrices semblables ont la méme trace.

Par définition du produit,
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P
I‘(AB) = anl kzl a.p bki = Z Z bki G = tI‘(BA).
9 = =

Ensuite,si B — P—1 4 P, onapplique ce résultat aux matrices pP—1 4 et P :
tr(P~lAP)=tr(PP 1A =tr A.

La trace n'est pas multiplicative : en général, tr(AB:l ?é tr A tr B. De plus, on peut permuter
les facteurs de fagon circulaire, tr{ABC) = tr(CAB), mais pas dans un ordre quelconque.

3. Trace d'un endomorphisme et d'un projecteur

Définition :

Soit w € L{F).Latrace de 1w estlatrace de sa matrice dans une base quelconque de I .
Cette définition a un sens, car deux matrices de ¢ sont semblables et ont donc la méme trace.

Proposition :

Si P estun projecteurde K ,alors trp =r1gp.

Démonstration :

Onsaitque & = Im p @ ker p etque P vautl'identité sur Im p . Prenons une base



adaptée a cette somme directe, avec T = I'E P vecteurs dans I'image. Dans cette base, la matrice
de [P estdiagonale, avec T coefficients égaux a 1 puis des zéros. Donc tr p = r .

La figure ci-dessous illustre ce résultat dans le plan. On projette sur la droite F' = Vect(2, 1)

parallélement 3 G = Vect(—1,1).Danslabase ((2,1), (—1,1)), la matrice est

([\ra;r?] 10‘%:% ,}) ,detrace 1 égale au rang.

3.0
2.5 1
2.0 -
1.5 -
1.0 1
0.5 1
0.0

—0.51

—1.0 1 — F=]mp =Vect(2, 1)
G = kerp =Vect(—-1, 1)

_1.5 T T T . T T
-2 -1 0 1 2 3 4

Pour trouver une base ou la matrice d'un endomorphisme  est simple, cherchez des vecteurs dont
I'image est simple :

1. des vecteurs & tels que u{a::} = A x , qui donnent des colonnes diagonales ;

2. des vecteurs du noyau, qui donnent des colonnes nulles ;
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3. une chaine x, u(z), u2(z), . .., qui donne des 1 sous la diagonale.

Vérifiez ensuite que la famille obtenue est une base, puis que la trace de la nouvelle matrice égale
celle de I'ancienne.

Méthode :

Pour montrer que deux matrices ne sont pas semblables, cherchez un invariant qui les distingue :
trace, rang, ourangde A — A I, pourun scalaire } bien choisi. En revanche, I'égalité des
traces ne prouve jamais que deux matrices sont semblables.

Les matrices ray’? 1&0 et ray’? 2 &0 ne sont pas semblables, car leurs traces
082’ 0& 3’

valent 3 et 5.De méme, aucune matrice réelle ne vérifie AB — BA = I, puisque la trace
du membre de gauche est nulle et cellede f, vaut 7.

VIl. Ce qu'il faut retenir

Les colonnes de Matp, C{u} sont les coordonnées dans ( des images des vecteursde B .

y = u(r) setraduitpar ¥ = AX , etla composée par le produit :
Mat(v o u) = Mat(v) Mat(u) .

L{E, F') estisomorphe &8 Mun, (K}, donc de dimension 7P .

U est un isomorphisme si et seulement si sa matrice est inversible.

Le rang d'une matrice est celui de ses colonnes, de ses lignes, et la taille maximale d'une matrice
inversible extraite.



Le systeme A X = B est compatible si et seulementsi £ € Im A ; ses solutions forment
Xog+ker A,

La matrice de passage contient les nouveaux vecteurs dans l'ancienne base; ¥ — PX' et
Al =p-lap.

Deux matrices de méme taille sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.

tr(AB} = trl:BA:l ; 1a trace est un invariant de similitude, et la trace d'un projecteur est son
rang.

Questions fréquentes sur matrices et applications linéaires

Dans quel sens écrire une matrice de passage ?

La matrice de passage de I'ancienne base 1B ala nouvelle base B’ contient en colonnes les vecteurs
de B’ exprimésdans B .Elle donne les anciennes coordonnées a partir des nouvelles :
% — pPX' .Pourunendomorphisme, la nouvelle matrice estalors p—1 4 p.

Quelle différence entre matrices équivalentes et matrices semblables ?

Deux matrices sont équivalentes si B = Q_l A P avec deux matrices inversibles indépendantes ;

cela revient a avoir le méme rang. Deux matrices carrées sont semblablessi B — pP—1 4 P avecla
méme matrice des deux c6tés. La similitude est beaucoup plus restrictive : fq et ([ll'n,ll'a,j.?'?] é %:11 ,})
sont équivalentes sans étre semblables.

Deux matrices de méme trace sont-elles semblables ?

Non. La trace est un invariant de similitude, donc deux matrices de traces différentes ne sont jamais

semblables. En revanche, I'égalité des traces ne suffit pas : ([l"-,ll'aj.i"?] % %:i ,}) et

ray’? 5 &0 ont la méme trace mais pas le méme rang.
0&0’

Comment calculer rapidement le rang d'une matrice ?

Appliquez la méthode du pivot de Gauss sur les lignes ou sur les colonnes : ces opérations conservent le
rang. Le rang est le nombre de pivots de la forme échelonnée. Avec un parameétre, ne divisez jamais par
une expression qui peut s'annuler et traitez les valeurs critiques séparément.

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr

Pour aller plus loin en maths sup

e Les énoncés : exercices de maths sup sur matrices et applications linéaires

* A maitriser avant : Applications linéaires et théoréme du rang, Calcul matriciel et systémes linéaires
e Chapitre précédent : Formes linéaires, hyperplans et sous-espaces affines

¢ Chapitre suivant : Groupe symétrique et déterminants

e Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé


https://mathovore.fr/matrices-changements-base-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/applications-lineaires-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/calcul-matriciel-systemes-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/hyperplans-sous-espaces-affines-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/groupe-symetrique-determinants-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup
https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges

