Corrigés des exercices de maths sup

Matrices et applications linéaires

Corrigé de I'exercice 1 : Matrice d'une application linéaire et
d'une famille

1. Chaque coordonnée de u{a:, s z} est une combinaison linéairede =, ¥, Z, sansterme
constant. Par conséquent, U est linéaire. Ensuite, on calcule les images des vecteurs de la base
canonique :  u(ey) = (1,3}, wuley) = (2, —1) et wuleg) = (1, 2). Ces images forment

1 -1
les colonnes, donc A = (3 g ,}) :

2. Lacolonnede (1,1,1) est X = ¥(1,1,1).Ainsi, AX = (31__|__21__|_12) , d'ol
]

u{l, 1, 1} = (2, 4} .
1)
4. Le produit AV donne d'un coup les deux images :

_(14+0—-2 —-14+24+0)\_ —1&1
av = (310713 —3—1+0)—([\“~"’?J7&—44)'

[Tl

3. Onrange les coordonnées de %{ etde 5 encolonnes: ¥V = (

Donc u{vy) = (=1,7) et u(vy) = (1, —4), et la matrice de la famille est AV . Pour une
a b b

matrice carrée d'ordre 2, on sait que ([Hra@r?] - d ,}) est inversible si et seulement si

ad — be ?é 0.lci, ad —bc = 4 —7 = —3. Par conséquent, (u{*uljl, u{ﬂg}) est une
base de [R<.

Point de méthode : la matrice d'une famille d'images s'obtient par un seul produit,
Mat(u) x Mat(famille}.
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Corrigé de I'exercice 2 : Matrice de la dérivation

l.ona D(I)=0, D(X)=1, D(X?) =2X et D(X?3) = 3X2. Enplacant ces
coordonnées en colonnes, on obtient

N = 373

0

O OO
O ONO

1
0
0
0

2. L'espace de départ est de dimension 4 et I'espace d'arrivée de dimension 3. La matrice a donc 3

01 0 0
lignes et 4 colonnes : ( 8 8 % 3[]3) = ng-}{ﬂ?} . On a simplement supprimé la derniére
1

ligne, qui était nulle.

3. Les colonnes 2, 3 et 4 de IV sont proportionnellesa €1, €3, €3, donc libres, et la premiére
est nulle. Ainsi, rg L} = 3 . D'apréslethéorémedurang, dimker D = 4 —3 = 1.0rles
constantes ont une dérivée nulle, donc ker I = R[], I'ensemble des polynémes constants.
Enfin, la diagonale de W est nulle, donc tr I = 0.

4. Le calcul direct, ou la lecture de  j3< et 33 surla base, donne

2_ (08§ ¢ 5_(8 338 4
Ne=tpgoog )&¥°=looog )L =0
00 .00 00 .00

Eneffet, D2(X2) =2, D2(X3) =6X et D3(X3) = 6.Finalement, N4 = 0
traduit le fait que la dérivée quatrieme d'un polyndme de degré au plus 3 est nulle.

Corrigé de I'exercice 3 : Translation de la variable dans les

polynémes

1. Pour P, Q € Ro[X] et A u réels,
AP+p@)(X +1)=2PX +1)+pQ(X +1).Deplus, P(X +1) aleméme
degré que P .Donc T estunendomorphisme de Ry[X].Ensuite, 7(1) =1,



111
T(X)=14+X et 7(X?) =142X + X2 .00l T:(% % %>

2. Posons o(P) = P(X —1).Alors 7(g(P)) = P(X —1+1) = P, etdeméme
o(T(P}) = P.Ainsi, 7 estbijective,et 7—1(P) = P(X —1).

1

J{_XE:I —1-2X 4+ X2 . ponc 71 = -2 . Vérifions : la premiére ligne de
0 0 11

7 r—1lvaut (1,-14+1,1-2+41) = (1,0,0) ; la deuxiéme vaut

0,1, -242) = (0,1,0) ;latroisitme vaut (0,0,1). Onabien T 71 = I5.

3. Lamatricede 7—1 estlinversede T .0r o(l) =1, o(X)= X —1et
1 1
0

4. Parrécurrence, TX(P) = P(X +k).0r (X 4 }g}g — k% 1 9kX + X2 . par

1k k2

conséquent, Tk — y ok .Pour k& = —1,onretrouve bien g —1.
]
o 0 1

Point de méthode : pour inverser la matrice d'un automorphisme, cherchez d'abord la réciproque
géomeétrique ; le calcul matriciel sert ensuite de vérification.

Corrigé de I'exercice 4 : Réflexion et rotation du plan

1. La matrice de {1y, Uq) est ([Haa@r?] 1 & —2 ) et ad—bc=144=25 ?é 0. Donc

2&1
B’ estune base. Ensuite, S(ul} = Uy car U € D, et s{ug} = —Uq car U3 dirige la
direction de symétrie. Ainsi, D' = ([Haajr?] 1&0 ) :
0& -1
2. La matrice de passage contient i et Y75 encolonnes: P = | [\aay7?] 2 &1 . Pour une
o : , y 1 d & —b .
matrice d'ordre 2 inversible, I'inverse vaut —— bc([‘iary?] o % oam ) . D'ou

p—1_ é([\aa}r?] 1_55825 1 ) '

3. La formule de changement de base donne § — p Y p—1. D'abord,

PD = ([may?] %2 ) Ensuite,
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s=l(373 173) = Yoo

On controle que S uy = %{—3 +84+6)=1(1,2) = u, - Enfin,
5(3] 1} = %{_9 + 4,12 + 3} = {—1, 3} . La figure ci-dessous montre les images de £7 et
€0, c'est-a-dire les colonnes de & , symétriques de €1 et €9 parrapporta I.

1.50

1.25 1

1.00 -

0.75 1

0.50 -

0.25 -

0.00

—0.25 1

—0.501 — éxeD:y=2x

~1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5

4. La rotation d'angle E—T a pour matrice A = ([Haa@r?] ? g{’:g—l ) . La matrice d'une composée

étant le produit, on obtient

_ _1/—4 -3
M =RS=3423 1%)
Puis Mzzgl—E(lElﬁ_—Iigglg éggl]éz),donc Mzzfg.Autrementdit, T o35 estune

symétrie : c'est d'ailleurs une autre réflexion.



corriaé de I ‘o5 hi l licati

linéaires et matrices

1. Onsaitque dim L{F, F') = dim B x dim F'. Ainsi, dim £(R3,Rq[X]) =3x3 =19
.Deméme, dim Mgy(R) = 4,donc dim £{M5(R)) = 16.

2. Notons @ :u — Mat(u) I'isomorphisme de L{E) sur Ms3(R) . La condition
M{El} S Ve-::tl:eljl signifie que la premiere colonne de la matrice est de la forme l:r:&, 0, D:l ,
C'est-a-dire @nq = @37 = 0. Donc #({F) est I'ensemble des matrices vérifiant ces deux
équations linéaires. C'est un sous-espace vectoriel, engendré par les sept matrices élémentaires
Eij autresque Flg1 et F31.Parconséquent, F = FL(F(F)) estun sous-espace, et
dimF = 7.

3. La condition porte sur u(el} et ’LH:E‘E:I , qui doivent avoir une troisieme coordonnée nulle. Ainsi,
F(G) est défini par 37 = Ggq = U, Pour la méme raison, dim G = 7.

4. L'intersection est définie par les trois conditions @nq = @31 = Gy = 0. Ce sont les matrices
triangulaires supérieures d'ordre 3, donc dim(F N G) = 6.

Corrigé de I'exercice 6 : Rang par opérations élémentaires

1. Onprend le pivot 1 en haut a gauche. Les opérations L +— Lp — 261 et Ly + L3 — 14

),

donnent

1 2 1 3 . 1 2
(0 1 11);}31118[/3*—:53—[/2:(0 1 1
0 1 1 1 0O 0 0O

O

Il reste deux pivots, donc rg A = 2. D'aprés le théoréme du rang,
dimkerd =4-2=2.

2. Pour B, lesopérations Lg ¢— Ly — Ly et L3 ¢ L3 — L1 donnentleslignes (0,1, 2] et
(0,2,5).Ensuite, L3 + L3 — 2Ly donne (0,0, 1). On obtient trois pivots, donc
rg B = 3 et B estinversible.

3. Les opérations sur les lignes ne changent pas le noyau. Ainsi, ler A est défini par
r+2y+z+3t=0et y+z+%t=0.0ntire ¥ = —2—1,puis
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r = -2y —x—3t =z —1.Donc

(z,vy, 2 t)=2(1,-1,1,0) + t(-1, =1, 0, 1).

Ces deux vecteurs sont libres, car leurs deux dernieres coordonnées le montrent. Par conséquent,
(1, =1,1,0), (—1, —1,0,1)) est une base de ker A .On vérifie par exemple

H1-241,2-
A-t(1,-1,1,0) = ! .
(L-110 +3,1-3+2) =00

Corrigé de I'exercice 7 : Coordonnées et matrice de passage

i —

0
1
1

T

)

2. Résolvons PX = ¥ ,so0it *+z2 =a, z+vy = b, ¥+ 2 = c.Enadditionnant,

r+y+z= Lg_'_c. Par soustraction, y = %m,puis T = '5‘—"'3_'3 et

_a—b+e
="

1. On range les vecteurs en colonnes : P = (

. Le systeme a une unique solution pour tout ¥ ,donc P estinversible et

11 -1
1

Comme P estinversible, 1B’ estune basede [3,et P estla matrice de passagede B
a nl.

3. Laformule X — pPXx’/ donne X/ = p—1x .Avec X = %(2,3/5),
24+3—5

—24+3+5 | = g
2—3+4 955 2

X! =

BJ =

Vérification: 3(0,1,1) +2(1,0,1) = (2,3,5). Donc ¥ a pour coordonnées (0, 3, 2)
dans pB’.

4, Cette fois, on connait X/ et on applique directement ¥ = PX/ :
x =04 2,1 =1, =1 + 2)). Le vecteur cherché est (3,0,1).



Point de méthode : F transforme les nouvelles coordonnées en anciennes. Dans le sens inverse, il
faut p—1.

Corrigé de I'exercice 8 : Noyau, image et rang d'une matrice

1. Les opérations Lg ¢ Lo —2Lj et L3 +— L3 — Lj donnent les lignes (0, 3, —3) et
(0,3, =3) .Puis L3 + L3 — Ly annule la troisiéme ligne. Il y a deux pivots, donc
rg A = 2,

2. Lenoyau est définipar £ — 4 + 22 = O et 3y —3z = 0. Ainsi, ¥ = % et

T =y — 2z = —=z . Lethéoréme durang donne dim ker 4 = 1, et
ker A = Vect((—1,1,1)) .Onvérifie: —1-1+2=0, -24+1+1=0 et
-14+2-1=0.

3. L'image est engendrée par les colonnes C'1 = (1,2,1), Cq = (-1,1,2) et
Cq =1(2,1,-1).0or C1 et Cq nesontpas colinéaires, et rg A = 2. Donc (C1,Cq)
est une base de I'image. Cherchons une équation o = + 8y + v 2 = 0 satisfaite par €1
et Cp: a+264+vy=0et —a—+ 4+ 2y =0.Enadditionnant, 38 +3y =0 ;
onprend 8 = -1, 7 =1,puis a = 1.Ainsi, Im A estle plan d'équation
z —y+ 2z = 0.Deplus, Cq vérifiebien 2 —-1-1=10.

4. Levecteur (—1,1,1) donne —1—1-+1 = —15 0.lIn'estdonc pas dans Image, et
ker AMNImA = {0}.Comme dimker A +dimImAd =14+2=3, kerd et
Im A sont supplémentaires. La figure ci-dessous montre cette situation : la droite du noyau
perce le plan de l'image en I'origine seulement.
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— KerA=Vect(—-1,1,1)

7

5. Le systtme A X = B est compatible si et seulementsi B £ Im A . Par conséquent, il est
compatible si et seulementsi @ — 5 4+ -y = 0. Dans ce cas, ses solutions forment une droite
affine dirigée par (—1,1,1).

Corrigé de I'exercice 9 : Rang selon un parametre

1. On garde le pivot 1 de la premiére ligne. Les opérations Ly ¢+ Ln — L7 et
L3 ¢ L3 —alj donnentleslignes (0,a —1,1—a) et (0,1—a,1—a?).Ensuite,

L3 ¢ L3+ Ly donne (0,0,2—a —a?).0or 2—a—a?2=(1-a)(2+a).0On
obtient donc



a—1 1l —a

)
0
0 (1—-2a)(2+ a)

)
Remarquez qu'aucune division n'a été faite : les opérations sont valables pour tout & .

2. On distingue trois cas.

o Si a¢ {1, —2}, les trois coefficients diagonaux 1, a —1 et (1 —a}(2+a) sontnon
nuls: rg My, = 3.

©Si @ = 1,lestroislignesde M7 sontégalesa (1,1,1): rgMy; =1.
©Si @ = —2, laforme échelonnée a pour lignes (1,1, -2}, (0,-3,3) et (0,0,0) :

rg M _o =12,

La figure ci-dessous résume ce résultat : le rang vaut 3 partout, sauf en deux valeurs isolées.

rang 3 : M, inversible

Ly

S 21

o

= a=1:rang1l
a=-—2:.rang?2

1- /

3. Une matrice carrée d'ordre 3 est inversible si et seulement si son rang vaut 3. Donc M, est
inversible si et seulement si ﬁ;‘ {1, —2}.

4, Pour @ = —2,lenoyauestdéfinipar © +y —2z = 0 et —3y 4 3z = 0. Ainsi,

Y =2Zet = 2z.Donc ker M_n = Vect((L 1, 1}) . C'est cohérent, car chaque ligne de
M _5 aune somme nulle.
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Corrigé de I'exercice 10 : Systemes de Cramer et systeme a

parametre

1 1 1
1. La matrice du systéme est (% % g) Les opérations L +— Ln — Ly, Lg + Ly -1
puis L3 + L3 —3Ly donnentlespivots 1, 1, 2.La matrice estde rang 3, donc
inversible : c'est un systeme de Cramer. Sur le systeme, les mémes opérations donnent
y+2z =8et 3y +8z =30,puis 22 =6.Doll z =3, y =8—-6=2¢et
£ =6—2—3 =1.Luniquesolutionest (z, vy, z) = (1,2,3).

°oSi a é {1, -2}, M estinversible et le systéme est de Cramer. Cherchons une solution
delaforme x = % = z = % . Chaque équation devient (a + 2)t = 1, donc

1 - . R |

t = I:£_|_2.Parun|C|te, la solutionest © =y = z = Y

o Si @ = 1, les trois équations se réduisenta = 4+ vy 4+ z = 1. L'ensemble des solutions
est le plan affine {{1 —Y— Y)Y, EE [Hmathbhbb?]ﬂ} .

o Si @ = —2, lasomme des trois équations donne [0 = 3, car chaque colonne de M _5
est de somme nulle. Le systéeme est incompatible.

3. Dans le premier cas, Im M, = R3 et ker M, = {0} : existence et unicité. Pour o = 1
, le second membre (1,1, 1) appartient & I'mage Vect(%(1, 1, 1)) . Les solutions forment donc
Xo+ker M1, avec X =1%(1,0,0) et ker M7 dedimension2.Pour g = —2,
l'image est de dimension 2 et contenue dans leplan & + 5 +y = 0, car
Li+4+ Ly 4 L3 = 0 Elleestdoncégaleaceplan.Or 1 +1 41 ?é 0 : le second membre
n'est pas dans l'image.

Corrigé de I'exercice 11 : Changement de base et puissances

d'une matrice




11 0
. La matrice de l:fl, fg, fgjl est ( % 1

L3 + L3 — Lj donnent (0, —2,1) et (0, -1, —1).Puis L3 ¢ 2L3 — Ly donne
(0,0, —3) . Ily a trois pivots, donc 13/ est une base.

) . Les opérations Lip +— Ln — Lq et

cOncaleule Af =44 =4f, Afo=02-11-21-1) = f, e
4 00
AfBZ{l—l,ﬁ—l,l—ﬁ}:fB.Ainsi, D:(g % ?).Deplus,

trD=06=24+242 = tr A, comme prévu pour deux matrices semblables.

. Les coefficients diagonaux de .4 valent 2 = 1 41 etles autres valent 1, donc
A = I3 4 J  Ensuite, chaque coefficientde j2vaut 14+1+41 = 3.Donc J2 — 37 .

4" 1

7 .Pour n =10,

; i)
. Montrons par récurrence que A" = g + ¢, J, avec Cqp =

€n = 0 convient. Supposons le résultat vrai au rang 7. Alors

Al = (It e, J)Is+J) =I5+ (1 +c,+3c,)J =13+ (1+4c,)J

n+l _ n+l _ . n_
Or 1_|_4,;,n:1_|_4 3 4:4 3 1=Cﬂ+1-D'°U A”:13+43 1J pour

tout 7. Contrdle: tr(A™) =34 (4" —1) = 4™ 4 2. Parailleurs, A" et D™ sont
semblables et tr{Dﬂ} — 4" -+ 1 4 1 . Les deux traces coincident.

Point de méthode : une base de vecteurs vérifiant w(f) = A f rend la matrice diagonale. Le calcul
des puissances devient alors immédiat, et la trace permet de controler le résultat.

Corrigé de l'exercice 12 : Matrices équivalentes et matrice ] r

1. La deuxieéme colonne vaut deux fois la premiére, et celle-ci est non nulle. Donc rg A = 1. Le
noyau est définipar = + 2y = 0,d'ot ker 4 = Vect({ﬁ, —1}) .

. On suit la démonstration du cours. D'abord, on choisit 9 = {1, ':':l , qui n'est pas dans le noyau,
et 949 = l:ﬁ, —1:' , base du noyau. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires, donc forment une
base de [RZ.Ensuite, on pose A1 = u(glj = (1,2,3) , que I'on compléte par

1 00
hy = (0,1,0) et hg = (0,0,1). La matrice (% % ?) est triangulaire & diagonale non

nulle, donc inversible : c'est une base. Enfin, u(gl} = h et U{gg} = 0, sibien que la
matrice de u dans ces bases est J7.
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3. Notons @ la matrice de passage vers (hy, hg, h3) et P cellevers (gy, 95). La formule
de changement de base donne  Jq = @1 A P, donc A = @ J; P~1, avec

_(3 90 _ 1 & 2
Q=(21 0}, P=(tea1f g2 )

D),puis
0

4. Deux matrices de méme taille sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang. Or
rgC =1,donc A et ( sontéquivalentes. En revanche, la derniére matrice est de rang
2 : elle n'est pas équivalentea A4 .

bl —

On remarque que P2 = Iy, donc p—1 = p . Vérfons: Q@ J; = (

1
QF P = ( 3 4 ) = A . L'égalité est vérifiée.
3 6

Corrigé de I'exercice 13 : Matrices extraites et rang

1. Onobserve que Lji + L3 = (8,10,12) = 2Ly Les lignes sont donc liées, et le rang des lignes

est au plus 2. Comme rg(t M) =rg M ,ona rg M < 2 Ensuite, la matrice extraite

([Hraj,r?] 14%{25 ,}) vérifie 1 x5 —-2x4 = -3 ?é 0 :elle est inversible. D'apres le

théoréme des matrices extraites, rg M > 2 Finalement, rg M = 2,

2. Les matrices extraites d'ordre 2 de IV s'obtiennent en choisissant deux colonnes. Leurs quantités
ad —bc valent p—gqg, c—ae ¢c—b.

oSi @, f§, © nesontpas tous égaux, I'une de ces différences est non nulle. Une matrice

extraite d'ordre 2 est alors inversible, et rg IN 2 2 Comme IV n'a que deux lignes,
rg N =2,

oSi @ = & = ¢,laseconde ligne vaut @ fois la premiére. Le rang vaut alors 1, puisque la
premiere ligne est non nulle.
Donc rg IV = 2 sietseulementsi @, }, ¢ nesont pas tous égaux.

3. D'apreés l'invariance du rang par transposition, rg{t N:l = rg IN . Ainsi, ¢ ]V estde rang 2
si les trois réels ne sont pas tous égaux, et de rang 1 sinon. Autrement dit, les trois vecteurs



(1,a), (1,8), (1,c) engendrent R2 siet seulement si deux d'entre eux ont des secondes
coordonnées différentes.

Corrigé de I'exercice 14 : Propriétés de la trace

1. Par linéarité de la trace et d'aprés  tr{AB) = tr{BA),ona tr({dB — BA) = 0.0r
te(I,) = n ?é 0. Par conséquent, I'égalité AB — BA — I, estimpossible.

2. Le produit A Eq’j apour 7-iéme colonnela 4 -iéme colonne de A , et des colonnes nulles
ailleurs. Son seul coefficient diagonal éventuellement non nul est donc en position {j, jr':l , égal a
@i Ainsi, tr(A By) = @,;.Si tr(AM) = 0 pourtoute A, on prend
M = E; :tous les coefficients %7 sontnuls,et A4 = 0.

3. Prenons A = Fq3, B = Eq1 et C = Eji.Dunepart, A8 = Eq1,donc
ABC = Fj1,detrace 1. D'autre part, BA = FEqgn, donc BAC = Eqq F) =0,
de trace 0. Ainsi, tr(ABC) = 1# 0 = tr(BAC).

. tAY. _ 2 :
4. Le coefficient (7,7) de t 4 A vaut Z ( A:]_j‘ Gy = 2%y Ensommantsur 7,
1 1

t — 142
tr( & A} - Z a'&j} .Si t A A = 0, cette somme de carrés de réels est nulle. Donc
47

%5 estnul,et A = 0.

chaque

Corrigé de I'exercice 15 : Trace et similitude

1. Si ([Rra@r?] é ii:ll ,}) = p1 Iq P, alors cette matrice serait égale a {7, ce qui est faux.

Donc elles ne sont pas semblables, bien qu'elles aient la méme trace et le méme rang.
2. Pour A4 ,ona ad—bc=4-6= —2% 0,donc tg A = 2 Enrevanche, rg B =1,
Or deux matrices semblables sont équivalentes, donc de méme rang. Par conséquent, 4 et B

ne sont pas semblables, malgré I'égalité des traces.

3. Oncherche v = (z, y) telque (C —3Ig)v = 0,s0it —x + 1 = 0.0n prend
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v = (1,1) reneffet, Cv = (241,3) = (3,3).Deplus, & €1 = 2Z¢€y.Danslabase
(El, v) , la matrice de I'endomorphisme associé est donc diag(2, 3) . La matrice de passage est

P = ([xra,y?]é‘gill ,}).Vériﬁcation: CP = ([Hrajr?] a%3 ,) et

P diag(2,3) = ([\rer?)2 £3.3).

4. Latrace de ([Rrajr?] g g i )

similitude, ces matrices ne sont pas semblables.

}) vaut &, alorsque tr ¢ = 5. Llatrace étant uninvariant de

Corrigé de I'exercice 16 : Trace d'un projecteur

1. Unvecteurde A s'écrit (%, %,0). 1l appartientad IT sietseulementsi t+%—0 = 0, soit
t=0.Donc FFMNA=1{0}.Deplus, dimIT +dimA =2+1=3.Par
conséquent, JT & A = R3.

2. Soit v = (z, v, #).0ncherche X telque v — A(l,1,0) € IT, c'est-a-dire
(z—X)+{y—A)—2z=0.Dou } = TYYZZ buis

2
r—y+z
p(sc:,y;,z):( ) :
— T T+ Yy+z
)y ) :

3. Calculons 4 Af2, carré de la matrice entiére. Sa premiére ligne vaut
(14+1,-1-1,1-142) = (2, -2, 2). Sa deuxiéme vaut
(-1 -1,141,-14+142) = (-2,2, 2).Satroisitme vaut (0,0, 4) . En divisant par 4, on
retrouve Af : AF2 — AJ . Ensuite, tr M = % = 92.0r Imyp = II estde

dimension 2. Donc tr M =rg M = 2.
4. Lesvecteurs (1, —1,0) et (0,1,1) vérifient I'équation de IT et ne sont pas colinéaires : ils
forment une base de  IT . On les compléte par (1,1, 0), base de A . Comme la somme est

directe, on obtient une base de R3, dans laquelle la matrice de P est diag(l,1,0}.

5. La matrice &} est celle d'un projecteur, puisque QQ = £} . D'apres le cours,



rg € = tr @ = 0. Une matrice de rang nul est nulle, donc & = 0.

Corrigé de I'exercice 17 : Endomorphisme nilpotent d'indice 3

1. Sil'on avait ug{;t:) — 0 pourtout =, alors o2 seraitnul.Or w2 ?é 0, donc il existe =
tel que wuZ(z)F£ 0.

2. Supposons @ x + b ufz) + c ul(x) = 0. Appliquons 1,2 :comme 3 = 0 et y% = 0,
il reste @ u?(r) = 0,donc @ = O.Appliquons ensuite u :ilreste bu2(x) = 0, donc
b = 0 .Enfin, ¢ ug{a::l = [0 donne ¢ = 0. Lafamille est libre, et elle a trois vecteurs dans
un espace de dimension 3. C'est donc une base.

3. Dans cette base, u(z) = u(z), ulu(r) = u2(r) et w(u?(r) = 0.D'oUla matrice

0 0 0
1 0 O
O 1 0O

Ses deux premiéres colonnes sont libres et la troisiéme est nulle. Donc rg u = 2 et

tru=20.
g0 1
4. Le calcul donne A2 = 8 % 8 ?é 0.Puis A3 — A2 4 apour premiére ligne la

troisiéme ligne de A , qui est nulle, donc 42 — . On choisit £ = €3, puisque
A2 eq = € ?é 0.Alors Aeg=(1,1,0) et A? e = (1,0,0) . La famille
(E‘B, (1,1,0),(1,0,0)) est une base du type cherché.

Corrigé de I'exercice 18 : Endomorphismes de rang 1

1. La matrice A estderang 1, donc équivalente a J1 :ilexiste €} P inversibles telles que
A=0gJ P 1. or Jy = E{tE{, ol Fj estlapremitrecolonnede I, .Posons
X = Q Eq, premitre colonnede @ ,et t¥ =1t F; P~1, premitrelignede p—1.
Ces vecteurs sont non nuls, car &} et p—1 sontinversibles. Ainsi, 4 = X t¥ .
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- — =t
_Le coefficient (3, 7) de A vaut %;¥;.ponc T4 = Z Y, =Y X Enguite, par
T

associativité,

AP=X (Y X)tY =(tr A) X tY = (tr A) ,AA.

e, A = X t X avec thl:l,ﬁ,B:l,et trd=14+4+9 =14 Ainsi,

A2 = 14 A .Parrécurrence,si A™ — 14n—1 4 ,alors A7+l — 14n—1 42 — 14™ 4
.Donc A™ = 14n—1 4 pourtout n > 1.

. La matrice de 1 dans une base est de rang 1, donc ud = {tr ’i'_&:l . Notons t = ftr u.Si

t?é[]et q:%u,alors qutl—gugz%uzq: g est un projecteur.Si t = 0, la

méme relation donne directement 2 = (.

Point de méthode : une matrice de rang 1 s'écrit toujours « colonne fois ligne ». Cette écriture ramene
de nombreux calculs au produit scalaire ¥ X .

Corrigé de I'exercice 19 : Centre de l'algébre des matrices

1. Le coefficient (k,{) de A Egy vaut Z O (B45) 1 = Gp;si 1= 7, et 0 sinon.
™

Ainsi, A F4j apour j-iéme colonnela ; -iéme colonne de A4 , les autres colonnes

étant nulles. De méme, le coefficient (k,{) de Hq4j A vaut %51 si k = ¢,et O sinon.

Donc £4; A apour ;-iémelignela 7-iéme ligne de A , les autres lignes étant nulles.

. Supposons A By = E.; A Regardons le coefficient (k, 7) avec k ?é 1. A gauche, il vaut
@y, . Adroite, il est nul, car seule la ligne 7 est non nulle. Donc Or, = 0 pour tout k& ?é 3
A est diagonale. Regardons ensuite le coefficient (2, 7) :agauche @%;;, adroite %45 . Tous

les coefficients diagonaux sont donc égaux. Par conséquent, A = A I, . Réciproquement,
A I, commute avec toute matrice.

3. Par I'isomorphisme entre  L£(E') et M, (K}, qui transforme la composée en produit, on obtient
: les endomorphismes qui commutent avec tous les autres sont les homothéties A id g .



1. Soit i?é 7 .Dunepart, i By = Fyy Dautrepart, Eiy iy =0, car 3 ?é i,
L'hypothése donne alors @(E@'} = p(Ey; Eg'j{:l = QD(EE'}' E.) = @(0).or @ est
linéaire, donc f,ﬂ(Eﬁ'j:l = 0.

2. Pourtous %, 7,ona Ei By = Ei et By By = B, Par conséquent,
(P(Ez'fé:' = @':Ejj:'-

3. Notons A = ¢(FE11) . Toute matrice s'écrit 4= Z %5 E45 par linéarité et d'apreés les
47
deux questions précédentes,

p(A) = Z a. e(Eq) = A Z a,, = Atr A
4 4

Donc @ = Atr.

4. Une telle forme s'écrit X tr . La condition ¢(f,) = 1 impose An = 1,soit } — %
Réciprogquement, % tr convient. Il existe donc une unique telle forme : © = % tr

Corrigé de I'exercice 21 : Matrices de trace nulle en taille 2

1.Si = Aid,alors A = ATg et trA =23 =0.Donc A =0et A =0.

2. Lafamille (z, u(z]) estlibre et compte deux vecteurs dans 2 : c'est une base. Dans cette
base, u{r) = 0-z 4 1-u(x), doula premiére colonne *(0,1). Ensuite, u(u(z)) se
décompose en ¢ = + d ufz), d'ol la seconde colonne (¢, d} . La trace est invariante par

changement de base, donc 0 + d = tr A = 0. Ainsi, la matrice est ([ll'n,ll'a,j.?'?] ? g;g ,}) :

3. Si 1 est une homothétie, A4 = 0 est déja de diagonale nulle. Sinon, la question 2 fournit une
base ol la matrice de u est de diagonale nulle ; elle est semblable a 4 . Dans les deux cas, A
est semblable a une matrice de diagonale nulle.
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é"_'g g;ﬁl):TIE.Prenons T=¢€: Ae; = (1,3), non

colinéaire & €1.De plus, A(Ade) = Al ey = Tey.Avec P = ([Hra@r Ll }) on

D & 3!
obtientdonc P—1 A P = (["-.I.ra,],r ?gg,}) Vérification: AP = ([Hra}r ]]3%53 !})

P ([Rra@r ?g;g ,}) ( [\r an?] 3 & 0 :})

4. Oncalcule A2 = (

Point de méthode : pour obtenir une base ou la matrice est simple, partez d'un vecteur x et de son
image w(x) . La trace, invariante, fixe ensuite un coefficient sans calcul.

Corrigé de l'exercice 22 : Probleme : I'opérateur de différence

sur les polynomes

1. Pour P,Q € E et Apuréels, AAP 4+ p @) = X A(P) + u A(Q), par linéarité de
P — P(X +1).Deplus, P(X +1) et P ontméme degré et méme coefficient
dominant. Donc deg A(P) < deg P —1 si P n'est pas constant, et A(P) € E . Ensuite,
A =0, AX) =1, A(X?)=2X +1let A(X3) =3X2+3X +1.DoU

R
A=190 0 3
0 . 0

0 U

?

2. Les colonnes 2, 3 et 4 sont échelonnées, avec les pivots 1, 2, 3 :ellessontlibres. La premiere
est nulle. Donc rg 4 = 3. Le théoréme du rang donne dim ker A = 1. Or les constantes
sont dans le noyau, donc ker 4 = Rg[X]. Deplus, Im A C R[], car le degré baisse.
Les deux espaces ont la dimension 3, donc  Im 4 = Ry[X]. Enfin, la diagonale de A est
nulle: trA =20.

3. Les polyndmes M 1 sont de degrés respectifs 0, 1, 2, 3.Unefamille de polynémes non
nuls de degrés distincts est libre. Avec 4 vecteurs en dimension 4, # est une base. On développe

Hy=3X2-1X et F3=tx3-1x24 1% Donc



(1 0 0 0 )
=l 0 o I —Lhl
1
0,0 0 ¢ )
4. D'abord, A(Hg) =0 et A(H1) =1 = Hy.Ensuite,
A(Hy) = ':X—l—legX(X -1 _ % — H{ - De méme, en factorisant X(X -1,
X(X-1D(Xx+1)—(X-2)) 3X(x-1)
g 1 0 0
Ainsi, IN = (8 8 %] 13>,et la formule de changement de base donne vy — P—1 4 P
000 0

.On contréle que tr W = 0 = tr A .Autrementdit, A décale la base:
Hyq —+ Hg = H{ = Hyp — 0,

5. On cherche XE:aHg—i—ﬁHl—i—’}rHD.Lecoefﬁcientde X2 impose o = 2. Alors
2Hy = X2 - X ,donc X2 = 2Hq + H.Ainsi, X2 = 2Hqy + Hy.Posons
Q = 2Hg3 + Hy  Parlinéarité, A(Q) = 2FH 9+ Hy = X2 . Donc
€ = 2H 3 + Hq convient.

6. Pour toutentier k, Q(k + 1) — Q(k) = k2 Ensommantde k =04a m —1,lasomme
est télescopique :

m—1
m(m—1)(m—2) m(m-1)
k2 =Q(m) - Q(0) = 3 +
k=10
m—1
—1i(2m—1
or mS—Q —|-% — Emﬁ_l.Donc k2 = mim 33( = j.Par exemple, pour
E=10
m = 3,ontrouve 0 +14+4 =25 et w — 5 . Comme le montre la figure ci-

dessous, les sommes partielles se placent exactement sur la courbe de &} .
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Revenir aux énoncés des exercices

Pour aller plus loin en maths sup

Le cours : matrices et applications linéaires, cours de maths sup

Les énoncés : exercices de maths sup sur matrices et applications linéaires

A maitriser avant : Applications linéaires et théoréme du rang, Calcul matriciel et systémes linéaires

Chapitre précédent : Formes linéaires, hyperplans et sous-espaces affines

¢ Chapitre suivant : Groupe symétrique et déterminants

¢ Tester vos connaissances : QCM de maths sup par chapitre


https://mathovore.fr/matrices-changements-base-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/matrices-changements-base-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/matrices-changements-base-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/applications-lineaires-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/calcul-matriciel-systemes-cours-maths-sup
https://mathovore.fr/hyperplans-sous-espaces-affines-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/groupe-symetrique-determinants-exercices-maths-sup
https://mathovore.fr/qcm-maths-sup

e Le sommaire : tous les chapitres de maths sup et les chapitres de maths spé

Téléchargé depuis https://mathovore.fr - Mathovore site de maths.



https://mathovore.fr/maths-sup-cours-et-exercices-corriges-en-pdf
https://mathovore.fr/maths-spe-cours-et-exercices-corriges
https://mathovore.fr

